
デモ: Xi 平均 0, 共分散行列 Σ の m次元ガウス分布に従う
random vector (縦ベクトル). X = (X1, . . . ,Xn) とおいて, m ×m
random 行列 W = XX ′ を考える.1W の最大固有値が x 以下であ
る確率は?

rpwishart<-function(lambda=3,sigma=diag(c(1/2,1/4,1/6)),

n=5,try=100) #シミュレーション
{count<-0;r<-rWishart(try,df=n,Sigma=sigma);

for (k in seq(1,try)) {

ell1 <- max(eigen(r[,,k])$values);

if (ell1 < lambda) count<-count+1; }

return(count/try) }

hgm.pwishart(m=3,n=5,beta=c(1,2,3),q=3)

# matrix HG の数値計算. library("hgm");

1Wishart 分布. なお X ′ は X の転置



Constantine 1963. 自由度 n, m ×m 共分散行列 Σ できまる
Wishart 分布に従う m ×m 行列の最大固有値 ℓ1 が x より小さい
確率は

P[ℓ1 < x ] = C exp
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1F1 は行列引数の超幾何関数.
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m∏
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Γ(t−(i−1)/2)

前半: (1) の証明のスケッチ.
後半: (1) の効率的計算手法. ソフトウエア. 展開.



Jack symmetric polynomial の漸化式.

J
(α)
k (x1) = xk1 (1 + α)k

J(α)κ (x1, . . . , xm) =
∑
µ

J(α)µ (x1, . . . , xm−1)x
|κ/µ|
m βκµ (2)

κ1 ≥ µ1 ≥ κ2 ≥ µ2 ≥ · · · .
C-normalization. Cκ(x) = C

(2)
κ (x) = cκJ

(2)
κ (x).

Matrix 1F1(a, c ;Y ) の級数表示.2

∞∑
k=0

∑
κ,|κ|=k

(a)κ
(c)κ

Cκ(Y )

k!
, (a)κ =

Γm(a, κ)

Γm(a)

Muirhead (1970) の微分方程式.

gi = yi∂
2
i + (c − yi )∂i +

1

2

m∑
j=1,j ̸=i

yj
yi − yj

(∂i − ∂j)− a (3)

Kummer relation. Y と −Y の変換. Herz (1955) pp487–488.
2Γm(t, κ): κ つきは t − (i − 1)/2 を t + ki − (i − 1)/2 に



ノート βκµ は, κ, µ で決まる数.

βκµ =

∏
(i ,j)∈κ B

κ
κµ(i , j)∏

(i ,j)∈µ B
µ
κµ(i , j)

Bν
κµ = κ′j − i + α(κi − j + 1) κ′j = µ′

j

Bν
κµ = κ′j − i + 1 + α(κi − j) otherwise

κ′ は κ の conjugate partition (Young 図を転置したもの).
C normalization は Jack に

α|κ|(|κ|)!
jκ

, jκ =
∏

(i ,j)∈κ

(κ′j− i+α(κi − j+1))(κ′j− i+1+α(κi − j))

を掛けたもの.



S は m ×m 対称行列. Zκ(S) = J
(2)
κ (S) とおく.

Zκ(H
′SH) = Zκ(S), H ∈ O(m) O(m)不変性

Z(2,0) = 3x21 + 2x1x2 + 3x22

Z(1,1) = 2x1x2

Z(3,0) = 15x31 + 9x21x2 + 9x1x
2
2 + 15x32

Z(2,1) = 4x21x2 + 4x1x
2
2

xi は対称行列 S の固有値. 固有値の対称式なので, S の元の多項
式として書ける.

import("tk_jack.rr")$

tk_jack.zonal([2,1],2); // [2,1] は partition. 2変数.



二つの基本公式:

(tr(S))k =
∑

κ,|κ|=k

Cκ(S)

James 1960(doubling principle). Cκ(ST ) := Cκ(T
1/2ST 1/2).∫

O(m)
Cκ(H

′SHT )d(H) = Cκ(S)Cκ(T )/Cκ(I )

以下 Constantine 1963. Laplace 変換に対してよい振る舞い. 3∫
S>0

exp(−tr(RS))|S |t−(m+1)/2Cκ(ST )dS = Γm(t, κ)|R|−tCκ(TR
−1)

(4)

Proof sketch. 左辺を f (T ) とおいて, T → H ′TH と変数変換し,
O(m) の上で積分. f (T ) = [f (I )/Cκ(I )]Cκ(T ) となる. あとは定
数項をがんばって決める. //

3
∫
s>0

exp(−rs)st−1ds = Γ(t)s−t ,

Γm(t, κ) = πm(m−1)/4 ∏m
i=1 Γ(t + ki − (i − 1)/2)



ノート R = I (単位行列)の時.

f (H ′TH) =

∫
S>0

exp(−tr(S))|S |t−(m+1)/2Cκ(SH
′TH)dS

不変性,別紙 =

∫
S>0

exp(−tr(S))|S |t−(m+1)/2Cκ(HSH
′THH ′)dS

=

∫
S>0

exp(−tr(S))|S |t−(m+1)/2Cκ(HSH
′T )dS

右辺を H ′ で (順序交換して)積分すると, James 1960 の公式より,∫
S>0 exp(−tr(S)|S |t−(m+1)/2Cκ(S)dSCκ(T )/Cκ(I ). 積分で HSH ′

を新しい変数 S と変数変換すると, tr(HSH ′) = tr(SH ′H) = tr(S)
かつ dS が変化しないので f (H ′TH) = f (T ).



ノート C (S(H ′TH)) は C ((H ′TH)1/2S(H ′TH)1/2) の省略記法な

のでもうすこし慎重に計算が必要. まず, (H ′TH)1/2 = H ′T 1/2H.

T 1/2 は pos sym な T に対して (対角化する行列によら
ず)一意的に定まる. L′(H ′TH)L = Tλ と対角化すると,

(H ′TH)1/2 は定義より, LT
1/2
λ L′, L ∈ O(m) — (a), Tλ

は T の固有値を並べたもの (H ′TH の固有値とも一致).
(HL)′T (HL) = Tλ なので
T 1/2 = (HL)T

1/2
λ (HL)′ = H(LT

1/2
λ L′)H ′. H ′,H を左右か

ら掛けると H ′T 1/2H = LT
1/2
λ L′. これは (a) より

(H ′TH)1/2 に等しい.

C ((H ′TH)1/2S(H ′TH)1/2) =上で証明したこと
C ((H ′T 1/2HSH ′T 1/2H). O(m) 不変性よりこれは次に等しい.

C (H(H ′T 1/2HSH ′T 1/2H)H ′) = C (T 1/2HSH ′T 1/2) = C (HSH ′T ).



(matrix) Laplace 変換. Z を complex symmetric matrix として,

L[f ](Z ) =

∫
S>0

etr(−SZ )f (S)dS4

∫ I

0
|S |t−(m+1)/2|I−S |u−(m+1)/2Cκ(RS)dS =

Γm(t, κ)Γm(u)

Γm(t + u, κ)
Cκ(R)

(5)
ここで, Γm(u) = πm(m−1)/4

∏m
i=1 Γ(u − (i − 1)/2)

Proof sketch. (4) と同様な論法で Cκ(R) をくくりだせる.
S = R−1/2TR−1/2 と変数変換. Laplace 変換は積と convolution
を交換する. 積分を Cκ(T )|T |t−(m+1)/2 と |T |u−(m+1)/2 の
convolution とみなす. これの Laplace 変換はこの二つの関数を
Laplace 変換してからかけたものに同じ. (4) を複数回適用して結
果を得る. //

4etr(X ) = exp(Tr(X ))



ノート (4) と同じ論法の部分.

f (R) =
∫ I
0 |S |t−(m+1)/2|I − S |u−(m+1)/2Cκ(RS)dS とおく. R を

H ′RH, H ∈ O(m) と置き換えると, 積分の中の Cκ は Cκ(H
′RHS)

となる. James1960 の公式を使えば, O(m) での積分で, これは
Cκ(R)Cκ(S)/Cκ(I ) に等しい. よって R が変数分離されて,∫

O(m)
f (H ′RH)d(H) =

f (I )

Cκ(I )
Cκ(R)

と書ける. 一方,
Cκ(H

′RHS) =不変性 Cκ(HH
′RHSH ′) = Cκ(RHSH

′). S を HSH ′

と変数変換すると, dS は変わらず, I − HSH ′ = H(I − S)H ′ なの
で, f (H ′RH) = f (R) である.



ノート あとは R に依存しない定数部分をきめれば良い.

公式 (Muirhead p.58, @s) X = AYB の時,

(dX ) = |A|m|B|n(dY )

ここで, A は m ×m 行列, B は n × n 行列.
(dX ) =

∏
ij dXij .

S = R−1/2TR−1/2 と変数変換する. 上の公式から dS = |R|−mdT
となる ((dS) は dS と括弧を省略. 対称行列の場合は
(dX ) =

∏
i≤j dXij としてるので, dS = |R|(m+1)/2dT . また,

|I − S |α = |R−1/2(R − T )R−1/2|α = |R|−α|R − T |α

S > 0, I − S > 0 の条件は, R−1/2TR−1/2,
R−1/2(R − T )R−1/2 > 0 の条件に. つまり T > 0, R − T > 0. あ
とは proof sketch の方針に従い, 次を用いる.

L

[∫ R

0
f (T )g(R − T )dT

]
= L[f ]L[g ]



ノート

L

[∫ R

0
f (T )g(R − T )dT

]
=

∫
R>0

∫ R

0
etr(−ZR)f (T )g(R − T )dTdR

x = T , y = R − T とおくと積分領域は x , y > 0

=

∫
x>0

etr(−Zx)f (x)dx ·
∫
y>0

etr(−Zy)g(y)dy



Constantine 1963 Th 7. etr(A) = exp(tr(A)) とおく. このとき∫ Ω

0
etr(−ΛS)|S |t−(m+1)/2dS = c |Ω|t1F1(t; t+(m+1)/2;−Ω1/2ΛΩ1/2)

(6)

c = Γm(t)Γm((m+1)/2)
Γm(t+(m+1)/2) .

Proof sketch. S = Ω1/2TΩ1/2 と変数変換. 積分領域は 0 < T < I .

etr(−ΛS) = etr(−Ω1/2ΛΩ1/2T ) =
∑
k

∑
κ

Cκ(−Ω1/2ΛΩ1/2T )

k!

T をまた S と書く. (5) を用いて

|S |t−(m+1)/2Cκ(RS), R = −Ω1/2ΛΩ1/2

を項別積分. すると, (Ω定数) Γm(t,κ)Γm((m+1)/2)
Γm(t+(m+1)/2) Cκ(R) を得る.

//



m 次元の normal distribution (平均 0, 共分散行列 Σij = E [xixj ])
に従う 独立な random variable (たてベクトル) を n 個 もってく
る. ならべたものを X と書く. S = XX ′ の従う分布が Wishart 分
布で,

|S |(n−m−1)/2etr

(
−1

2
Σ−1S

)
の定数倍.
Proof sketch. cf. Muirhead p.85 Th 3.2.1. X ′ = H1T , T は
m ×m 上三角行列, H1 は m 個の n 次元縦ベクトルで伸ばすと
O(n) になるものを持ってくる. dX ∼ dSH ′

1dH1 となってる. H1

について積分 (Stiefel manifold での積分)すれば S についての確
率密度が出る. //

(6) の被積分関数 etr(−ΛS)|S |t−(m+1)/2dS は Wishart 分布
(normalize してない).
以上で, (1) の証明の概要終了.



(1) の効率的計算手法. ソフトウエア. 展開.

Theorem

graded reverse lexicographic order ≻ に関してMuirhead の方程式
系 (3) {g1, . . . , gm} は有理関数係数の微分作用素環でグレブナー
基底となる. Initial term は ⟨∂2

1 , . . . , ∂
2
m⟩. Standard monomials は

{∂i1∂i2 . . . ∂ik | 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ m, k ≤ m},

の 2m 個.

Proof sketch. S-pair 判定法を適用. //

F を standard monomials を縦に並べたベクトルを 1F1 に作用し
たものとする. この定理から Pfaffian dF = (

∑
Pidyi )F が構成で

きる. さらに gi が都合のいい形をしてるので, Pi が効率よく計
算できる。



Σ−1 = diag(β1, . . . , βm) とする. G = exp(x/2trΣ−1)x−mn/2.
Pβ =

∑
Pi |y=xβi/2 − G−1G ′E (Pfaffian の line への制限を Gauge

変換したもの) とおく. 初期値は Koev-Edelman 2006. ODE
dF/dx = PβF を Runge-Kutta 法で解く.

Theorem (安定性)

x → ∞ の時
Pβ = A0 + O(1/x),

ここで A0 の 2m 個の固有値は, −e1β1 − · · · − emβm,
(e1, . . . , em) ∈ {0, 1}m.
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