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2 関数の極限（ 続き）

定義 2.1 x が a に限りなく近づくこ とを x → a と書く。

関数 f(x) が x → a の とき 、限りなく A に近づくとき 、

“x → a の とき f(x) → A “

といい、

lim
x→a

f(x) = A

と書く。

例でも示したが、x → ∞, x → −∞ の とき も極限を考えるこ とが出来る。こ
の 極限を

lim
x→∞

f(x), lim
x→−∞

f(x)

と書く。

定理 2.1 (教科書 p.49 定理 3.1) limx→a f(x) = α, limx→a g(x) = β の

とき

(1) lim
x→a

(f(x) + g(x)) = α + β

(2) lim
x→a

cf(x) = cα

(3) lim
x→a

f(x)g(x) = αβ

(4) lim
x→a

f(x)

g(x)
=

α

β
ただし、β 6= 0

(5) f(x) ≤ g(x) がつねに成り立つならば α ≤ β

(4) は β = 0 の とき は使えないが、 こ れに加えて α = 0 となるとき は極限

がある場合がある。例えば、分母分子が共通の 因数 (x − a) をもち、分母分

子をそれぞれこ の 共通因数で割るこ とにより極限が計算でき るこ とがある。

例 2.1 (教科書 p.49, 問 3.4(1))

lim
x→0

x2 − 6x

x2 + 3x
= lim

x→0

x − 6

x + 3
= −2

例 2.2 (教科書 p.50,例 3.3(1))

lim
x→∞

1

x
= 0

[解説] 1/x は x → ∞ の とき 、どんな正の 数よりも小さくなる。だから極限

はもっと小さい。しかし 0 よりは小さくない。

例 2.3 (教科書 p.51 例題 3.4)

lim
x→∞

√

1 + x2 − x = 0

なぜなら、分子を有理化すると

lim
x→∞

1 + x2 − x2

√
1 + x2 + x

= lim
x→∞

1√
1 + x2 + x

= 0

例 2.4

lim
x→∞

x2 + 1

x3 + 2x2 − x + 1
= lim

x→∞

1/x + 1/x3

1 + 2/x − 1/x2 + 1/x3
= 0

こ の 例では分母分子が無限大に行くが、分母の 方が大き くなり方がはるかに

早い（x3 と x2 の 無限大への 発散の オーダーの 違い）

極限を計算するとき によく使う計算方法がある。次の 「はさみうちの 原理」

がその 代表である。

定理 2.2 (教科書 p.53 定理 3.2)

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = α の とき 、f(x) ≤ h(x) ≤ g(x) ならば、

lim
x→a

h(x) = α

例 2.5 (教科書 p.54 例 3.6)

lim
x→∞

sin x

x
= 0

なぜなら、−1 ≤ sin x ≤ 1 だから x > 0 でわって

− 1

x
≤ sin x

x
≤ 1

x

x → ∞ の とき 1/x → 0 だったの で、上式の 左辺と右辺はともに 0 に近づく

（収束する）。よって、はさみうちの 原理により

lim
x→∞

sin x

x
= 0

例 2.6

lim
x→0

sin x

x
= 1

なぜなら、（ラジアンを使って）面積を比較するこ とにより

1

2
sin x ≤ 1

2
x ≤ 1

2
tanx

両辺を 2倍して x > 0 でわると

sin x

x
≤ 1 ≤ sin x

x

1

cosx
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整理して

cosx ≤ sin x

x
(右側の 不等式から）

および
sin x

x
≤ 1 (左側の 不等式から）

まとめて

cosx ≤ sin x

x
≤ 1

x > 0, x → 0 の とき 、cosx → cos 0 = 1 だから、はさみうちの 原理により、

lim
x→0
x>0

sin x

x
= 1

とこ ろが、
sin x

x
は偶関数なの で、

lim
x→0
x<0

sin x

x
= 1

も成り立ち、 lim
x→0

sin x

x
= 1 がわかる。

例 2.6 により

lim
x→0

sin x

x
= 1

がわかったの で、こ れを使うと次の ようなこ とも分かる

例 2.7

lim
x→0

1 − cosx

x2
=

1

2

なぜなら、x → 0 の とき

1 − cosx

x2
=

1 − cos2 x

x2(1 + cosx)
=

(

sin x

x

)2
1

1 + cosx
→ 1 · 1

2

と計算でき る。

連続関数

定義 2.2 関数 f(x) が a で連続であるとは、

lim
x→a

f(x) = f(a)

が成り立つとき にいう。

定義 2.3 関数 f(x) が区間 (a, b) で連続であるとは、a < c < b となる任意

の 点 c において連続となるとき にいう。
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注意 2.1 端の 点 a, b での 連続性は、x が [a, b] の 中から a または b に限り

なく近づくとき に f(x) → f(a) または f(x) → f(b) となるこ とをいう。

練習 2.1 (教科書 p.51 問 3.6) 次の 極限を調べよ

(1) lim
x→∞

(√
x + 3 −

√
x
)

(2) lim
x→∞

√
2x2 − 1

3x

(3) lim
x→∞

1√
x2 + x − x

練習 2.2 次の 極限を調べよ

(1) lim
x→0

sin 2x

x

(2) lim
x→0

x sin
1

x
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