
2 行列

行列 行ベクトル 列ベクトル 正方行列 転置行列

同じ次元の 横ベクトルを縦に並べたもの :

A =







a b c d

e f g h

i j k l







の 様に成分で書く。上の 例は 4次元の 横ベクトルを縦に 3個並べたもの 。

こ れは 3次元の 縦ベクトルを横に 4個並べたもの とも見るこ とができ る。

行列の 横ベクトルを行ベクトル、縦ベクトルを列ベクトルと呼ぶ。

一般には

A =















a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · ·

· · ·

am1 am2 · · · amn















の 様に書き 、m 行 n 列の 行列（または m × n 行列）と呼ぶ。m = n の

とき 行列は正方行列という。

上の 行列 A の 行と列を入れ換えた行列を tA と書き 、A の 転置行列と

いう。

ベクトルは行列である。m 次元縦ベクトルは m× 1 行列であり、n 次

元横ベクトルは 1 × n 行列である。

2.1 行列の和と積、スカ ラー 倍

行列の和、差、スカ ラー 倍

ベクトルと同じように成分毎に行う。従って、おなじ行数と列数を持

つとき 和と差が定義でき る。

A ± B =















a11 ± b11 a12 ± b12 · · · a1n ± b1n

a21 ± b21 a22 ± b22 · · · a2n ± b2n

· · ·

· · ·

am1 ± bm1 am2 ± bm2 · · · amn ± bmn














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の ように計算する。スカラー倍はすべての 成分を同じスカラー倍する。

rA =















ra11 ra12 · · · ra1n

ra21 ra22 · · · ra2n

· · ·

· · ·

ram1 ram2 · · · ramn















行列の積 m× n 行列 A と n× k 行列 B に対して、積 AB を m× k

行列として次の ように定義する。






a11 · · · a1n

: :

am1 · · · amn













b11 · · · b1k

: :

bn1 · · · bnk






=







∑n

j=1
a1jbj1 · · ·

∑n

j=1
a1jbjk

: :
∑n

j=1
amjbj1 · · ·

∑n

j=1
amjbjk







つまり、行列 AB の (i, j)-成分 (AB)ij は

(AB)ij = Ai1B1j + Ai2B2j + . . . + AinBnj

と計算する。

例 2.1

(

1 3 5

2 4 6

)







1 4

2 5

3 6






=

(

1 · 1 + 3 · 2 + 5 · 3 1 · 4 + 3 · 5 + 5 · 6

2 · 1 + 4 · 2 + 6 · 3 2 · 4 + 4 · 5 + 6 · 6

)

=

(

22 49

28 64

)

積の公式A, B：m× ` 行列、C：`×n 行列、D：k×m 行列とするとき 、

積 AC, BC, DA, DB と D(AC), (DA)C が定義でき て, AC, BC は m×n

行列、DA, DB は k × ` 行列、D(AC), (DA)C は k × n 行列となり、次

の 公式が成り立つ。

1. (A + B)C = AC + BC

2. D(A + B) = DA + DB

3. D(AC) = (DA)C

4. r(AC) = (rA)C r は実数。
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注意 2.1 AC が定義でき ても CA が定義でき るかどうかは分からない。

定義でき るには m = n が必要。また、CA が定義でき たとしても AC と

CA が等しいとは限らない。例えば、

A =

(

1 0

0 0

)

, C =

(

0 0

1 0

)

とすると、

AC =

(

0 0

0 0

)

, CA =

(

0 0

1 0

)

となり、確かに AC 6= CA となる。

行列の 積はかける順番が大事！

行列の 積について、次の 単位 行列は重要である

En =















1 0 0 · · · 0

0 1 0 ·

· · ·

· · 0

0 0 . . . 0 1















縦横の サイズはそれぞれ n である。成分で見ると

(En)ij =

{

1 i = j の とき

0 i 6= j の とき

となっている。m × n行列 A に対しては

EmA = AEn = A

が成り立っている。（実数の とき の 1 の 役割）

2.2 行列とベクトルの積：１次変換

n 次元ベクトルを行列と見れば、縦ベクトルと行列の 積、横ベクトル

と行列の 積も行列の 積の 定義に従って計算でき る
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例 2.2

(1, 2, 3)







−1 0

0 1

1 1






= (2, 5),







1 0 −1

0 1 1

1 −1 0













2

−1

1






=







1

0

3







横ベクトルに右から行列をかけると（積が定義されていれば）横ベク

トルができ る。

縦ベクトルに左から行列をかけると（積が定義されていれば）縦ベク

トルができ る。

行列の 積の 性質から、x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn) を n 次

元横ベクトルとすると n × ` 行列 A によって新しい `次元横ベクトル

xA, yA が得られ、

(x + y)A = xA + yA

が成り立つ。縦ベクトルに付いても同じ。

１次変換

xを n次元縦ベクトルとして、Aを m×n行列とするとき、y = Ax で

m 次元ベクトル y を定義すると、こ れを成分で書くと次の ようになる。

y1 = a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn

y2 = a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn

: = :

ym = am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn

A は x を y = Ax に写す１次変換の 行列という。

練習 2.1 1. A =

(

3 −2

−1 0

)

, B =

(

1 3

4 2

)

, C =

(

6 3 2

5 0 −2

)

の とき 、A − B, A + B, AB, BA, ABC を求めよ。

2. 正方行列 A の n 個の 積を An と表すとき 、次を示せ 。
(

2 1

0 2

)n

=

(

2n 2n−1n

0 2n

)

3. A =

(

cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)

に対し、An を計算せ よ。
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