
3 連立 1 次方程式

未知数 x1, x2, . . . , xn に関する方程式


















a11x1 + . . . + a1nxn = c1

a21x1 + . . . + a2nxn = c2

: = :

an1x1 + . . . + annxn = cn

を解く事を考える。

A =







a11 . . . a1n

: :

an1 . . . ann






, x =







x1

:

xn






, c =







c1

:

cn







と書くと上の 方程式は Ax = c と書ける。こ の こ とを使って与えられた

方程式を解く事を考える。行列 Aを上の 方程式の 係数行列という。また、

(A, c) はまた行列になるが、こ れを拡大係数行列という。

3.1 基本変形

連立 1 次方程式の基本変形

連立一次方程式










2x1 + x2 − 2x3 = 2

x1 + 2x2 − 3x3 = 1

3x1 + 2x2 + x3 = −1

を考える。こ れを行列を使って






2 1 −2

1 2 −3

3 2 1













x1

x2

x3






=







2

1

−1







とかき 、こ れを普通の 連立一次方程式を解く方法で変形する。まず、第 2

行を −2 倍したもの を第 1 行に加え、第 2 行を −3 倍したもの を第 3 行

に加えると






0 −3 4

1 2 −3

0 −4 10













x1

x2

x3






=







0

1

−4






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第 1 行と第 2 行を入れ換えておく。すると






1 2 −3

0 −3 4

0 −4 10













x1

x2

x3






=







1

0

−4







となる。次に第 2 行に −1/3 をかけて、






1 2 −3

0 1 −4/3

0 −4 10













x1

x2

x3






=







1

0

−4







第 2 行を 4 倍したもの を第 3 行に加えると






1 2 −3

0 1 −4/3

0 0 14/3













x1

x2

x3






=







1

0

−4







第 3 行を 3/14 倍して






1 2 −3

0 1 −4/3

0 0 1













x1

x2

x3






=







1

0

−6/7







こ れで x3 = −6/7 がわかったの で、こ れを第 2 行に代入して x2 を求め、

さらにこ れらを第 1 行に代入して x1 を求める事ができ るが、もう少し

変形を続けよう。

第 3 行を 4/3 倍して第 2 行に加え、第 3 行を 3 倍して第 1 行に加え

ると、






1 2 0

0 1 0

0 0 1













x1

x2

x3






=







−11/7

−8/7

−6/7







最後に第 2 行を −2 倍して第 1 行に加えて






1 0 0

0 1 0

0 0 1













x1

x2

x3






=







5/7

−8/7

−6/7







左辺は縦ベクトル






x1

x2

x3






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だから、 x1 = 5/7, x2 = −8/7, x3 = −6/7 である事が分かる。

こ の 計算方法を掃き出し法という。

行列の (行） 基本変形

上の 計算は方程式の 拡大係数行列に次の ような変形を行っている。（こ

の 変形は一般の m × n 行列に対して行う事ができ る操作である。）

(I) 1 つの 行を 0 でない定数倍する

(II) 1 つの 行の 定数倍を他の 行に加える

(III) 1 つの 行と他の 行を入れ替える

例 3.1 次の ように行基本変形を行う事ができ る。
(

2 1

1 −3

)

II
−→

(

0 7

1 −3

)

I
−→

(

0 1

1 −3

)

II
−→

(

0 1

1 0

)

III
−→

(

1 0

0 1

)

m× n 行列 A の 行基本変形は A の 左から特別な形の m 次正方行列を

かけて得る事ができ る。

例 3.2 (I の 変形操作）第 i 行を r 倍 (r 6= 0) する行列

A =







a11 . . . a1n

: :

am1 . . . amn






に対して

















1 0 . . . . . . 0
. . .

0 r 0
. . .

0 . . . . . . 0 1

















(第 i 行の 対角成分だけ rで、他の 対角成分は 1, 対角成分以外は 0 の 行

列)を左からかけると、 A の 第 i 行だけが r倍され、他は変わらない。

例 3.3 (II の 変形操作) i 6= j の とき 、 第 i 行を r 倍して 第 j 行に加え

る行列 (次の 例は i < j の とき 。i > j の とき は r が対角線の 上にくる)

A =







a11 . . . a1n

: :

am1 . . . amn






に対して



























i
^

j
^

1 0 . . . 0 . . . 0 . . . 0

0
. . . :

i) 0 1 0

:
. . . :

j) 0 r 1 0

:
. . . :

0 . . . . . . 0 1


























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(対角成分が 1 で , (j, i)-成分が r の 他はすべて 0 の 行列) を左からかける

と、A の 第 i 行の 成分が r 倍されて同じ列の A の 第 j 行の 成分に加え

られる。

例 3.4 (III の 変形操作) 第 i 行と第 j 行を入れ替える行列 (i < j の とき )

A =







a11 . . . a1n

: :

am1 . . . amn






に対して



























i
^

j
^

1 0 . . . 0 . . . 0 . . . 0

0
. . . :

i) 0 0 1 0

:
. . . :

j) 0 1 0 0

:
. . . :

0 . . . . . . 0 1



























(第 i 行と第 j を除いた対角成分が 1 で、第 i 行は (i, j)成分が 1, 第 j

行は (j, i) 成分が 1, 残りの 成分はすべて 0)を左からかけると A の 第 i

行と第 j 行が入れ替わる。

こ れらの 行基本変形 (I),(II), (III) に対応する行列を行基本行列とよぶ。
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