
7 行列式の計算

行列式の 計算には行列式の 性質をフルに利用して、でき るだけ簡単な

計算になるようにする。いくつかの 典型的な計算例を紹介しよう。

例 7.1 (1)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 0 . . . 0

a21 a22
.

.

. :

: : 0

an1 an2 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= a11a22 · · ·ann.

こ れは左辺を第 1 行で展開すると

左辺 = a11

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a22 0 . . . 0

a32 a33
.

.

.

.

.

.

: : 0

an2 an3 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

となり、帰納法が使える。

(2)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 . . . 0 a1n

: ·

·

:

0 an−1,2 . . . an−1,n

an1 an2 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (−1)n(n−1)/2an1an−1,2 · · ·a1n.

B が n 次正方行列なら |AB| = |A||B| なの で、B として

B =











0 . . . 0 1

: ·

·

:

0 1 . . . 0

1 0 . . . 0











をとると、

AB =











a1n 0 . . . 0

: ·

·

:

an−1,n . . . an−1,2 0

ann . . . an2 an1











となり、|B| の 値は n が偶数の とき (−1)n/2 で n が奇数の とき

(−1)(n−1)/2 となる。こ れは (−1)n(n−1)/2 と等しい。
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例 7.2 (Vandermonde の 行列式)
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1

a b c

a2 b2 c2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(第 2, 3 列からそれぞれ第 1 列を引く )

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0

a b − a c − a

a2 b2 − a2 c2 − a2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(第 1 列で展開)

=

∣

∣

∣

∣

∣

b − a c − a

b2 − a2 c2 − a2

∣

∣

∣

∣

∣

= (b − a)(c − a)

∣

∣

∣

∣

∣

1 1

b + a c + a

∣

∣

∣

∣

∣

= (b − a)(c − a)(c − b)

例 7.3 (巡回行列式)
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a b c

c a b

b c a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

( 第 1 行に第 2 行 と第 3 行を加える )

= (a + b + c)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1

c a b

b c a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

( 第 2, 3 列からそれぞれ第 1 列をひく )

= (a + b + c)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0

c a − c b − c

b c − b a − b

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (a + b + c){(a − b)(a − c) + (b − c)2}

= (a + b + c)(a2 + b2 + c2 − ab − bc − ca)

例 7.4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a −b −a b

b a −b −a

c −d c −d

d c d c

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(第 3 列に第 1 列を加え、第 4 列に第 2 列を加える)

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a −b 0 0

b a 0 0

c −d 2c −2d

d c 2d 2c

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

a −b

b a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2c −2d

2d 2c

∣

∣

∣

∣

∣

= 4(a2 + b2)(c2 + d2)
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例 7.5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 a12 a13 a14

−a12 0 a23 a24

−a13 −a23 0 a34

−a14 −a24 −a34 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

を計算する。

a12 = a13 = a14 = 0 の とき は第１行がすべて 0 なの で行列式の 値も

0 になる。したがってこ れらの どれかが 0 でない場合を考える。ど の 場

合も同じように計算すればいいの で、a12 6= 0 の とき を考える。こ の とき

は、第 3行に第 1 行 ×a23

a12
を加え、第 4 行に第 1 行 ×a24

a12
を加えると

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 a12 a13 a14

−a12 0 a23 a24

−a13 −a23 0 a34

−a14 −a24 −a34 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 a12 a13 a14

−a12 0 a23 a24

−a13 0 a23

a12
a13 a34 + a23

a12
a14

−a14 0 −a34 + a24

a12
a13

a24

a12
a14

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

第 2 列で展開

= a12

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a12 a23 a24

a13
a23

a12

a13 a34 + a23

a12

a14

a14 −a34 + a24

a12
a13

a24

a12
a14

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

第 2 行と第 3 行を

a−1
12 でくくり、前へ出す

= a−1
12

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a12 a23 a24

a12a13 a23a13 a12a34 + a23a14

a12a14 −a12a34 + a24a13 a24a14

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a−1
12 を 第 1 列にかける

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 a23 a24

a13 a23a13 a12a34 + a23a14

a14 −a12a34 + a24a13 a24a14

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

（第 1 列に a23 をかけたもの を

第 2 列から引き 、

第 1 列に a24 をかけたもの を

第 3 列から引く）

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0

a13 0 a12a34 + a23a14 − a13a24

a14 −a12a34 + a24a13 − a14a23 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (a12a34 + a14a23 − a13a24)
2
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練習 7.1 次の 行列式を計算せ よ。

(1)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 1 1 1

−1 2 1 1

−1 −1 2 1

−1 −1 −1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(2)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 −1 −1 1

1 1 −1 −1

1 −1 1 −1

1 1 1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(3)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1 1

1 2 3 4

1 3 4 5

1 4 5 6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣
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