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練習問題 1.9 ξ1, ξ2, . . . を独立同分布な確率変数列で、

P (ξ1 = 1) = P (ξ1 = −1) =
1

2

とする。こ の とき 、

Sn =

n
∑

i=1

ξi

とおくと、こ れは Fn = σ{ξ1, ξ2, . . . , ξn} に対して Fn-マルチンゲールにな

るこ とは例 1.5 で見た。

T = min{n ≥ 0 : Sn = 1}

とおくと、こ れは Fn-停止時刻であるが、任意の n ≥ 1 に対して

P (T ≥ n) > 0

であるこ とを証明せ よ。（つまり有界でない。）こ れが

1 = E[ST ] 6= E[S0] = 0

となり、上の 結果と違う理由である。

1.6 マルチ ンゲ ー ル変換と任意抽出定理再考

こ の 節の 内容は D. Williams著 Probability with martingales による。ギャ

ンブルを考えてみる。ゲームが続いているとき 、第 n 回目の ゲームが終わ

り、次にどう賭けるかをギャンブラーは決めなくてはいけない。使って良い

情報はこ れまでに起こ ったこ とに関する情報の 全体 Fn である。次の 回 n+1

回目の 賭け金 (steak) Cn+1 はこ うして Fn-可測つまり、確率過程としてみ

たとき Cn は {Fn}-可予測となる。Xn をギャンブラーが毎回 1 円づつ賭け

たとき の n 回目の ゲーム終了時の 所持金とすると、Cn で賭けたとき の 所持

金 Sn は

Sn = S0 +

n
∑

k=1

Ck(Xk − Xk−1)

となる。こ の 解析がこ の 節の 目的。

簡単の ため Cn は有界としておく。
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定理 1.19 ( マルチンゲール変換 )

Cn を有界な {Fn}-可予測な確率過程とし、Mn を {Fn}-マルチンゲール
とすると、

(C ◦ M)n =

n
∑

k=1

Ck(Mk − Mk−1)

は {Fn}-マルチンゲールになる。更に、Cn が 非負と仮定すると、Xn を

{Fn}-劣マルチンゲールの とき 、

(C ◦ X)n =

n
∑

k=1

Ck(Xk − Xk−1)

もまた {Fn}-劣マルチンゲールになる。(C ◦ M) や (C ◦ X) は C の M や

X による離散確率積分 とも呼ばれる。

証明

(C ◦ M) が {Fn}-マルチンゲールであるこ とだけ示す。(C ◦ X) について

も同じように証明でき る。(C ◦M) の 形から {Fn}-適合性は明らか。また C

が有界なの で、(C ◦M) の 可積分性も明らか。マルチンゲール性だけを示せ

ば良い。とこ ろが、C は {Fn}-可予測なの で、定数扱いができ る。つまり、
定理 1.8 により

E[(C ◦ M)n | Fn−1] = E[
n

∑

j=1

Ck(Mk − Mk−1) | Fn−1]

= E[Cn(Mn − Mn−1) | Fn−1] +

n−1
∑

j=1

Ck(Mk − Mk−1)

= CnE[Mn − Mn−1 | Fn−1] + (C ◦ M)n−1

= (C ◦ M)n−1

�

こ の 定理を用いると、停止過程に関するマルチンゲール性である系 1.18が

言える。任意抽出定理でもっとも良く使われるの がこ の 形。

系 1.18 の証明

Cn :=







1 T ≥ n の とき

0 T < n の とき
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とおくと、{T ≥ n} = {T > n − 1}c ∈ Fn−1 であることより、Cn は可予測で

あり、非負かつ有界。また、Xn を {Fn}-劣マルチンゲールとすると {T = m}
上では m ≤ n の とき

(C ◦ X)n =
n

∑

k=1

1{T≥k}(Xk − Xk−1) =
m

∑

k=1

(Xk − Xk−1) = Xm = XT

m > n の とき は

(C ◦ X)n =
n

∑

k=1

1{T≥k}(Xk − Xk−1) =
n

∑

k=1

(Xk − Xk−1) = Xn

したがって、(C ◦ X) は XT∧n となり、こ れが定理 1.19 から {Fn}-劣マル
チンゲールとなるこ とが分かる。 �

例 1.7 {ξn} を独立、同分布確率変数列で

P (ξ1 = 1) = P (ξ1 = −1) =
1

2

となるもの とする。r ∈ R に対して

erSn = er(ξ1+ξ2+...+ξn)

について考えると、

Fn = σ{ξ1, . . . , ξn}

の とき 、独立性により

E[erSn | Fn−1] = erSn−1E[erξn ] = erSn−1 cosh r

となる。そこ で、

Mn = (cosh r)−nerSn

とおくと、

E[Mn | Fn−1] = (cosh r)−nE[erSn | Fn−1] = (cosh r)−(n−1)erSn−1 = Mn−1

となり、Mn は {Fn}-マルチンゲールである。

T = min{n ≥ 0 : Sn = 1}
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とおくと、T は {Fn}-停止時刻であるの で、任意抽出定理により

MT∧n

は {Fn}-マルチンゲールとなる。特に、

E[MT∧n] = E[M0] = 1

となるの で、こ れから

E[(cosh r)−T∧nerST∧n ] = 1 (1.11)

となる。

ST∧n ≤ 1 より erST∧n ≤ er

であるから、被積分関数 (cosh r)−T∧nerST∧n は有界で、n → ∞ の とき

(cosh r)−T∧nerST∧n → (cosh r)−T 1{T<∞}e
r

となる。Lebesgue の 優収束定理により、こ の とき (1.11) から

E[(cosh r)−T 1{T<∞}] = e−r (1.12)

がわかる。こ れから r → 0 として

P (T < ∞) = 1

がわかる。したがって (1.12) にこ れを代入すると

E[(cosh r)−T ] = e−r

こ こ で、λ = cosh r ≥ 1 とおくと、e−r = λ −
√

λ2 − 1 となり、

E[λ−T ] = λ −
√

λ2 − 1 (1.13)

という式を得る。こ れで T の 分布が分かる。

練習問題 1.10 (1.13) 式右辺を λ−1 について Taylor展開するこ とにより T

の 分布つまり

P (T = n)

を求めよ。ただし、

E[λ−T ] =

∞
∑

n=0

λ−nP (T = n)

であるこ とに注意せ よ。


