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1.7 マルチ ンゲ ー ルの収束定理

こ の 節の 目標は

「非負マルチンゲールは収束する」

という事実をもう少し一般的に証明するこ とである。こ の 節では Williams

“Probability with martingales “ の 議論を紹介するため、優マルチンゲール

が主役になる。

上向き横断数 (upcrossing number)

{Fn}-適合な確率過程 {Xn} に対して、実数 a < b と自然数 N を任意に

与えたとき 、

UN (a, b) := Xn が 時刻 N までに区間 [a, b] を上向き に横切った回数

と定める。簡単に Xn の 上向き 横断数と呼ぼう。

定理 1.20 Xn が {Fn}-優マルチンゲールの とき 、UN (a, b) を Xn の 上向き

横断数とすると、

(b − a)E[UN (a, b)] ≤ E[(XN − a)−]

証明最初に、Fn-可予測過程 Cn を

Cn =



















1, ある k ≤ n − 1 に対し、Xk ≤ a かつ

Xj ≤ b が k ≤ j ≤ n − 1 で成立

0, それ以外

と定義する。（明らかに Cn は Fn−1-可測。）Cn ≥ 0 だから、マルチンゲー

ル変換 (C ◦X)n もまた定理 1.19 の 証明と同じようにしてFn−1-優マルチン

ゲールになっている。とこ ろで、Cn の 作り方から

(C ◦ X)N ≥ (b − a)UN − (XN − a)−

となる。両辺の 期待値をとると、(C ◦ X)n の 優マルチンゲール性から

E[(C ◦ X)N ] ≤ E(C ◦ X)0] = 0

だから、

(b − a)E[UN (a, b)] ≤ E[(XN − a)−]

がでてくる。 �
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系 1.21 {Xn} が {Fn}-優マルチンゲールで

sup
n

E[|Xn|] < ∞ (1.14)

ならば、U(a, b) = limN→∞ UN (a, b) は可積分で

(b − a)E[U(a, b)] < |a| + sup
n

E[|Xn|]

とくに、U(a, b) は確率 1 で有限。

証明 定理 1.20 と

(Xn − a)− ≤ |Xn| + |a|

であるこ とからわかる。 �

定理 1.22 (Doob の 収束定理)

{Xn} を {Fn}-優マルチンゲールとする。もし、

sup
n

E[|Xn|] < ∞

ならば、確率 1 で limn→∞ Xn が存在する。また、任意の n ≥ 0 で Xn ≥ 0

ならば limn→∞ Xn が存在する。

前半を証明しよう。系 1.21 により、任意の (a, b) に対して U(a, b) < ∞

である確率は１。そうすると確率１ですべての 有理数の 組 {p, q} (ただし

p < q) に対してXn は有限回しか上向き に横切らない。こ れが起こ るために

は Xn → ∞, Xn → −∞ または limn→∞ Xn が存在するしかない。なぜな

ら、もし、

lim inf
n→∞

Xn < lim sup
n→∞

Xn

ならば、こ の 間に有理数の 組 p < qをはさむこ とができ 、

U(p, q) = ∞

が起き るが、こ れは確率 0 でしか起こ らない。

limn→∞ Xn の 値として ±∞ を許せ ばこ の こ とは、確率１で

lim
n→∞

Xn := X∞



1.7. マルチンゲールの 収束定理 31

が存在するこ とを言っている。とこ ろが Fatou の 補題より、

E[|X∞|] ≤ lim inf
n→∞

E[|Xn|] ≤ sup
n

E[|Xn|] < ∞

より、X∞ は確率１で有限なこ とが分かる。

後半は系 1.21 より、

(b − a)E[UN (a, b)] ≤ E[(XN − a)−] ≤ |a| + E[(XN )−] = |a|

であるの で、やはり U(a, b) が確率１で有限なこ とが分かる。あとは前半と

同様。 �

注意 1.23 (1.14)式の 条件があれば、{Xn} が {Fn}-劣マルチンゲールの と

き も確率１で 有限な limn→∞ Xn が存在する。こ れは −Xn が {Fn}-優マル

チンゲールになるから明らか。

例 1.8 ( Kolmoforov の 大数の 法則)

{ξn}�0 を独立、同分布の 確率変数列とし、

E[X1] = 0, E[X2
1 ] = 1

とする。こ の とき 、確率１で

1

n
Sn =

1

n

n
∑

j=1

ξj

は 0 に収束する。

実際、Fn = σ{ξ1, ξ2, . . .} に対し

Mn =
n

∑

j=1

ξj

j

を考えると、

E[Mn+1 | Fn] = Mn +
1

n + 1
E[ξn+1] = Mn

となり、Mn は {Fn}-マルチンゲール。

E[|Mn|]
2 ≤ E[M2

n] =

n
∑

j=1

1

j2
<

∞
∑

j=1

1

j2
=

π2

6

32 第 1章 離散時間確率過程

より、条件 (1.14)が満たされているの で Doob の 収束定理からMn は確率 1

で有限な確率変数 M∞ に収束する。こ の とき 、（Kronecker の 補題により、）

1

n
Sn =

1

n

n
∑

j=1

j
ξj

j

=
1

n

n
∑

j=1

j(Mj − Mj−1)

= Mn −
1

n

n−1
∑

j=1

Mj

→ M∞ − M∞ = 0

となり、大数の 強法則が示された。


