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1.11 角谷の同値定理：無限直積空間上の直積測度

の同値性

X = {Xn} 独立な確率変数列で、各 Xn の 分布は

P (Xn ∈ A) =

∫

A

fn(x) dx

によって与えられているもの とする。fn(x) は至るとこ ろ正の 確率密度関数

とする。別に gn(x) を至るとこ ろ正の 確率密度関数とするとき 、

P (Zn ∈ A) =

∫

A

gn(x) dx

で与えられる独立な確率変数列 {Zn} を考える。

定義 1.12 X を空でない集合、B を X の 部分集合の 作るある σ-加法族と

する。µ と ν を可測空間 (X,B) 上の 二つの 確率測度とする時、µ が ν に対

して 絶対連続 であるとは、

ν(A) = 0 ならば µ(A) = 0

が任意の A ∈ B に対して成り立つ時に言う。また、こ の とき

µ 4 ν

と書く事にする。

µ 4 ν かつ ν 4 µ

の とき µ と ν は互いに絶対連続という。

任意の n ≥ 1 に対して R
n 上の Xn = (X1, . . . , Xn) の 分布 µn と Zn =

(Z1, . . . , Zn) の 分布 νn が互いに絶対連続である事を見よう。
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A1, . . . , An ∈ B(R) の とき 、

P (X1 ∈ A1, . . . , Xn ∈ An)

=

∫

A1

f1(x1) dx1 · · ·

∫

An

fn(xn) dxn

=

∫

Rn

n
∏

j=1

1Aj
(xj)fj(xj) dx1 · · · dxn

=

∫

Rn

n
∏

j=1

1Aj
(xj)hj(xj)gj(xj) dx1 · · · dxn

= E





n
∏

j=1

hj(Zj)1Aj
(Zj)





こ こ に、

hj(x) =
fj(x)

gj(x)
> 0

とかけるの で、一般の A ∈ B(Rn) についても、

P (Xn ∈ A) = E





n
∏

j=1

hj(Zj); Zn ∈ A





が成り立つ。独立性から

E





n
∏

j=1

hj(Zj)



 =
n

∏

j=1

E[hj(Zj)]

であり、

E[hj(Zj)] =

∫

∞

−∞

hj(x)gj(x) dx =

∫

∞

−∞

fj(x) dx = 1

なの で、
∏n

j=1
hj(Zj) は可積分である。したがって、A ∈ B(Rn) が

νn(A) = 0

をみたせ ば E[
∏n

j=1
hj(Zj); A] = 0 なの で、µn(A) = 0 がでる。逆は hj の

かわりに h−1

j を考えれば良い。したがって µn と νn は互いに絶対連続で

ある。
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問題は、たとえば、
Z1 + . . . + Zn

n
→ 0 が確率 1 で成り立つ時、 {Xn} 達

ではどうかと言うような問題を考えなくてはいけない時である。

こ れは、R
∞ 上の X の 分布 µ と Z の 分布 ν の 絶対連続性を問題にする

事である。

先程書いたように、A ∈ B(R∞) に対して形式的には

P (X ∈ A) = lim
n→∞

E[

n
∏

j=1

hj(Zj); A]

とかけるから、M(n) =
∏n

j=1
hj(Zj) とおくと、Fn = σ{Zj ; 1 ≤ j ≤ n} に

対して

E[M(n + 1) | Fn] = M(n)E[hn+1(Zn+1)] = M(n)

だから、M(n)は 非負の {Fn}-マルチンゲールなの で、M∞ = limn→∞ M(n)

が存在する。こ の とき 、

E[M∞] = 1

ならば、定理 1.32 により、M(n) は L1(Ω) で M∞ に収束するの で、A ∈

B(RN) ならば、

E[M∞; A] = lim
n→∞

E[M(n); A]

が成立。一方で、n ≥ N の とき

E[M(n); A] = P (πn
NXn ∈ A) = P (XN ∈ A)

ただし、πn
N : Rn → R

N は最初の N 個の 座標への 射影。こ れは n → ∞ と

して、

E[M∞; A] = P (XN ∈ A) = P (πNX ∈ A)

ただし、πN : R
∞ → R

N は、最初の N 個の 座標への 射影。N は任意なの

で、こ の 式は
∫

A

M∞(x)ν(dx) = µ(A)

が任意の A ∈ B(R∞) に対して成り立つ事を言っている。したがって、µ は

ν に対して絶対連続である。

定理 1.32 により、こ の こ とは

∞
∑

n=1

(1 − E(
√

hn(Zn))) < ∞
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と同値である。

E
[

√

hn(Zn)
]

=

∫

∞

−∞

√

fn(x)

gn(x)
gn(x) dx =

∫

∞

−∞

√

fn(x)gn(x) dx

であるの で、

∞
∑

n=1

(1−E(
√

hn(Zn))) =

∞
∑

n=1

∫

∞

−∞

(1−
√

fn(x)gn(x)) dx =
1

2

∞
∑

n=1

∫

∞

−∞

(

√

fn(x) −
√

gn(x)
)2

dx

となり、定理 1.32 より、E[M∞] = 1 と

∞
∑

n=1

∫

∞

−∞

(

√

fn(x) −
√

gn(x)
)2

dx < ∞

とが同値であるこ とがわかり、こ の とき 、µ は ν に対して絶対連続だが、fn

と gn の 役割を入れ換える事により、こ の とき 、µ と ν は互いに絶対連続な

事がわかる。また、絶対連続性があれば、たとえば、dµ = dµ
dν

dν とかけ、

∫

dµ

dν
dν = 1

だから、M∞(Z) = dµ
dν

(Z) とかけ、E[M∞] = 1 がでるの で、( M(n) =

E(M∞ | Fn)) こ の とき 、上の 議論から

∞
∑

n=1

∫

∞

−∞

(

√

fn(x) −
√

gn(x)
)2

dx < ∞

が出る。すなわち、こ の 不等式は µ と ν が互いに絶対連続な事 (Z と X の

分布が絶対連続な事)と同値である。(角谷の 同値定理)


