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10 連鎖公式

合成関数の 微分の 2 変数版を考える。

定理 10.1 (連鎖公式 ) D, E を R
2 の 領域として、x(u, v), y(u, v) は (u, v) ∈

D で u, v について偏微分可能とし、f(x, y) は E で全微分可能とする。さら

に、(u, v) ∈ D ならば (x(u, v), y(u, v)) ∈ E であるとすると、

H(u, v) = f(x(u, v), y(u, v))

は D で u, v について偏微分可能となり、次の 連鎖公式が成り立つ。

∂H

∂u
(u, v) =

∂f

∂x
(x, y)

∂x
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ただし、x = x(u, v), y = y(u, v) である。

上の 公式を形式的に H(u, v) = f(x(u, v), y(u, v)) に対して

Hu = fxxu + fyyu Hv = fxxv + fyyv

と書く事もでき る。どちらが覚えやすいかは人により違うが、とにかく、覚

えておいて欲しい。とくに、x = x(t), y = y(t) と x, y が一つの 変数の 関数に

なっていると x, y の t に関する微分は x′, y′ とかけて、

d

dt
f(x(t), y(t)) = fx(x(t), y(t))x′(t) + fy(x(t), y(t))y′(t)

という合成関数の 微分の 式として前にやったもの と同じになる。とにかく

H = f(x, y) の 微分には fx, fy の 両方が現れる事に注意しよう。証明は合成

関数の 微分公式の 証明と同じ。

証明

H(u + h, v) − H(u, v) (3)

= f(x(u + h, v), y(u + h, v)) − f(x(u, v), y(u, v))

= fx(x(u, v), y(u, v))(x(u + h, v) − x(u, v))

+ fy(x(u, v), y(u, v))(y(u + h, v) − y(u, v)) + ε

とかくと、f の 全微分可能性から h → 0 の とき
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であり、したがって
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右辺は h → 0 の とき 0 に近づく。(3) の 両辺を h で割って h → 0 とやると、
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となる。こ こ で、正式には上の ∂f
∂x

(x, y) や ∂f
∂y

(x, y) の 変数 x, y の とこ ろに

は x = x(u, v), y = y(u, v) が入る。つまり、
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と書くの が正しい。 �

例 10.1 (教科書 p.166, 例 5)

z = f(x, y) を C2 級として、 x = r cos θ, y = r sin θ の とき に次の 二つの

式を示す。
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まず、上の 式を示そう。連鎖公式を z = f(x(r, θ), y(r, θ)) として使う。

zr = fxxr + fyyr, zθ = fxxθ + fyyθ (4)

が連鎖公式から分かる。そこ で、 x = r cos θ, y = r sin θ なの で、

xr = cos θ, xθ = −r sin θ, yr = sin θ, yθ = r cos θ

となり、

z2
r = (fx cos θ + fy sin θ)2 = f2

x cos2 θ + 2fxfy cos θ sin θ + f2
y sin2 θ

z2
θ = (−fxr sin θ + fyr cos θ)2 = r2f2

x sin2 θ − 2r2fxfy sin θ cos θ + r2f2
y cos2 θ

したがって、

z2
r +

1

r2
z2

θ = f2
x + f2

y

fx = zx, fy = zy と書き 直せ ば求める式になる。

次に、下の 式を示そう。f が C2 級なの で、偏微分の 順序交換は自由であ

る。(4) をそれぞれ r, θ で偏微分して、

zrr = fxxx2
r + fxyxryr + fxxrr + fyxyrxr + fyyy

2
r + fyyrr

= fxx cos2 θ + 2fxy cos θ sin θ + fyy sin2 θ

zrθ = fxxxrxθ + fxy(xryθ + yrxθ) + fxxrθ + fyyyryθ + fyyrθ

= r
(

(−fxx + fyy) cos θ sin θ + fxy(cos2 θ − sin2 θ)
)

− fx sin θ + fy cos θ

zθθ = fxx(xθ)
2 + fxy(xryθ + xθyr)fxxθθ + fyy(yθ)

2 + fyyθθ

= r2
(

fxx sin2 θ − 2fxy cos θ sin θ + fyy cos2 θ
)

− r(fx cos θ + fy sin θ)
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となる。こ れより、

zrr +
1

r2
zθθ

= fxx cos2 θ + 2fxy cos θ sin θ + fyy sin2 θ + fxx sin2 θ

− 2fxy cos θ sin θ + fyy cos2 θ −
1

r
zr

= fxx + fyy −
1

r
zr

1

r
zr を移項すれば求める式が出る。

例 10.2 (教科書 p.167, 問 17)

r =
√

x2 + y2 + z2で、ϕ(r) は r の C2 級関数とする時、f(x, y, z) = ϕ(r)

に対して
∂2f

∂x2
+
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∂y2
+

∂2f
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を ϕ で表せ 。

解

fx = ϕ′(r)rx, fy = ϕ′(r)
y

r
, fz = ϕ′(r)

z

r

なの で、

fxx = ϕ′′(r)(rx)2 + ϕ′(r)rxx

fyy = ϕ′′(r)(ry)2 + ϕ′(r)ryy

fzz = ϕ′′(r)(rz)2 + ϕ′(r)rzz

また、r の 定義から r2 = x2 + y2 + z2 なの で、

rrx = x rx =
x

r
, rxx =

1

r
−

x2

r3
,

rry = y ry =
y

r
, ryy =

1

r
−

y2

r3
,

rrz = z rz =
z

r
, rzz =

1

r
−

z2

r3
,

となり、こ れを上の 式に代入すると

fxx + fyy + fzz = ϕ′′(r)
x2 + y2 + z2

r2
+ ϕ′(r)(

3

r
−

x2 + y2 + z2

r3
)

= ϕ′′(r) +
2

r
ϕ′(r)

38

練習 10.1 次の 関係式で決まる w について wt, ws を求めよ。

(1)w = x2y; x = st, y = s − t (2)w = x2
− y log x; x = s/t, y = s2t

(3)w = ex2
+y2

; x = s sin t, y = t sin s (4)w = log(x + y) − log(x − y); x = tes, y = est

39


