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定理 3.3 (i) {Xn}∞n=1 が独立な確率変数列で，期待値 0, 分散 σ2
n < ∞

とし，さらに
∞∑

n=1

σ2
n

n2
< ∞ (3.10)

となるならば，{Xn} に対して大数の強法則が成立する．

(ii) {Xn}∞n=1 が独立で同分布を持ち，可積分， EX1 = m とすると {Xn}
に対して大数の強法則が成立する．

補題 3.4 (Kronecker の補題) {an} を正の数列とし，An =
∑n

j=1 aj と置く．

n → ∞ のとき An → ∞ とする．数列 {xn} が

∞∑
j=1

xj

Aj
は収束する (3.11)

という条件を満たすならば，

lim
n→∞

x1 + x2 + . . .+ xn

An
= 0

となる．

補題 3.5 (Kolmogorov の不等式) n ≥ 1 とする．{Yj}nj=1 は独立な確率変

数で，

EYj = 0, E(Y 2
j ) < ∞, 1 ≤ j ≤ n

とする．この時，任意の λ > 0 と Sk = Y1 + Y2 + . . .+ Yk に対して

P

(
max

1≤k≤n
|Sk| ≥ λ

)
≤ ES2

n

λ2

定理 3.2の証明 (i)の証明：Kroneckerの補題により，確率 1で
∑

n≥1 Xn/n

が収束することを示せばよい．これを言うために，0 < γ < 1/2 を任意に取

り，部分列 {nk} を
nk+1∑

j=nk+1

j2

σ2
j

< 2−k

となるように定める．これは条件 (3.13) から
∑

n σ
2
n/n

2 が収束しているの

で可能．k ≥ 1 に対して Kolmogorov の不等式により，Yj =
Xnk+j

nk+j および
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n = nk+1 − nk, λ = 2−γk とおくと

P

(
max

1≤j≤nk+1−nk

|Y1 + . . .+ Yj | ≥ 2−γk

)
　

≤ 22γkE(Y 2
1 + . . .+ Y 2

nk+1−nk
)

= 22γk
nk+1∑

p=nk+1

σ2
p

p2
< 2−(1−2γ)k. (3.12)

最後の不等式は nk の決め方から得られる．γ < 1/2 だったので，(3.15) に

Yj の定義式を代入し， k について加えて

∞∑
k=1

P

(
max

1≤j≤nk+1−nk

|Xnk+1

nk + 1
+ . . .+

Xnk+j

nk + j
| ≥ 2−γk

)
< ∞. (3.13)

Borel-Cantelli の第一補題からこのとき

P

( ∞∩
K=1

∞∪
k=K

{ max
1≤j≤nk+1−nk

|Xnk+1

nk + 1
+ . . .+

Xnk + j

nk + j
| ≥ 2−γk}

)
= 0

つまり，この補集合の確率が 1 になる．これは確率 1 である K0 がとれて，

k ≥ K0 ならば常に

max
1≤j≤nk+1−nk

|Xnk+1

nk + 1
+ . . .+

Xnk+j

nk + j
| < 2−γk

となっているので，
∑

n Xn/n が確率 1 で収束することが分かる．

(ii) m = 0 としておいてよい．X̃n を

X̃n :=

{
Xn |Xn| ≤ n のとき

0 のとき

とおくと，E|X̃n| ≤ E|X1| < ∞ で，X̂n = X̃n −EX̃n と期待値を 0 にして
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おく．このとき

∞∑
n=1

E(X̂n)
2

n2
≤

∞∑
n=1

E(X̃n)
2

n2

≤
∞∑

n=1

n∑
j=1

j2

n2
P (j − 1 ≤ |X1| ≤ j) ∵同分布

=

∞∑
j=1

j2P (j − 1 ≤ |X1| ≤ j)

∞∑
n=j

1

n2

≤ C
∞∑
j=1

jP (j − 1 ≤ |X1| ≤ j) = CE|X1| < ∞

なので，(i) から確率 1 で

X̂1 + . . .+ X̂n

n
→ 0

ところで X1 が可積分で EX1 = 0 なので，

1

n

n∑
j=1

EX̃j =
1

n

n∑
j=1

(
EX1 − E(X11{|X1|≥j})

)
→ EX1 = 0

となり，上の二つの式から a.s. で

X̃1 + . . .+ X̃n

n
→ 0 (3.14)

が分かる．最後に，

∞∑
n=1

P (Xn ̸= X̃n) =
∞∑

n=1

P (|Xn| ≥ n)

=

∞∑
n=1

P (|X1| ≥ n) ≤ CE|X1| < ∞

なので，再び Borel-Cantelli の第一補題により a.s. である番号 N が見つか

り， n ≥ N ならば X̃n = Xn となり，(3.17) より

X1 + . . .+Xn

n
→ 0

�


