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練習問題解答例
http://www.math.kobe-u.ac.jp/HOME/higuchi/index.html

練習問題 3.2 X が正規分布 N(m,σ2) に従い，Y が正規分布 N(a, v2) に従

い，X と Y が独立ならば，X + Y の分布は正規分布 N(m+ a, σ2 + v2) と

なることを確かめよ．

練習問題 3.3 ポアソンの少数の法則を特性関数を用いて証明せよ。つまり、

npn → λ > 0 のとき、B(n, pn) → P (λ) が分布の収束の意味で成り立つこと

を証明せよ．

練習 3.2 の解答 X + Y の特性関数を計算する．独立性から

φX+Y (t) = E(eit(X+Y ))

= E(eitX)E(eitY )

= eitm−σ2t2

2 eita−
t2v2

2

= eit(m+a)− t2(σ2+v2)
2

最後の式は N(m+ a, σ2 + v2) の特性関数と一致．特性関数は分布と 1 対 1

に対応するからX + Y の分布は N(a+m,σ2 + v2)． �
練習 3.3 の解答 まず２項分布 B(n, pn) の特性関数を求める．

φB(n,pn)(t) = (1 + pn(e
it − 1))n

n → ∞, npn → λ のとき npn ≤ 2λ としてよい．（十分大きな n では正しい）

対数をとって

logφB(n,pn)(t) = n log(1 + pn(e
it − 1))

pn ≤ 2λ
n としてよいので，さらに n が十分大なら |pn(eit − 1)| ≤ 1

2 とできる

ので |z| < 1 のときの log(1 + z) のテイラー展開を z = pn(e
it − 1) として 2

次まで行うと

logφB(n,pn)(t) = n(pn(e
it − 1) +O(p2n)) = npn(e

it − 1) +O(1/n)

とかける．これより npn → λ だから

logφB(n,pn)(t) → λ(eit − 1)

つまり φB(n,pn)(t) → eλ(e
it−1) となり，B(n, pn) が分布の意味で P (λ) に近

づくことが分かる．

講評 皆さん大体できていましたが，(1+ 1
n )

n → e から複素数の a に対し

てどう (1 + a
n )

n → ea を言おうとするか，見ていたのですが，そこはスルー

している人が多かったですね．上のように log(1 + z) のテイラー展開を利用

するのが数学的には一番きっちりしています．正規分布の問題は皆さんよく

できていました．


