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1. 実数 a, bに対し, 正方行列

A =

 0 1 0
1 0 a
0 b 0


を考える. 次の問に答えよ.

(1) Aが相異なる 3つの実固有値をもつための, a, bについての条件を求めよ.

(2) (1)の条件が成り立つとする. このとき, Aのそれぞれの固有値と, それに対応する固有ベク
トルを 1つずつ求めよ.

(3) (1)の条件が成り立つとする. このとき, P TAP が対角行列となるような直交行列 P が存在
するためには, a, bがどのような条件をみたせばよいか. また, その条件が成り立つとき, そ
のような直交行列 P を 1つ求めよ. ただし, P T は P の転置を表す.

2. aを実数とする. 次のそれぞれの積分について, 積分が収束するための aの条件とそのときの積分
I の値を求めよ.

(1) I =

∫ ∞

−∞
e−ax2

dx

(2) I =

∫
D
(1− x− y)a dxdy, D =

{
(x, y)

∣∣∣x > 0, y > 0, x+ y < 1
}

3. 4次の正方行列Aは, 重複度 2の固有値 1と, 重複度 1の固有値 2, 重複度 1の固有値 3をもつとす
る. またベクトル (1, 0, 1, 0)T は固有値 1に対応する固有ベクトル, ベクトル (1, 1, 0, 1)T は固有値
2に対応する固有ベクトルであるとする. このとき, 次の問に答えよ. ただし, I は単位行列, ∗T は
∗の転置を表す.

(1) rankAを求めよ.

(2) dim Im(A− 2I)を求めよ.

(3) x = (0,−1, 1,−1)T とする. このとき, 正の整数 nに対して, Anxを求めよ.

(4) x = (0,−1, 1,−1)T とする. このとき, Ay = xとなる yを求めよ.

4. x > 0とする. 未知関数 y(x)に対する微分方程式

(∗) y′′(x) + y′(x) + b(x)y(x) = 0,

は y(x) =
1

x
を解に持つとする. このとき, 次の問に答えよ.

(1) 係数 b(x)を求めよ.

(2) 方程式 (∗)の解を y(x) = u(x)
1

x
とおくとき, u(x)の満たす微分方程式を求めよ.

(3) 方程式 (∗)の解 y(x)で, lim
x→+0

xy(x) = 1 かつ lim
x→∞

xy(x) = 0 となるものを求めよ.


