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Résumé

Dans cet article, on classifie les modules de plus haut poids unitaris-
ables sur la super-algebre de Virasoro N = 2 tordue.

1 Introduction

En 1984, les physiciens D. Friedan, Z. Qiu et S. Shenker ont énoncé une condi-
tion nécessaire d’unitarisabilité des modules de Verma sur l’algebre de Virasoro
[FQS1]. Tls ont fait la méme recherche pour les super-algebres de Virasoro N = 1
[FQS2] en 1985. En 1986, les physiciens W. Boucher, D. Friedan et A. Kent
[BFK] ont énoncé un théoréme analogue pour les super-algeébres de Virasoro
N = 2, incluant le cas du secteur tordu. Tous les travaux mentionés ci-dessus
sont sans démonstration.

R. Langlands [L] a démontré le théoreme énoncé par [FQS1] en 1988. Suivant
les idées de [L], F. Sauvageot a démontré celui de [FQS2] en 1989.

En 1986, les physiciens P. Goddard, A. Kent et D. Olive [GKO] ont construit
les séries minimales unitarisables pour ’algebre de Virasoro et les super-algebres
de Virasoro N = 1 via la construction de commutant. Grace a ce résultat, on
sait que les conditions présentées dans [FQS1] et [FQS2] sont aussi des conditions
suffisantes.

Le but de cet article est de démontrer le théoréme de [BFK] pour la super-
algebre de Virasoro N = 2 tordue. De plus, on démontre que la condition de
[BFK] est aussi suffisante. En fait, on construit les séries minimales unitarisables
de cette algebre en considérant la version tordue de [ZF].

Dans la section 2, on rappelle la définition de la super-algebre de Vira-
soro N = 2 tordue et du module de Verma. Ensuite, on classifie les anti-
involutions anti-linéaires de cette algebre. On rappelle aussi la définition d’une
certaine forme hermitienne sur les modules de Verma, et finalement, on formule
le théoreme principal de cet article. Dans la section 3, on construit les séries



minimales unitarisables explicitement. Apres avoir rappelé les résultats concer-
nant les formules de déterminants dans la section 4, on démontre le théoréme
principal dans la section 5.

L’auteur est soutenu partiellement par JSPS Grant in Aid for Scientific Re-
search. Une partie de cette recherche a été faite pendant mon séjour a KIAS,
Korea Institute for Advanced Study. Je tiens & remercier cet institut pour son
soutien et ses membres pour leur hospitalité. Je tiens & remercier aussi Y. Koga
pour des discussions utiles.

2 Le théoreme principal

Dans cette section, on rappelle les définitions de la super-algebre de Virasoro
N = 2 tordue et de modules de types de Verma. Apres la classification de ses
anti-involutions anti-linéaires, on énonce le théoréme principal de cet article.

2.1 La Super-Algebre de Virasoro N = 2 Tordue

Définition 2.1. La Super-Algebre de Virasoro N = 2 Tordue est la super-
algébre de Lie

2
s=PCL.o @ Ccl.o @ CG, acC
nez meL+7Z i=1 ke litZ
avec la parité
deg L,, = deg I,,, = degc =0, deg G}, =1,
avec les relations

1 )
[Lma Ln} == (m - n)Lm+n + E( 3 m)5m+n,067
m

Ly Gal = (5 =1) G
) . 1 1
[G:n, ng} = 251‘7ij+" —+ vV —1(m — n)gi,jImJ,-n “+ g <m2 — 4> 6i,j67n+n,067
1
[Ima In] = §m5m+n,oc,
L, Gi] = V=1 ei1G i,
j=1
[Ima Ln] =mlyin,

ou 0; 5 signifie le symbole de Kronecker et l'on a posé

(Em)lﬁl,JS?_ -1 0/



Remarque 2.1. On utilisera aussi les générateurs

—= X
V2 | 2V-1GE, meZ.

Ils satisfont les relations suivantes: Pour e,e’ € {+},

ot {G}n me 3 +1Z,

(L, GE] = (% - n) Gt
I, GE] = +GF

m4n»

Lign + § (m? = 1) OmgnoC m,n € 3 +17Z,
oG] = —»sla’l{LmHl + 2 (m? = 1) Sminoc} m,n €7, 1

—5&' (m —n)lpin, meZ, nes+7Z,

Le(m —n)lpin, me s+7Z, nel

La super-algebre g possede une décomposition triangulaire

g=9+DgoDg-,

ou l'on a posé

2
9= P cL.e P cL.e P ca,

tn€Zso tme—1+4Zso =1 k;€3i+Z>0
g0 :=CLo ® CG% @ Ce.

2.2 Formes Réelles

Dans cette sous-section, on classifie les anti-involutions anti-linéaires de g. En-
suite, on détermine les formes réelles qui admettent des modules unitarisables
non-triviaux. On se limitera des résultats a la description car les arguments
donnés dans [CP] se généralisent & ce cas sans difficulté.

Désignons la décomposition de go par rapport a la Z/2Z-graduation par

go = 03 ® gi.

La premiere proposition décrit la classification des sous-algebres de Cartan
de g:

Proposition 2.1. La sous-algébre gg est l'unique sous-algébre abélienne maxi-
male de g qui est ad-semi-simple et paire.

St= {z

Avec 'aide de Proposition 2.1, on peut montrer la proposition suivante:

Posons

|z —1} cC.



Proposition 2.2. Toute anti-involution anti-linéaire de g est de l'un des types
suivants:

1. Pour a e R* eto; € {£} (1 =1,2),

0% 00(Ln) =0a"L_p, 0F, . (I,)=01020"1_,, 6%, ,.(c)=c,

9;'_;61702 (Giz) = JianGin‘
2. Pour a € St et o; € {£} (i=1,2),
0~ (Lp) =—a"L,, 0, (I,) = 010901, 0O (c) = —c¢,

;01,02 Q301,02 ;01,02

0, G') =0/ —1a"GY.

a;01,02(

Gréce & la Proposition 2.1, il est naturel de considérer des (g, g3)-modules.
La proposition suivante détermine pour quelle anti-involution anti-linéaire li
existe des (g, g9)-modules unitarisables non-triviaux.

Proposition 2.3. Soit V un (g, g3)-module simple non-trivial.

1. 51V est unitarisable par rapport a une anti-involution anti-linéaire 0,
alors il existe a € Rsq tel que 6 = 0;‘§+7+,

2. Si 'V est unitarisable par rapport a 9;+7+ pour un « € Ry, alors V' est
aussi unitarisable par rapport a 6 = GIJ“JF.

Dongc, il suffit de considérer des (g, gg)—modules qui sont unitairisables pour
0I+7+. En particulier, on décrit 6 au lieu de 9I+7+ pour simplicité.

2.3 Modules de type de Verma

On présente les modules de type de Verma et on définit une forme sesqui-linéaire
contravariante par rapport a 6.
Posons

9> = g+ D go.

On définit les modules de Verma et de pré-Verma comme suit: Pour (z,h) €
C? = (g)*, soit C, , := C1,, le g§-module défini par

L0~1z,h = hlz,h, C~]—z,h = Z]-Z,hv deg 1z,h = (_)

On peut considérer
Wz7h = Indﬁ%@zﬁ

comme g>-module via

9+|Wz,h = {0}.
On pose
W, h# 312,
Von = h ) 7 214Z
Wz,h/CGO.lzﬁ h = ﬂ,&



considéré aussi comme g>-module. Le module de Verma M(z,h) et de pré-
Verma N(z, h) sont définis par

M(z,h) == Indg_ V., N(z,h) :==Indg W, .

1l est clair qu’il existe un epimorphisme N(z, h) = M (z, h).
On définit une forme contravariante sur les modules de pré-Verma comme
suit: Soit
m:U(g) = U(go)

la projection canonique par rapport a la décomposition

U(g) = U(go) ®{U(g)g+ +9-U(g)},

et soit ~ ~
0 U(go) - U(go)°

la projection canonique par rapport & la décomposition par la Z/2Z-graduation
Ul(go) = Ul(g0)° @ U(go)"-

La forme contravariante (-,-), sur le module de pré-Verma N(z,h) est
définie par

(X.(18 1), V(10 L))o = (20 m)(OCX)Y)) (2, ),
(X,Y € U(g)).

C’est une forme hermitienne. Cette forme n’est pas toujours bien-définie.
En fait, utilisant la contravariance

(Xo,w)on = (0,0(X)w).n (X €9, v,we N(z,h)),
pour X = Lg,cet v=w =1® 1., on obtient le lemme suivant.
Lemme 2.1. La forme (-,-), ) est bien-définie si et seulement si z,h € R.

Puisque le noyau du morphisme N(z,h) — M(z,h) est un sous-espace du
radical de (-, -}, », cette forme induit une forme contravariante sur M (z, h) qu’on
désigne par le méme symbole.

Dans cet article, on considérera seulement les modules de Verma M (z, h) et
de pré-Verma N (z, h) avec la condition (z,h) € R.

2.4 Le théoreme principal

Pour m € Ryo, 7 € Zg et s € 1 + 2Z>, on pose

2 1 1 7\ 2
Zm =3 (1 - m> ) hm:r,s = ﬂzm + Em <S - 2*) . (1)



Théoréme 2.1. Soit (z,h) € R2. Alors, le module de Verma Mz, h) muni
de la forme hermitienne (-,-), est unitarisable si et seulement si l'une des
conditions ci-dessous est satifaite:

1. 2>3 eth> 4z,

2. 1l existe des entiers m € Z~1 et r € Zxq tels que
1
Z=2m, h="hnpw1 0<r§§m.

Les modules simples de plus haut poids (z, h) satisfaisant la deuxiéme con-
dition de ce théoréeme sont appelés les séries minimales unitaires.

La condition nécessaire de ce théoreme a été énoncée par W. Boucher, D.
Friedan et A. Kent [BFK] sans démonstration. (Notons que la normalization
de charge centrale dans [BFK] est different d’ici, mais les resultats-méme sont
equivalents. ) Le but de cet article est aussi de donner une démonstration du
caractere suffisant de la condition.

3 Réalisation des Séries Minimales Unitaires

Dans cette section, on construit une représentation de la super-algebre de Vira-
soro N = 2 tordue sur des modules de plus haut poids simples et intégrables de
I’algebre de Lie affine sly. On en déduit que la deuxieme condition de Théoreme
2.1 est une condition suffisante.

3.1 Reéalisation Principale de ;[2 et les Operateurs de Sug-
awara

Soit a l’algebre de Lie de type sls et fixons une base standard {e, f, h} de a, i.e.,
une base qui satisfait

[h7e]:2e7 [h7f]:_2f7 [e7f]:h'
Posons ag := Ch et a3 := Ce® Cf. Soit (-,-) la forme bilinéaire invariante et
non-dégénérée de a normalisée par (h,h) = 2.
On désigne la réalisation principale (resp. homogene) de sly par @ (resp. @),
c’est-a-dire, @ et @ sont les algeébres de Lie
= ap ® C[sT?] @ a; ® sC[s™%] @ Cc @ CpY,
=a®C[tt']| @ Ccd Cd,

) a

avec les commutations
1
(X @™ Y ®s" = [X,Y]@s™" + 2 (X,Y)mbpnoc,
PV, X @™ :=mX ®s™,

[Cva] = {0}7



et

(X @t™Y @t"] = [X,Y]@t"T" + (X, Y)mbmin.0C,
[d, X ®t™] :=mX ® s™,
[C,a] = {O}’
respectivement. Un Isomorphisme entre @ et @ est donné par
eé§8%n+1 N e@)tm7
1
h®s?™ — het™— 56,,17007
fégs%n—l N fC@tm,

1
pY l—>2d—|—§h®1, c — c

Soit V' un glz—module de plus haut poids de charge centrale p € Zso et
considérons les séries génératrices d’opérateurs sur V:

P =5 Yot Hoste

n=1

1 1
JE(2) = 5 Z h®s"z " 14 3 Z(—e +f@s"z L
n=0 n=1

et

X(z):= Z ety "t
nez
pour X € {e, f,h}. Ici, n = i signifie la condition n € Z telle que n =i mod 2.
Pour une série d’opérateurs f(z) = > ., fn2" et un sous-ensemble I C R, on
pose
f2)r:= Z fn2".
nelNZ

En particulier, pour I; := R>g et I_ := Rp, on les désigne par f(z)4 et
f(2)—, respectivement. Pour deux séries d’opérateurs X (z) et Y (z), on définit
le produit ordonné par

SX(2)Y ()2 1= X(2)1Y () + Y(2)X (2)_.

Remarquons que pour chaqune des deux séries présentées ci-dessus, le produit
ordonné est bien-défini.



Rappelons que les opérateurs de Sugawara sont définis par

1 1
TPT = o 7+ — o o 7— —+ 2 0 - —2
(2)im gt {27 (8 + 2T (MR + 2% + e
= Z (Lp” — 3—20p5 Void> Z272m2,
mEZ
T () i {4 S el + on%
*2(p + 2) o o o o 20 o
= Z L?nomz—'rn—Q7
meZ
. , 3p PP .
ol le nombre ¢, est donné par ¢, := p—— Par définition, on peut facilement

voir que la relation entre ces deux opérateurs de Sugawara est donnée par

1 1
Z LPTp=2m=2 = p2hom 2y _ Zz_lh(ZQ) 16P* -2, (3)
meZ

3.2 Caracteres Spécialisés des ;[Tmodules intégrables

Selon une idée de V. Rittenberg et A. Schwimmer [RS], on calcule la spécialisation
principale de caracteres des g[g—modules intégrables et on les compare aux car-
acteres des séries minimales unitaires.

Fixons un entier positif p € Z~. Pour chaque I € Z>¢ tel que I < p, soit
Apr:i=(p—1)Ao+ 1A € f)* un poids dominant et entier ot A; (i = 0,1) sont
les poids fondamentaux de 5[2 Ici, h C 5[2 est la sous-algebre de Cartan. Soit
L(Apr) le sly-module simple de plus haut poids A, ; et posons

pr_ 1
Xp,I(T) = trL(Ap,I) <qLo 24Cp) ,

oll T et g sont liés par la relation ¢ = e2™V=17 (Im7 > 0).
D’apres la formule du caractéere de Weyl et Kac [K], on obtient la formule

—(rn+mn? m—r)nay—(—rn+mn?
Znez emnai (rn+ ) _ ZnGZ 6( Ynog —( + )o
oo~ o T )1 — )i — )

ch L(Ap’[) = €AP'I

ou l'on a posé
m:=p+2, ro=1+1.

Soit |Ap 1) € L(Ap 1) des vecteurs de plus haut poids non nuls. Par (3), on

obtient ( )2
or ~[(m—2r i . B z
LO '|AP71> - 16m + 24 3 <]‘ m |AP»I>'

Donc, par la spécialisation

_ 1 —
A NN qhm‘rvl’ e M — g2, e % —q,



on obtien la formule suivante
Z . qm[n—&-ﬁ@r—m)]z _ Z - qm[n—&-%m(%'-i-m)]z
[Tao(l—gm)(1 =g %)2 '

D’apres K. Iohara et Y. Koga [IK], pour le cas I # %p, 2xp,1(7) coincide
avec le caractere normalisé de L(zp, hmr1), €t pour le cas I = %p, Xp,1(T)
coincide avec le caractere normalisé de L(z,, h,,,. 1 m.1)- De plus, on a la symétrie
Xpp—1(T) = Xp,1(T).

Dans les sous-sections ci-dessous, on définit une structure de g-module sur

~

les sls-modules

Xp,1(T) =

Vo= L(Ap 1) ® L(App—1) 1+ 1p,
D, L(Ap,%p) I = %p'

3.3 Opération de la Super-Algebre de Virasoro N = 2 Tor-
due

En utilisant l’algebre Z de J. Lepowsky et R. L. Wilson [LW], on présente une
structure de g-module sur V, ;. C’est une version tordue de [ZF]. Tous les
opérateurs ici sont des opérateurs sur V,, ;. On suppose p € Z~o.

Par simplicité, notons

a(z) = Z anz "=

n=1

JO(2), o(z) == — Z %z_".

n=1

Alors, les coefficients de la série d’opérateurs

1 . Com— 1, . 1
TO(Z) = Z (L?n - 32(5m701d> z 2 2 = Zoa(z)Qo + @Z 27
meZ

engendrent 1’algebre de Virasoro de charge centrale 1. Pour A € C, posons
Va(2) == (22)7 7 exp(Ap(2)+) exp(Ap(2) ).

1
On peut montrer que le champ V) (z) est un champ conforme de dimension Z)\Q’

c’est-a-dire, qu’il satisfait la relation
0 L omt1 Lo -1
Ly, Va(2)] = 77 {0, + 1/\ (2m 4+ 1)27 " }Vy(2).

Suivant [LW], on pose

ba(2) = 274 (22)F exp <¥p25<0(2)+> JE(z) exp (i;w)) .



Alors, 14 (z) commutent avec a(w). De plus, on peut montrer que ¢ (z) et
_(w) satisfont le développement en produits d’opérateurs

P () ~ (= )5 (14 82T ) (2~ w)? + Oz —w)?
14
et la relation
(L s )] = L {0 4+ A (2 + D} s ().

—1
Ici, Ay := p est la dimension conforme de ¥4 (w),
p

~ —1
Cp::cp_1:2(§—’_2>

est la charge centrale de I'algebre de Virasoro

T,z =3 <L§’n _ 3125195,”,0) 222 TR () T ().

mEeEZ

~

L’automorphisme de Dynkin de sl; induit un automorphisme v € Ende(Vp,1).
Il est clair que v satisfait

voJz)=J%z)ov, volJt(z) = —J%(2) o

Sans perte de généralité, on supposera que les vecteurs |A, ) et |A, ,—1) satis-
font

v(I8p0) = App-1)s  v([App-1)) = Ap 1)

pour tout 0 < I < p. (Le cas I = $p est aussi valable par définition de L(Ay 1))
comme le quotient simple d’un module de Verma.)

On présente les séries de générateurs de g comme suit:

T(z) := Z (Lm - 31205,,170) z7Im=2,

mEZ
I(z) := E Lz 2™t
7n€%+Z
_ _3
GE(z) == g GEy72m=z,
mE%Z

Posons

10



Théoréme 3.1. 1. La super-algébre de Lie g opére sur V, 1 via

T(=) — T7(2),
1() — Bya(2),
G*(2) — o ()Vis, (v,

¢ ¢pidy, ;.
2. Pour cette opération, Vj, 1 est isomorphe au g-module simple de plus haut
poids (Zm, Pmir1)-

Notons que le deuxieme énoncé est un corollaire de la sous-section précédente.

3.4 Unitarisabilité du g-module V), ;
Soit w lanti-involution anti-linéaire de a définie par
w(e) = f, w(f) :=e, w(h) := h.
w se prolonge & l’anti-involution anti-linéaire @ de @ par
V(X ®@s") =wX)®s™", () :==¢, o(pY) == p".
Soit (-, ) la forme hermitienne contravariante par rapport a w satisfaisant

(Au,v) = Mu,v) AeC, u,veV,r,

(|Ap71>7 |Ap,1>) = (|Ap,p71>7 |Ap,p71> =1,
. 1

(lAp,I>7 ‘Ap,p—l>) =0 sil# §p7

(

zu,v) = (u,0(x).v) z€a, u,veV.

On sait que V, ; muni de la forme (-,-) est un 5A[2-module unitaire.
Pour X € Endc(V,, 1), désignons par X l'operateur conjugé hermitien de X
par rapport a (+,-). En particulier, on a

XT=3(X) (X eq), v =w.

D’apres la réalisation donnée par le Théoreme 3.1, on peut montrer les formules
suivantes:

(Lm)]L =L_m, (Im)T =1_m, (G:n)T = Gim? (C)T =c

C’est-a-dire, la conjugaison hermitienne coincide avec l'anti-involution anti-
linéaire 6 sur g C Endc(V, 7).

Proposition 3.1 (cf. [K]). Le g-module V, 1 est unitaire.

11



Soit (2, h) = (Zm, hm:r,1) un poids de g qui satisfait la deuxiéme condition de
Théoreme 2.1. Si m > 2, la Proposition 3.1 indique que le module M(z, h) est
unitarisable. Si m =2, on a (z,h) = (0,0) et dans ce cas, le quotient simple de
M(z,h) est un module trivial de dimension 1 qui est clairement unitaire. Par
consequent, on obtient le corollaire suivant du Théoreme 3.1 et de la Proposition
3.1:

Corollaire 3.1. Soit (z,h) € R? un poids de g qui satisfait la deuwieme condi-
tion de Théoréme 2.1. Alors, le module M(z,h) muni de la forme (-,-),  est
unitarisable.

4 Formule du Déterminant

Dans cette section, on décrit les formules du déterminant de la forme hermitienne
sur un module de Verma et sur son quotient. On utilisera ces formules pour
démontrer le Théoreme 2.1.

4.1 Module de Verma

Ici, on rappelle la formule du déterminant de (-, -) , ; et une partie de la démonstration
qui sera utilisée dans la section suivante.
Le module de Verma M (z,h) admet la décomposition en sous-espaces de
poids
M(z,h)= @ M(z,h)n,  M(z,h), = {ulLou = (h+n)u}.
ne %ZZO
Cette décomposition est compatible avec celle de la Z/2Z-graduation
M(z,h)" = @ M(z,h);, M(z,h);, = M(z,h), N M(2z,h)7,
nE%ZZU
ot M (z,h)7™ est le sous-espace de M (z, h) de parité 7 € Z/27. Par définition et
par la contravariance de la forme (-,-), 5, on a

<'7 '>|M(z,h);’n><1\/1(z,h); =0 si (07 m) # (T7 n)
Dong, il suffit de considérer la restriction
- 1
(o onim = o dzmlar ey xar(myr (T €Z/2Z, n € QZ>O> ‘

Puisque chaque sous-espace gradué de M (z, h) est de dimension finie d’apres
le théoreme de Poincaré-Birkhoff-Witt, on peut considérer le discriminant de la
forme (-, -)7 .., que nous notons par det(z,h)7,.

Soient {Pr(n)},c1z., C Z>o les nombres entiers défini par



Remarque 4.1. Par définition, Pr(0) = 1 et Pp(n) € 2Z~q pour tout n €
1

=Z~o.

2 >0

Rappelons la formule du determinant det(z, k)7, démontrée dans [IK]:
Théoréme 4.1. Supposons que n € %Z>0 et T € Z/2Z.
1. Sih#ﬁz, on a

1 3 Pr(n) Pr(neLrs)
T T(n—5rs
det(z,h)" = C, (h - 242) 11 {frs(z,h)} 3"s)
T1€L>0,5€—1427Z~¢
1<rs<2n

ot l’on a posé

1 1 1.1
frs(z,h) =2 <3z - 1) (h - 242) + Z[T(gz — 1)+ s)?,

et {Cr} C Rsq est un sous-ensemble dépendant d’un choiz de base.

i — L
2. Sih =352, 0na

1 1,
det(e, i) =C [ (B0,
r€l>0,5€—14+2Z~¢
1<rs<2n

ot l’on a posé

Fra®)i= 5 [rlgz -1+

et {C]} C Rsq est un sous-ensemble dépendant d’un choiz de base.

Remarquons qu’on a la relation

1
r,s\%y 54 :Frs 2-
Fro(s 572) = Frs(2)

En fait, pour démontrer le Théoréme 4.1, on doit montrer un peu plus que
Lemme 20 de [IK]. C’est ce que nous précisons ci-dessous.
Posons

1
T :={(i,e)li € §Z>0, €€ )21},

et définissons l’ordre total < sur Z par

(%v())<(5,1)%(1,())<(1,D<(g’())<.... (4)

Ensuite, pour n € %Z>o et 7 € Z/27Z, posons
k € Zi~o, (ij,ej) S

k . k
. . L il =M L € =T
Prim (ke s ine)) | G905 M 2o G
(5, €5) = (141, €541), )
(’Lj,Gj) # (Zj+17€j+1) if €; = 1

13



Alors, I’ensemble P parametere une base de Poincaré-Birkhoff-Witt de
Ulg—)",, :={x € U(g-)|degz =7, [Lo,z] = nz}.
En fait, si I'on pose

L_; sii€Zete=0,
I; siiei+Zete=0,
Gl, sii€ei4+Zete=1,

G?, siic€Zete=1,

—1

L(i,e) ‘=

pour (i,€) € Z, 'on a
U(g-)_, = @ Caiyen)  Tier)-
((irser)y - (i1,€1))EPT
Donc, on obtinet une base du module de Verma comme suit:

1. h# . Pour I = ((ix, k), -, (i1,€1)) € P} and § € {0,1}, posons

m](ls = Llig,er) x(i1751)(G8)5'(1 ® lg,h)'

Alors, _
B = {mf|6 € {0,1},1 € P; '}

forme une base de M(z, h)7.

2. h= 2. Pour I = ((i,€x), -, (i1,€1)) € Py, posons

M = L(4,,6,) " ;L‘(ihel).(l (29 12,h)‘

Alors,
Bl .= {my|l e P’}

forme une base de M(z, h)7.

Pour I = ((ig,€r), -, (i1,€1)) € PL, on pose

1 _
|]I| :k—ﬁ{]h] S §+Z et Ej :0}

Lemme 4.1. 1. Supposons que h # 21—42. Pour mﬂ‘s, mf]/ eB;, ona

(a) (md,m?), n = hUF(cd + 0(1)) avec une constante ¢ € Rxg.

’ 1 ’ X ’
(b) (mf,m3) 2 = o(hz IO simg £ g

2. Supposons que h = 21—42. Alors, pour myp,my € B], on a

(a) (my,my).n = b (cp +o(1)) avec une constante c; € Rsg.
(b) (my,my).n = o(hz(N+1EIDY simy # my.

Ici, o est un symbole de Landau par rapport a h — oo.
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4.2 Quotient du Module de Verma

Ici, on considere le cas ol le poids (z, h) peut étre écrit comme (2, k) = (Zm; Pmirg,s0)
pour un nombre réel positif m € Ry et des nombres entiers (1o, sg) € Zsg X

1
(1+2Z>). On suppose que h # iz et on pose ng := =rgSg. Excepté quelques

cas finis, on sait qu’un morphisme M (z,h+ng) — M (z, h) est injectif d’apres

le Théoreme 47 de [IK]. On désigne ce conoyau par M(z,h). La projection
canonique M (z,h) — M(z, h) induit la decomposition

M(z,h) = @ M(z,h)T,
(n,7)ELZL>0XZ/2Z

ot M(z,h), est I'image de M (z,h);,. Cette projection induit aussi une forme
hermitienne dont le discriminant est noté det(z, h)7.

Théoréme 4.2. Supposons que h # 2—142'. Pour n € %Z>0 tel que n > ng et
T € Zs, On a

det(z,h)" x det(z, h +ng)n

n—no

= 1 \z2Prm ) 1
- (h - 242) [T (fslen)yrears,

T€L>0,8€1+2Z>¢
1<rs<2n
(r,s)#(r0,50)

ot {C,} C R est un sous-ensemble dépendant d’un choiz de base.

5 Démonstration

Dans cette section, en analysant la formule du déterminant de la forme hermi-
tienne, on démontre le Théoréeme 2.1. On pose |vac) :=1® 19, ;..

5.1 Cas général et la premiere condition
Le premier lemme est

Lemme 5.1. Si la forme (-,-),n est positive semi-définie, alors on a
h>2s>0
2 5% 20

Démonstration. Pour n € Z~g, on a

1
(L_p|vac), L_n|vac)), n = 2n (h + ﬂ(nQ _ 1)2) > 0.

Considérons le cas n suffisament grand, on obtient z > 0. De plus, on a

1
(G%|vac), G3|vac)) . = h — 217 > 0.
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1
Remarquons que f, s(z, k) > 0 pour tous z > 3 et h > 217

1
Lemme 5.2. Supposons que z > 3 et h > ﬁz Alors, la forme (-,-),n est
positive semi-définie.
Démonstration. En fait, Lemme 4.1 implique que (-, ), 5 est positive pour z > 3

fixé et h suffisament grand et la signature de cette forme ne change pas dans le
domaine de ce lemme. O

Donc, dans le cas de z > 3, on a montré que la premiere condition du
Théoreme 2.1 est nécessaire et suffisante.
Dorénavant, on suppose que le poids (z, h) satisfait

1
0< 3 h——z2>0.
Sz <o, 51° =

En général, la forme (-,-), ) n'est pas positive semi-définie s’il existe n €
%Z>0 tel que det(z, k)7 < 0. Nous excluerons de tels cas par I'argument comme
suit:

Pour (z, h) fixé, on cherche (r,s) € Zso x (1+2Z>¢) telle que f,s(z,h) < 0 (ou
F,s(z,h) <0) et que frr o(z,h) >0 (ou F s (z,h) > 0) pour toute (1',s") €
Zso X (1 + 2Z>) satisfaisant r's’ < rs et (r',s’) # (r,s). Si une telle (r,s)
existe, on a det(z,h)7 < 0 par le Théoréme 4.1 et Remarque 4.1.

Ly,

5.2 Lecas h= iz

D’apres 'hypothese, il existe m € R>o tel que z = 2, ol z,, est défini dans

(1). Alors, on a
1 1 2
Fr,s Zm7ﬂ2m = 5 _ET+S .

Sim & 2Z~, alors la paire
1
(rys) = (— {—zm] ,1)

possede la propriété exprimée a la fin de § 5.1. Ici, [x] pour un nombre réel
z € R désigne la partie entiere de . Donc, on déduit le lemme suivant:

Lemme 5.3. Supposons que h = iz et qu’il existe m € Rx>o tel que z = zp,.

Si la forme (-,-), , est positive semi-définie, on a m € 2Z>g.

5.3 Lecas h > iz

1
Ici on suppose que h > —42 Alors, ils existe d’uniques nombres réels m € R>o
et M € R+ tels que

()

2= Zm, hm;M :

16



Sous cette correspondance, on pose

D(z,h) = {(r, s) € (R20)2 —%r—i— s

).

Cet ensemble possede la propriété: Pour (r,s) € Zso X (1 + 2Z>g),
(r,s) € D(z,h) <= frs(z,h) <0.

Supposons que m ¢ 2Z et que D(z, h)N{Z~o % (14+2Z>0)} = 0 pour (z,h) =
(Zm, him;nr) avec M > 0. Notons que D(zp,, ) N {Zso X (1 4+ 2Z>0)} = 0
pour tout 0 < M’ < M.

smM

Dans ce cas, on a det(z,h)? # 0 pour tous n € %Z>0 et 7 € Z/2Z. Mais la
forme (-,-). 5 ne peut pas étre positive. En effet, la forme (-,-), , sur M(z, h)

tend vers la forme (-, ), 1 sur N(z, - 2) en passant & la limite h — ;2 et le
module N(z, 5372) n'est pas unitarisable par Lemme 5.3.
Pour le cas m € 2Zq, on a (3m,1) € D(z,h).

Dongc, il suffit de considérer le cas
D(z,h) N{Zso x (14 2Zz0)} # 0,

et on le suppose dans la discussion ci-dessous.
Posons

r(z, h) := min{r|(r, s)

(2,h) N{Z>0 x (L+2Z>0)}},
s(z,h) ;= min{s|(r,s) z

(z,h) N{Zxo x (14 2Z>0)}}.

On peut voir que P(z,h) := (r(z,h),s(z,h)) € D(z,h).

eD
eD

Lemme 5.4. Si P(z,h) € D(z,h) (I'intérieur de D(z,h)), la forme (-,-),p
n’est pas positive semi-définie.

Démonstration. Grace a la convexité de D(z,h), il n’y a qu'un point (r,s) €
D(z,h) N{Zso x (1 +2Z>¢)} avec la condition rs = r(z, h)s(z, k). Donc, on a

det(z,h)%r(z’h)s(z’h) < 0. O
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Donc, il suffit de considérer le cas P(z, h) € dD(z, h) (la frontiere de D(z, h)).

Dans ce cas, on a ’expression

h=—z+—m (—ir(zg h) + s(z, h))2 .

On considere deux cas:
Cas A P(z,h) € la(m) :={(r,s) e R*| — Zr + s = M},
Cas B P(z,h) € lg(m):={(r,s) e R*| - Zr + s = —M}.

Remarquons que P(z,h) ne peut pas étre situé dans les autres frontieres de
D(z,h).

Lemme 5.5. Posons P(z,h) = (ro, o) € 0D(z,h). On ary > so.

Démonstration. Supposons qu’on aie rg < Sg. Puisque m > 2, le seul cas
possible est le Cas A, mais M > so — 19 > 1, ce qui implique (rg,sg — 2) €
D(z,h). Contradiction. O

Pour le cas m € Z, on obtient

Lemme 5.6. Supposons que m € Zxy. Si P(z,h) est un point de 0D(z,h), on
ar(zh) < $m ets(z,h)=1.

Démonstration. Posons r := r(z,h) et s := s(z,h). Supposons que s > 1.

Cas A Puisque (r,5—2) € D(z, h), on déduit que —2r+(s—2) = M -2 < —M,
c’est-a-dire, M < 1. Par contre, Péquation —2(r —m) + (s —2) = M
2 _

implique r < m, c’est-a-dire, =2 < —=r < 0, et on déduit que

f%r +s > —%r + 3 > 1 d’apres 'hypothese. Contradiction.

Cas B Egalement, on obtient r < m. Par contre, on déduit que %r =s+M >

s qui implique r > %sm > %m d’apres I'hypothese. Contradiction.
Donc, on a vu que s = 1. On va montrer que r < %m.
Cas A La positivité de M implique r < %m.

Cas B Par l'inégalité r = 2m(M + 1) > im > 1, on doit avoir (r — 1,1) ¢
D(z,h), C’est-d-dire, —2(r —1)+ 1= 2 — M > M, et cette inégalité est
equivalent a mM < 1. En revanche, mM = 2r — m € Z et 'hypothese

M > 0 implique mM € Z~q. Contradiction.
O

Donc, dans le reste de cet article, il suffit de montrer que le module M (z, h)
ne peut pas étre unitarisable sous la condition m € Rsg \ Z. Dans la suite, on
suppose que m € R>5 n’est pas un nombre entier.

Lemme 5.7. Posons (rg, Sg) := P(z,h).
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2
1. Dans le Cas A, le domaine possible de m est ro <m <

pour
S0 50 —
so > 1 et m > 2rg pour so = 1.
2rg —1 27
2. Dans le Cas B, le domaine possible de m est 0 <m< —.
50 50
Démonstration. Dans le Cas A, il est nécessaire d’avoir I'inégalité M = f%roJr

27‘0

~2. Puisqu'on a (ro,s0 —2) € D(z,h) pour so > 1,
on obtient —%ro +(so—2) =M —2 < —M, cest-a-dire, M < 1 qui implique

m < % Dans le Cas B, il est nécessaire d’avoir l'inégalité 7%7’0 + 59 =

so > 0 qui implique m >

—M < 0 qui implique m < 23% Puisqu’on a (ro — 1, s0) € D(z,h), on obtient

f%(ro —1)4+s=-M+ % > M, c’est-a-dire, mM < 1 qui implique m >

27"0—1 D
so

Sous I’hypothése d’unitarisabilité de M (z, h), on a la restriction suivante sur
S0-

Lemme 5.8. Si M(z,h) est unitarisable, on a so = 1.

Démonstration. Supposons que so > 1 et M(z, h) est unitarisable pour un cer-
tain m’ € R>o. Alors, les nombres entiers ry et so sont premiers entre eux.
En effet, sinon, il existe N € Zsq et (r1,51) € Zso x (1 + 2Z>¢) tels que
(ro,s0) = N(r1,51), et on a (r1,s1) € D(z,h) ce qui ne se peut.

Pour le Cas A, le Lemme 5.7 implque 25%0 <m < 3(2)%01 D’apres I’hypothese,
on a
- 1 27’0 /
det(z,h);, >0 Vn< 57050, o <Vm <m/'. (6)

Considérons la limite m — mg := 25% Le poids (z, h) tend vers (2, 57 2m,) Par
cette limite. En particulier, on a r(zp,,) = [%} + 1 et s(zm,) = 1. Puisqu’on
a (rg,s0) = 1, l'hypothese sop > 1 implique det(zm,, izmo)T < 0. Par

27(2mg)
contre, la méme hypothese implique

1 1 70 1
ir(zmo) =3 (LJ + 1) < 57“080

: : . 2rg—1 2
ce qui contredit (6). Pour le Cas B, le Lemme 5.7 implque =2— < m/ < SLOO

La démonstration est analogue au Cas A en passant a la limite m — mg. O

Donc, on suppose que P(z,h) = (rg,1) € 0D(z,h). Dans ce cas, le Lemme
5.7 implique m > 2rg — 1. Supposons que M (z, h) est unitarisable pour certain
mo € Ruopg—1 \ Z.

Si 2rg — 1 < mg < 2rg + 1, il est facile de voir que det(z, h)Tl(erl) < 0 grace a
2

Théoreme 4.2. Si mg > 2rg + 1, il est facile de voir que det(z, h)z( <0
2

[mol+1)
grace au Théoreme 4.2. Contradiction.
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