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この講義について

内容：以下に沿って，Lebesgue積分の基本事項を解説する：
第1章 Riemann積分の復習
第2章 抽象的測度空間上でのLebesgue積分
第3章 Lebesgue測度の構成
第4章 Lebesgue空間
第5章 符号付き測度

参考書：伊藤清三「ルベーグ積分入門」（裳華房）
谷島賢二「ルベーグ積分と関数解析」（朝倉書店）

第1章 Riemann積分の復習

§ 1.1 Riemann積分の定義

• 区間 [a, b] ⊂ Rに対し，両端点を含む相異なる有限個の点の集合

Δ = {x0, . . . , xn}; a = x0 < x1 < · · · < xn = b,

を [a, b]の分割と呼ぶ．各点xjを分割Δの分点と呼ぶことにする．

• 分割の幅 |Δ|を
|Δ| = max

j=1,...,n
(xj − xj−1)

で定義する．

• 分割の各小区間の任意の1点ξj ∈ [xj−1, xj]をその小区間の代表点と呼
び，代表点の集合ξ = {ξ1, . . . , ξn}を代表点列と呼ぶことにする．
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関数f : [a, b] → Rおよび分割Δとその代表点列ξに対し，和

I(f ;Δ, ξ) =
n∑

j=1

f(ξj)(xj − xj−1)

をRiemann和と呼ぶ．

定義.関数f : [a, b] → RがRiemann可積分（積分可能）であるとは，あ
るI ∈ Rが存在して，任意のε > 0に対しあるδ > 0をとれば

|Δ| < δかつξはΔの代表点列 ⇒ |I − I(f ;Δ, ξ)| < ε,

とできることである．このとき

I = I(f) =
∫ b

a
f(x) dx = lim

|Δ|→0
I(f ;Δ, ξ)

と書く．

問 f : [a, b] → RがRiemann可積分であれば，fは有界であることを示せ．
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§ 1.2 下積分・上積分

有界関数f : [a, b] → Rと分割Δに対し，

s(f ;Δ) =
n∑

j=1

[
inf

ξj∈[xj−1,xj]
f(ξj)

]
(xj − xj−1),

S(f ;Δ) =
n∑

j=1

[
sup

ξj∈[xj−1,xj]
f(ξj)

]
(xj − xj−1)

をそれぞれ不足和，過剰和と呼ぶ．明らかに

−∞ <

[
inf

x∈[a,b]
f(x)

]
(b − a) ≤ s(f ;Δ) ≤ I(f ;Δ, ξ)

≤ S(f ;Δ) ≤
[

sup
x∈[a,b]

f(x)
]
(b − a) < ∞

(♠)

が成り立つ．
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命題 1.1.有界関数f : [a, b] → Rに対し，

s(f) := sup
Δ

s(f ;Δ) < ∞, S(f) := inf
Δ

S(f ;Δ) > −∞

が存在する．さらにs(f) ≤ S(f)が成り立つ．

※ s(f), S(f)をそれぞれfの下積分，上積分と呼ぶ．

Δ,Δ′を [a, b]の分割とする．

• Δの任意の分点がΔ′の分点であるとき，Δ′はΔの細分であるといい，
Δ ⊂ Δ′ と書くことにする．

• ΔとΔ′のすべての分点を合わせて得られる新たな分割を，ΔとΔ′の
合併と呼び，Δ ∪ Δ′で表すことにする．

このとき，次が成り立つことは明らかである：

Δ ⊂ Δ ∪ Δ′, Δ′ ⊂ Δ ∪ Δ′.
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補題 1.2.有界関数f : [a, b] → Rと分割Δ,Δ′に対し，Δ ⊂ Δ′ならば

s(f ;Δ) ≤ s(f ;Δ′) ≤ S(f ;Δ′) ≤ S(f ;Δ)

が成り立つ．

証明. 省略する．（問とする）

命題 1.1の証明. 上限，下限の存在は(♠)と実数の連続性から分かる．任意
の分割Δ,Δ′に対し，補題 1.2より

s(f ;Δ) ≤ s(f ;Δ ∪ Δ′) ≤ S(f ;Δ ∪ Δ′) ≤ S(f ;Δ′)

なので，特に

s(f ;Δ) ≤ S(f ;Δ′)

である．左辺の上限，右辺の下限をとってs(f) ≤ S(f)を得る．
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§ 1.3 Darbouxの定理

定理 1.3 (Darbouxの定理).有界関数f : [a, b] → Rに対し，

s(f) = lim
|Δ|→0

s(f ;Δ), S(f) = lim
|Δ|→0

S(f ;Δ)

が成り立つ．すなわち，任意のε > 0に対しあるδ > 0が存在して，|Δ| < δ

を満たす任意の分割Δに対して

0 ≤ s(f) − s(f ;Δ) < ε, 0 ≤ S(f ;Δ) − S(f) < ε

が成り立つ．

※ この定理により下限・上限操作と極限操作が関係づけられる．下限・上
限は，その存在が実数の連続性によりすぐに保証されるため，理論的には使
いやすいが，直感的な意味はやや捉えづらい．一方，極限操作は直感的には
分かりやすいが，その存在を直接的に示すことは少し難しい．
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証明. 下積分のみ示す．任意のε > 0に対し，ある分割Δ0を

s(f) − ε < s(f ;Δ0) (♥)

ととる．Δ0の分点の個数を(n0+2)とする．任意の分割ΔとΔ0∪Δを比
較すると分点が追加される区間は高々n0個しかない．このことに注意すると

s(f ;Δ0) − s(f ;Δ) ≤ s(f ;Δ0 ∪ Δ) − s(f ;Δ)

≤ 2n0

(
sup

x∈[a,b]
|f(x)|

)
|Δ|

なので，|Δ|を十分小さくとることで，
s(f ;Δ0) − s(f ;Δ) < ε (♣)

とできる．したがって，(♥)と(♣)より，|Δ|が十分小さければ
s(f) − 2ε < s(f ;Δ) ≤ sup

Δ
s(f ;Δ) = s(f)

となる．よって主張が示された．
9

定理 1.4.有界関数f : [a, b] → Rに対し，以下の条件は互いに同値である：

1. fは [a, b]上でRiemann積分可能である；

2. |Δk| → 0を満たす任意の分割の列Δkとその任意の代表点列の列 ξ(k)

に対して，I(f ;Δk, ξ(k))はk → ∞で収束する；

3. |Δk| → 0となる任意の分割の列Δkに対しS(f ;Δk)−s(f ;Δk) → 0；

4. ε > 0に対して，ある分割Δが存在してS(f ;Δ) − s(f ;Δ) < ε；

5. s(f) = S(f)．

※ 1.と5.の同値性が特に重要であり，他はそうでもない（と思う）．この
同値性に基づいて，Riemann可積分性を5.で定義する流儀もよくある．
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証明. (1. ⇒ 2.) 自明である．

(2. ⇒ 3.) 2を仮定する．まず極限値

I := lim
k→∞

I(f ;Δk, ξ(k))

はΔk, ξ(k)の取り方に依存しないことに注意する．実際，条件を満たす2組
のΔk, ξ(k)とΔ′

k, ξ′(k)をとると，それらを交互にならべてできるΔ′′
k, ξ′′(k)

も条件を満たしており，さらにそれはΔk, ξ(k)とΔ′
k, ξ′(k)を部分列として

含むので，結局

lim
k→∞

I(f ;Δk, ξ(k)) = lim
k→∞

I(f ;Δ′′
k, ξ′′(k)) = lim

k→∞
I(f ;Δ′

k, ξ′(k))

となる．
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さて，|Δk| → 0を満たす任意の分割の列Δkに対し，

S(f ;Δk) − s(f ;Δk) → 0

となることを示そう．任意のε > 0に対し，ξ(k), ξ′(k)を

s(f ;Δk) + ε > I(f ;Δk, ξ(k)), S(f ;Δk) − ε < I(f ;Δk, ξ′(k))
のように選ぶ．ここでKを十分大きくとれば，任意のk > Kに対して

s(f ;Δk) + ε > I − ε, S(f ;Δk) − ε < I + ε

となる．これらを合わせると，任意のk > Kに対して

S(f ;Δk) − s(f ;Δk) < 4ε

となることが分かり，これは3.が成り立つことを意味する．

(3. ⇒ 4. ⇒ 5.) 自明である．

(5. ⇒ 1.) 不等式(♠)とDarbouxの定理による．
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系 1.5.任意の連続関数f : [a, b] → RはRiemann可積分である．

証明. 条件よりfは [a, b]上で有界である．よって，定理 1.4の4.を確かめ
ればよい．まず，[a, b]の任意の分割Δ = {x0, . . . , xn}に対して

S(f ;Δ) − s(f ;Δ) ≤ (b − a) max
j=1,...,n

sup
ξ,η∈[xj−1,xj]

∣∣∣f(ξ) − f(η)
∣∣∣

である．ここで，fが [a, b]上で一様連続であることに注意すると，任意の
ε > 0に対し，|Δ|を十分小さくとって

sup
ξ,η∈[xj−1,xj]

∣∣∣f(ξ) − f(η)
∣∣∣ < ε/(b − a)

とできる．よって定理 1.4の4.が確かめられた．
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第2章 抽象的測度空間上でのLebesgue積分

§ 2.1 約束

本講義では，±∞を含めた拡張された実数，拡張された複素数をそれぞれ
R = [−∞,∞] = R ∪ {±∞}, C = R + iR

で表す．四則演算をRに以下のように拡張する：任意のa ∈ Rに対して

a ±∞ = ±∞ + a = ±∞, ±∞±∞ = ±∞, a/(±∞) = 0

とし，またa ∈ (0,∞]に対し

(±a)(±∞) = (±∞)(±a) = ∞, (±a)(∓∞) = (∓∞)(±a) = −∞
と定める．さらに（便宜上の理由から）

0 · ∞ = ∞ · 0 = 0

とする．ただし，±∞∓∞, ∞/∞は考えないものとする．Cでの四則演算
についても同様とする．また，Rに自然な大小関係を導入する．

以下，本講義では，Xは空ではない抽象集合とする．
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§ 2.2 可測空間

定義. Xの部分集合の族B ⊂ P(X) = 2Xが

1. ∅ ∈ B（※ このことから特にB �= ∅である），
2. 任意のE ∈ Bに対し，Ec ∈ B，
3. 任意のEj ∈ B, j = 1,2, . . . , に対し，⋃∞j=1 Ej ∈ B，

を満たすとき，BをX上の完全加法族（可算加法族，σ集合族，σ集合代数，
σ代数，σ集合体）と呼ぶ．Bの元を可測集合，組(X,B)を可測空間と呼ぶ．

例 Bmin = {∅, X}，Bmax = P(X)はX上の完全加法族であり，包含関
係に関して，それぞれ最小，最大である．すなわち，X上の任意の完全加法
族Bに対して，Bmin ⊂ B ⊂ Bmaxが成り立つ．
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命題 2.1. B ⊂ P(X)を完全加法族とする．このとき，以下が成り立つ．

1. X ∈ B;

2. 任意のE, F ∈ Bに対し，E \ F ∈ B;

3. 任意のEj ∈ B, j = 1,2, . . . , に対し，⋂∞j=1 Ej ∈ B.

証明. X = ∅cにより1.がわかる．2.，3.も

E \ F = E ∩ (Fc) = (Ec ∪ F )c,
∞⋂

j=1

Ej =
( ∞⋃

j=1

Ec
j

)c

と書き換えられることを用いればよい．

※ 完全加法族は「高々可算回の集合演算について閉じた族」と言える．
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命題 2.2.任意のA ⊂ P(X)に対し，Aを含む最小の完全加法族σ(A)が存
在する．すなわちAを含むある完全加法族σ(A)が存在して，Aを含む任意
の完全加法族Bに対してσ(A) ⊂ Bが成り立つ．特にσ(A)は一意的である．

証明. 求めるσ(A)は

σ(A) =
⋂

B(A);

B(A) =
{
B ⊂ P(X); BはX上の完全加法族でA ⊂ B

}
として構成される．これを確かめる．ここで共通部分⋂B(A)とは，

E ∈ ⋂B(A)
def⇐⇒ ∀B ∈ B(A) E ∈ B

で定義される集合族であり，⋂
B(A) =

⋂{B; B ∈ B(A)
}

=
⋂

B∈B(A)

B

などとも表される．
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まず，P(X) ∈ B(A)なのでB(A) �= ∅であることに注意しておく．

σ(A)が完全加法族であることを確かめる．まず，

∀B ∈ B(A) ∅ ∈ B
なので，共通部分の定義より∅ ∈ σ(A)である．次に，E ∈ σ(A)とすると，

∀B ∈ B(A) E ∈ B ∴ ∀B ∈ B(A) Ec ∈ B
なので，Ec ∈ σ(A)を得る．可算和についても同様なので，証明を省略する．

最小性はその構成から明らかである．一意性は最小性から従う．

例 Xが位相空間のとき，その開集合族Oを含む最小の完全加法族σ(O)を
XのBorel集合族と呼び，B(X)で表す．B(X)の元をBorel集合と呼ぶ．
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§ 2.3 測度空間

定義. (X,B)を可測空間とする．関数μ : B → [0,∞]が

1. μ(∅) = 0，

2. 任意の互いに素なEj ∈ B, j = 1,2, . . . , に対し，

μ

( ∞∑
j=1

Ej

)
=

∞∑
j=1

μ(Ej) （完全加法性）,

を満たすとき，μを(X,B)上の測度と呼ぶ．組(X,B, μ)を測度空間と呼ぶ．

※ 任意の j �= kに対しEj ∩ Ek = ∅が成り立つとき，Ej, j = 1,2, . . . ,

は互いに素であるという．このとき，⋃∞n=1 Ej =
∑∞

n=1 Ejとも書く．

※ Xが位相空間のとき，(X,B(X))上の測度をBorel測度と呼ぶ．
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例 2.3 (数え上げ測度). (Z,P(Z))上の数え上げ測度#を

#E =
∑
j∈E

1 = (Eの元の個数) for E ∈ P(Z),

により定めると，(Z,P(Z),#)は測度空間となる．

例 2.4.任意の−∞ ≤ aj ≤ bj ≤ ∞, j = 1, . . . , d, に対し

(a1, b1] × · · · × (ad, bd] ⊂ Rd

の形の集合を（左）半開区間と呼ぶ．ただし，(a, a] = ∅, (a,∞] = (a,∞)
などと解釈するものとする．半開区間全体の集合を

I(Rd) =
{
(a1, b1] × · · · × (ad, bd] ⊂ Rd; −∞ ≤ aj ≤ bj ≤ ∞

}
と書き，また任意のI = (a1, b1] × · · · × (ad, bd] ∈ I(Rd)に対し

m(I) = (b1 − a1) · · · · · (bd − ad) ∈ [0,∞]

とおく．ここで規約0 · ∞ = ∞ · 0 = 0に注意せよ．
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例 2.4の続き.以上の記号の下，(Rd,B(Rd))上の測度μBで

μB(I) = m(I) for all I ∈ I(Rd).

を満たすものが一意的に存在する．構成と証明については定義 3.10および
定理 3.8を参照せよ．

問 σ(I(Rd)) = σ(O(Rd)) = B(Rd)を示せ．

問 A ⊂ Rを高々可算な部分集合とする．例 2.4の主張を認めて，A ∈
B(R)かつμB(A) = 0であることを示せ．

※ なお逆は成り立たない：非可算集合E ∈ B(R)でμB(E) = 0を満たす
ものが存在する．
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解. まず1点集合A = {a} ⊂ Rのとき，

A = {a} =
⋂

n∈N

(a − 1/n, a], (a − 1/n, a] ∈ B(R)

なので，A ∈ B(R)である．さらに, 任意のn ∈ Nに対して

μB(A) = μB({a}) ≤ μB((a − 1/n, a]) = 1/n

なので，μB(A) = 0を得る．

次にA = {aj} ⊂ Rを高々可算集合とする．すると上に示したことから

A =
⋃
j

{aj} ∈ B(R), μB(A) =
∑
j

μB({aj}) = 0

である．
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例 2.5 (Lebesgue–Stieltjes測度). g : R → Rを単調非減少な右連続関
数とする．(R,B(R))の上の測度μgで

μg(I) = g(b) − g(a) for all I = (a, b] ∈ I(R)

を満たすものが一意的に存在する．このようなμgをLebesgue–Stieltjes

測度と呼ぶ．

※ 後述の命題 2.7の2.より

lim
n→∞μg

(
(a, b + n−1]

)
= μg((a, b])

が成り立つ必要があるので，gの右連続性は落とすことができない．

※ 特にg(x) = xのとき，μgは例 2.4でd = 1としたμBに一致する．

※ 構成は次の章で行う．多次元へ拡張することもできる．
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命題 2.6. (X,B, μ)を測度空間とする．このとき，以下が成り立つ．

1. 任意のE, F ∈ Bに対し，E ⊂ Fであればμ(E) ≤ μ(F )；

2. 任意のEj ∈ B, j = 1,2, . . . , に対し，μ
(⋃∞

j=1 Ej

)
≤ ∑∞

j=1 μ(Ej)．

証明. G = F \ E ∈ Bとすれば，EとGは互いに素なので，

μ(F ) = μ(E + G) = μ(E) + μ(G) ≥ μ(E)

となる．また，F1 = E1，Fj = Ej \
(⋃j−1

k=1 Ek

)
, j = 2,3, . . . , とおけば，

同様にして

μ

( ∞⋃
j=1

Ej

)
= μ

( ∞∑
j=1

Fj

)
=

∞∑
j=1

μ(Fj) ≤
∞∑

j=1

μ(Ej)

を得る．
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命題 2.7. (X,B, μ)を測度空間とし，Ej ∈ B, j = 1,2, . . . , とする．この
とき，以下が成り立つ．

1. E1 ⊂ E2 ⊂ · · · ならば，

lim
j→∞μ(Ej) = μ

( ∞⋃
j=1

Ej

)
;

2. E1 ⊃ E2 ⊃ · · · かつμ(E1) < ∞ならば，

lim
j→∞μ(Ej) = μ

( ∞⋂
j=1

Ej

)
.

問 一般に，2.の仮定“μ(E1) < ∞”は落とせないことを確かめよ．
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証明. 1. F1 = E1，Fj = Ej \ Ej−1, j = 2,3, . . . , とおけば，

μ

( ∞⋃
j=1

Ej

)
= μ

( ∞∑
j=1

Fj

)
=

∞∑
j=1

μ(Fj)

= lim
n→∞

n∑
j=1

μ(Fj) = lim
n→∞μ

( n∑
j=1

Fj

)
= lim

n→∞μ(En)

を得る．

2. Fj = E1 \ Ej, j = 1,2, . . . , とおくと，F1 ⊂ F2 ⊂ · · · なので，1.

の結果により

lim
j→∞μ(Fj) = μ

( ∞⋃
j=1

Fj

)
= μ

(
E1 \

( ∞⋂
j=1

Ej

))
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が成り立つ．ここで

μ(E1) = μ(Fj) + μ(Ej) = μ

(
E1 \

( ∞⋂
j=1

Ej

))
+ μ

( ∞⋂
j=1

Ej

)

において，μ(E1) < ∞に注意すると，有限性より，項を移項できて
μ(Fj) = μ(E1) − μ(Ej),

μ

(
E1 \

( ∞⋂
j=1

Ej

))
= μ(E1) − μ

( ∞⋂
j=1

Ej

)

と書ける．これらを上の等式に代入すると

μ(E1) − lim
j→∞μ(Ej) = μ(E1) − μ

( ∞⋂
j=1

Ej

)

となって，示すべき等式が得られる．

28

定義. (X,B, μ), (Y, C, ν)を測度空間とする．(Y, C, ν)は(X,B, μ)の拡張で
ある（または(Y, C, ν)は(X,B, μ)を含む）とは，

X ⊂ Y, B ⊂ C, μ = ν|B
が成り立つこととし，これを

(X,B, μ) ⊂ (Y, C, ν)

で表すことにする．（逆の関係を，制限，含まれると言うことにする．）
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例. (X,B, μ)を測度空間とする．任意のE ∈ Bに対し，
BE = {F ⊂ E; F ∈ B}, μE = μ|BE

とおくと，(E,BE, μE)は測度空間であり，(X,B, μ)の制限である．

例 2.8.例 2.4の(Rd,B(Rd), μB)は

I(Rd) ⊂ B(Rd), μB(I) = m(I) for all I ∈ I(Rd)

を満たす最小の測度空間として特徴づけられる．

例 2.9.例 2.5の(R,B(R), μg)は

I(R) ⊂ B(R), μg(I) = g(b) − g(a) for all I = (a, b] ∈ I(R)

を満たす最小の測度空間として特徴づけられる．
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§ 2.4 完備性

この小節では常に，(X,B, μ)を測度空間とする．

定義. 1. E ∈ Bでμ(E) = 0を満たすものを零集合と呼ぶ．

2. (X,B, μ)が完備であるとは，以下が成り立つことである：

E ∈ B, μ(E) = 0, F ⊂ E ⇒ F ∈ B.

3. (X,B, μ)の最小の完備拡張を(X,B, μ)の完備化と呼ぶ．

※ 一般に，任意の測度空間(X,B, μ)に対し，Xを共通の底空間とする完
備化(X,B, μ)が以下のように構成される（定理 2.10）．

31



◦ 完備化の構成

集合族B ⊂ P(X)を

B =
{
E ⊂ X; ∃F, G ∈ B s.t. F ⊂ E ⊂ G, μ(G \ F ) = 0

}
で定義する．

また，関数μ : B → [0,∞]を，任意のE ∈ Bに対し上の条件のようなF, G ∈
Bをとって

μ(E) = μ(F ) = μ(G)

で定義する．

32

Well-definedであることの証明. まず条件を満たすF, G ∈ Bに対し，
μ(G) = μ(F ) + μ(G \ F ) = μ(F )

である．もし，別のF ′, G′ ∈ Bも同じ条件を満たしていれば，F ′\F ⊂ G\F

に注意して，

μ(F ∪ F ′) = μ(F ) + μ(F ′ \ F ) = μ(F )

となる．対称性によりF, F ′を入れ替えた等式も成立するので，

μ(F ) = μ(F ∩ F ′) = μ(F ′)

であり，μ : B → [0,∞]は確かにwell-definedである．
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定理 2.10. (X,B, μ)は(X,B, μ)の完備化である．

証明. Step 1. まずはBがBを含む完全加法族であることを示す．B ⊂ B
が成り立つことはすぐにわかる．すると特に∅ ∈ Bである．

E ∈ Bとし，F, G ∈ Bを
F ⊂ E ⊂ G, μ(G \ F ) = 0

となるようにとる．すると

Gc ⊂ Ec ⊂ Fc, μ(Fc \ Gc) = μ(G \ F ) = 0

なので，Ec ∈ Bである．
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Ej ∈ B, j = 1,2, . . . , とし，Fj, Gj ∈ Bを
Fj ⊂ Ej ⊂ Gj, μ(Gj \ Fj) = 0

となるようにとる．ここで，

E =
∞⋃

j=1

Ej, F =
∞⋃

j=1

Fj ∈ B, G =
∞⋃

j=1

Gj ∈ B

とおく．まず明らかにF ⊂ E ⊂ Gである．また

G \ F =
∞⋃

j=1

(Gj \ F ) ⊂
∞⋃

j=1

(Gj \ Fj)

なので，

0 ≤ μ(G \ F ) ≤
∞∑

j=1

μ(Gj \ Fj) = 0

を得る．よってE ∈ Bである．
35



Step 2. 次にμがB上の測度であることを示す．完全加法性を確かめれば
よい．Ej ∈ B, j = 1,2, . . . , は互いに素であるとする．このとき，ある
Fj, Gj ∈ Bで

Fj ⊂ Ej ⊂ Gj, μ(Gj \ Fj) = 0

を満たすものが存在する．そこで，

E =
∞⋃

j=1

Ej ∈ B, F =
∞⋃

j=1

Fj ∈ B, G =
∞⋃

j=1

Gj ∈ B

とおくと，Step 1.と同様にしてF ⊂ E ⊂ G, μ(G \F ) = 0が分かる．Fj

が互いに素であることとμの完全加法性に注意すると

μ(E) = μ(F ) =
∞∑

j=1

μ(Fj) =
∞∑

j=1

μ(Ej)

を得る．
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Step 3. (X,B, μ)が完備であることを示す．

N ∈ B, μ(N) = 0, A ⊂ N

とする．F, G ∈ Bを
F ⊂ N ⊂ G, μ(G \ F ) = 0

ととる．このとき，μ(F ) = μ(N) = 0に注意すると

∅ ⊂ A ⊂ G, μ(G) = μ(G \ F ) + μ(F ) = 0

であり，したがって，A ∈ Bである．
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Step 4. 最小性を示す．(Y, C, ν)を(X,B, μ)の任意の完備拡張とする．ま
ず拡張の定義からX ⊂ Y である．次に，E ∈ Bとする．F, G ∈ B ⊂ Cを

F ⊂ E ⊂ G, ν(G \ F ) = μ(G \ F ) = 0

ととる．G \ Fがν零集合であることとE \ F ⊂ G \ Fより，E \ F ∈ Cで
あり，よって

E = (E \ F ) ∪ F ∈ C
を得る．さらに

ν(E) = ν(E \ F ) + ν(F ) = ν(F ) = μ(F ) = μ(E)

なので，ν|B = μを得る．
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例.例 2.3の測度空間(Z,P(Z),#)において，零集合は空集合∅のみである．
特に，(Z,P(Z),#)は完備である．

※ 一般には，零集合は必ずしも空集合ではない．

例 2.11 (Lebesgue測度空間).例 2.4の測度空間(Rd,B(Rd), μB)の完
備化をLebesgue測度空間と呼び，(Rd,L(Rd), μL)で表す．特に，例 2.4

の主張を認めれば，(Rd,L(Rd), μL)は

I(Rd) ⊂ L(Rd), μL(I) = m(I) for all I ∈ I(Rd)

を満たす最小の完備測度空間である．

※ 本講義では証明を与えないが，(Rd,B(Rd), μB)は完備ではなく，よって
特に，B(Rd) � L(Rd)である．しかし，μBとμLは区別せず，単にμと書
かれることが多い．本講義でも区別の必要がない場合は，そのようにする．
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§ 2.5 可測関数

この小節では常に，(X,B)を可測空間とし，E ∈ Bとする．

定義. 1. f : E → Rとする．任意のα ∈ Rに対して

E(f > α) := {x ∈ E; f(x) > α} ∈ B
が成り立つとき，fはE上でB可測であるという．

2. f : E → Cとする．Re fおよび Im fがともにE上でB可測なとき，f

はE上でB可測であるという．

※ 定義により，C値可測関数についての議論は大体R値の場合に帰着する．
よって，本節では以下R値の可測関数についてのみ考える．
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命題 2.12.関数f : E → Rに対し，以下は互いに同値である：

1. 任意のα ∈ Rに対してE(f > α) ∈ B；

2. 任意のα ∈ Rに対してE(f ≥ α) ∈ B；

3. E(f = ∞) ∈ Bかつ任意のα, β ∈ Rに対してE(α < f < β) ∈ B；

4. E(f = ∞) ∈ Bかつ任意の開集合O ⊂ Rに対してf−1(O) ∈ B；

5. E(f = ∞) ∈ Bかつ任意のG ∈ B(R)に対してf−1(G) ∈ B．
特にfが可測であれば，任意のα ∈ Rに対してE(f = α) ∈ Bが成り立つ．

※ この命題により，可測性の定義におけるE(f > α)はE(f ≥ α)で置き
換えてよいことがわかる．他にもE(f ≤ α)等で置き換えることができるが，
E(f = α)を用いることはできないので注意が必要である．
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証明. (1. ⇒ 2.) 任意のα ∈ Rに対して

E(f ≥ α) =
∞⋂

n=1

E
(
f > α − n−1

)
と書けることに注意すればよい．

(2. ⇒ 1.) 同様に，任意のα ∈ Rに対して

E(f > α) =
∞⋃

n=1

E
(
f ≥ α + n−1

)
と書けることに注意すればよい．

(1. ⇒ 3.) 詳細は省略する．

E(f = ∞) =
∞⋂

n=1

E(f > n)

および2.を用いればよい．
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(3. ⇒ 4.) 任意の開集合O ⊂ Rに対し，

O =
⋃{(q, r) ⊂ R; q, r ∈ Q, (q, r) ⊂ O}

が成り立つ．すると

f−1(O) =
⋃{E(q < f < r) ⊂ R; q, r ∈ Q, (q, r) ⊂ O}

と書けるので，4.が従う．

(4. ⇒ 5.) G = {G ⊂ R; f−1(G) ∈ B} とおくと，仮定によりGはRの
任意の開集合を含む．また，逆像の性質からGは完全加法族である．よって，
Borel集合族の最小性からB(R) ⊂ Gとなって，5.が従う．

(5. ⇒ 1.) 自明である．

最後の主張も難しくないので省略する．
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命題 2.13. f, g : E → RをB可測関数，φ : R → Rを連続関数とし，

F =
[
E(f = ∞) ∩ E(g = −∞)

]
+
[
E(f = −∞) ∩ E(g = ∞)

]
,

G = E(f = ∞) + E(f = −∞)

とおく．このとき，以下が成り立つ：

1. f + gはE \ F上でB可測である；
2. fgはE上でB可測である；
3. φ ◦ fはE \ G上でB可測である．

※ 規約0 · ∞ = ∞ · 0 = 0を避ける場合は2.にも除外集合が必要となる．

※ 後述の系 2.23によると，fを可積分関数に限るなら，F, Gはともに零
集合となる．よってこのとき，さらに後述の注意 2.25の規約に従うなら，
f + g, φ ◦ fはともにE上のB可測関数として扱うことができる．
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証明. 1. E′ = E \ Fとおく．任意のα ∈ Rに対し，

E′(f + g > α) =
{
x ∈ E′; f(x) > α − g(x)

}
=
{
x ∈ E′; ∃q ∈ Q s.t. f(x) > q > α − g(x)

}
=
⋃

q∈Q

{
x ∈ E′; f(x) > q > α − g(x)

}
=
⋃

q∈Q

[
E′(f > q) ∩ E′(g > α − q)

]
=
⋃

q∈Q

[
E(f > q) ∩ E(g > α − q)

]
と書き直せば，E(f + g > α) ∈ Bが従う．
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2. 1.と同様に議論すると，α ≥ 0のとき

E(fg > α) =
⋃

q∈Q,q>0

[
E(f > q) ∩ E(g > α/q)

]
+

⋃
q∈Q,q<0

[
E(f < q) ∩ E(g < α/q)

]
と書けるので，確かにE(fg > α) ∈ Bである．α < 0のときは可測集合
E(f = ±∞)を分けて議論する必要があるが，同様にしてE(fg > α) ∈ B
を示すことができる．詳細は省略する．

3. E′′ = E \ Gとおく．任意のα ∈ Rに対して，

E′′(φ ◦ f > α) = f−1
(
φ−1((α,∞))

)
と書ける．φ−1((α,∞)) ⊂ Rは開集合であることに注意すると，命題 2.12

より主張が従う．
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命題 2.14. fn : E → R, n = 1,2, . . . , をB可測関数とする．このとき
sup
n∈N

fn, inf
n∈N

fn, lim sup
n→∞ fn, lim inf

n→∞ fn

はB可測関数である．特に，各点極限
f = lim

n→∞ fn

が存在すれば，fもB可測関数である．

※ sup
n∈N

fn : E → Rとは，各x ∈ Eに対して

(sup
n∈N

fn)(x) = sup
n∈N

{fn(x)}

で定義される関数のことである．他も同様に各点で定義する．
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証明. 任意のα ∈ Rに対し

E

(
sup
n∈N

fn > α

)
=
⋃

n∈N

E(fn > α) ∈ B,

E

(
inf
n∈N

fn > α

)
=
⋂

n∈N

E(fn > α) ∈ B,

が成り立つので，sup
n∈N

fnおよび inf
n∈N

fnはB可測関数である．また

lim sup
n→∞ fn = inf

n∈N
sup
k≥n

fk, lim inf
n→∞ fn = sup

n∈N
inf
k≥n

fk

と書けるので，lim sup
n→∞ fnおよび lim inf

n→∞ fnもB可測関数である．
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定義. f : E → Rとする．有限個のαj ∈ R, j = 1, . . . , N, と互いに素な有
限個のEj ∈ B, j = 1, . . . , N, を用いて

f =
N∑

j=1

αjχEj
, E =

N∑
j=1

Ej

と書けるとき，fをE上の単関数と呼ぶ．

※ 一般に部分集合A ⊂ Xに対し，その特性関数χA : X → Rを

χA(x) =

{
1 if x ∈ A,
0 if x ∈ X \ A,

で定義する．単関数は明らかにB可測関数である．
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命題 2.15. f : E → [0,∞]をB可測関数とする．このとき，ある単関数列
fn : E → [0,∞], n = 1,2, . . . , で（各点の意味で）

0 ≤ f1 ≤ f2 ≤ · · · ≤ fn → f as n → ∞
を満たすものが存在する．

証明. 関数列fn : E → Rを

fn(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
k − 1

2n
if x ∈ E

(
k − 1

2n
≤ f <

k

2n

)
for k = 1, . . . ,2nn,

n if x ∈ E(f ≥ n),

で定義すると，これが実際に条件を満たす単関数列になっていることが確か
められる．詳細は省略する．

問 上のfnが条件を満たす単関数列になっていることを確かめよ．
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◦ 零集合上の関数値

今，(X,B)上に測度μが与えられているとする．

定義. P (x)をx ∈ Eを変数に含む命題とする．“ある零集合N ∈ Bが存在
して任意のx ∈ E \Nに対してP (x)が成り立つ”を，“E上ほとんどいたる
ところでP (x)が成り立つ”のように言い，“P (x) for a.e. x ∈ E”あるい
は“P a.e. on E”などと書き表す．

命題 2.16. (X,B, μ)は完備であるとし，f, g : E → Rとする．もし，fが
B可測かつE上ほとんどいたるところf = gなら，gもB可測である．特に，
Eが零集合であれば，任意の関数g : E → RはB可測である．
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証明. ある零集合N ∈ Eで，E \ N上でf = gとなるものをとる．このと
き，任意のα ∈ Rに対して

E(g > α) = [E(f > α) \ N ] ∪ [E(g > α) ∩ N ] ∈ B
なので，確かにgはB可測である．

注意.命題 2.16により，(X,B, μ)が完備な場合，関数の値を零集合上で任
意に変更しても，その可測性には影響がないことが分かる．（そしてさらに，
注意 2.25に後述するように，可積分性や積分値にも影響がない．）よって測
度空間に常に予め完備化を要求しておくことにすれば，零集合は“無視する”
ことができる．なお本講義では，記述を簡単にするため，注意 2.25で述べ
るような，完備化の要求よりも実質上さらに強い規約を採用する．
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§ 2.6 積分の定義

この小節では常に，(X,B, μ)を測度空間とし，E ∈ Bとする．B可測関数
f : E → Cに対して，そのE上でのLebesgue積分

∫
E

f dμを以下の手順
で定義する．

◦ 非負値単関数のとき

任意の非負値単関数f =
N∑

j=1

αjχEj
, αj ≥ 0, j = 1, . . . , N, に対して，

∫
E

f dμ =
N∑

j=1

αjμ(Ej) ∈ [0,∞]

と定義する．（※ 規約0 · ∞ = 0に注意せよ．この規約を利用しない場合は
αj = 0かつμ(Ej) = ∞となるjを上式の右辺から除いておく必要がある．）
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補題 2.17.上の
∫
E

f dμの値はfの表示によらず，well-definedである．

証明. αj, βk ≥ 0およびEj, Fk ∈ Bを用いて，

f =
N∑

j=1

αjχEj
=

M∑
k=1

βkχFk
, E =

N∑
j=1

Ej =
M∑

k=1

Fk

と書けたとする．このとき，

Ej =
M∑

k=1

(Ej ∩ Fk), Fk =
N∑

j=1

(Fk ∩ Ej)

および

αj = βk for j, k with Ej ∩ Fk �= ∅
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が成り立つことに注意すると，
N∑

j=1

αjμ(Ej) =
N∑

j=1

M∑
k=1

αjμ(Ej ∩ Fk)

=
M∑

k=1

N∑
j=1

βkμ(Ej ∩ Fk)

=
M∑

k=1

βkμ(Fk)

が得られる．
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補題 2.18. 1. f, gをE上の非負値単関数とし，α, β ≥ 0とする．このと
き，αf + βgもE上の非負値単関数であり，∫

E
(αf + βg) dμ = α

∫
E

f dμ + β
∫
E

g dμ.

2. fをE上の非負値単関数とし，E = F + G, F, G ∈ B, とする．このと
き，f |F , f |GはそれぞれF, G上の非負値単関数であり，∫

E
f dμ =

∫
F

f |F dμ +
∫
G

f |G dμ.

3. f, gをE上の非負値単関数とし，f ≤ gとする．このとき，∫
E

f dμ ≤
∫
E

g dμ.

※ 以下，
∫
F

f |F dμなどは，単に
∫
F

f dμなどと書くこともある．
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証明. 1. αj, βk ≥ 0および互いに素なEj, Fk ∈ Bを用いて，

f =
N∑

j=1

αjχEj
, g =

M∑
k=1

βkχFk
, E =

N∑
j=1

Ej =
M∑

k=1

Fk

とすると，

αf + βg =
N∑

j=1

M∑
k=1

(ααj + ββk)χEj∩Fk

かつ

E =
N∑

j=1

M∑
k=1

Ej ∩ Fk
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と書けるので，αf + βgも単関数である．さらに
∫
E
(αf + βg) dμ =

N∑
j=1

M∑
k=1

(ααj + ββk)μ(Ej ∩ Fk)

= α
N∑

j=1

αjμ(Ej) + β
M∑

k=1

βkμ(Fk)

= α
∫
E

f dμ + β
∫
E

g dμ

を得る．

2. αj ≥ 0およびEj ∈ Bを用いて，

f =
N∑

j=1

αjχEj
, E =

N∑
j=1

Ej
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とすると，

f |F =
N∑

j=1

αjχEj∩F , f |G =
N∑

j=1

αjχEj∩G

なので，f |F , f |GはそれぞれF, G上の単関数である．さらに∫
E

f dμ =
N∑

j=1

αjμ(Ej) =
N∑

j=1

αjμ(Ej ∩ F ) +
N∑

j=1

αjμ(Ej ∩ G)

=
∫
F

f |F dμ +
∫
G

f |G dμ

が成り立つ．

3. 1.と同様にしてg − fは非負値単関数であることが示せる．すると∫
E

g dμ =
∫
E

f dμ +
∫
E
(g − f) dμ ≥

∫
E

f dμ

を得る．
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◦ 非負値可測関数のとき

f : E → [0,∞]をB可測関数とする．このとき，命題 2.15により，単関数
列fn : E → Rで

0 ≤ f1 ≤ f2 ≤ · · · ≤ fn → f as n → ∞
を満たすものが存在する．これを用いて∫

E
f dμ = lim

n→∞
∫
E

fn dμ ∈ [0,∞]

と定義する．

※
∫
E

fn dμはnに関して単調非減少なので，上の極限は必ず存在する．
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補題 2.19.上の
∫
E

f dμの値はfnの選び方によらず，well-definedである．

証明. fnとともに単関数列gn : E → Rも

0 ≤ g1 ≤ g2 ≤ · · · ≤ gn → f as n → ∞
を満たすとする．任意のm ∈ Nに対し，

lim
n→∞

∫
E

fn dμ ≥
∫
E

gm dμ

が成り立つことを示せばよい．さらに，F = E \ E(gm = 0)とおいて，

lim
n→∞

∫
F

fn dμ ≥
∫
F

gm dμ (♠)

を示せば十分である．
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今，ε > 0を十分小さくとって

min
x∈F

gm(x) − ε > 0

とする．また，Fn = F (fn > gm − ε)とおくと

F1 ⊂ F2 ⊂ · · · ,
∞⋃

n=1

Fn = F

である．もし，μ(F ) = ∞なら∫
F

fn dμ ≥
∫
Fn

fn ≥
∫
Fn

(gm − ε) dμ ≥
(
min
x∈F

gm(x) − ε
)
μ(Fn)

においてn → ∞とすれば，(♠)が従う．
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また，μ(F ) < ∞ならば，∫
F

fn dμ ≥
∫
Fn

fn dμ

≥
∫
Fn

(gm − ε) dμ

=
∫
F

gm dμ −
∫
F\Fn

gm dμ − εμ(Fn)

≥
∫
F

gm dμ −
(
sup
x∈F

gm(x)
)(

μ(F ) − μ(Fn)
)
− εμ(Fn)

であり，ここでn → ∞とすると
lim

n→∞
∫
F

fn dμ ≥
∫
F

gm dμ − εμ(F )

となる．ε > 0は任意に小さく取れるので，やはり(♠)が得られる．
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補題 2.20. 1. f, g : E → [0,∞]をB可測関数とし，α, β ≥ 0とする．こ
のとき，αf + βg : E → [0,∞]もB可測関数であり，∫

E
(αf + βg) dμ = α

∫
E

f dμ + β
∫
E

g dμ.

2. f : E → [0,∞]をB可測関数とし，E = F + G, F, G ∈ B, とする．
このとき，f |F : F → [0,∞], f |G : G → [0,∞]はともにB可測関数で
あり， ∫

E
f dμ =

∫
F

f |F dμ +
∫
G

f |G dμ.

3. f, g : E → [0,∞]をB可測関数とし，f ≤ gとする．このとき，∫
E

f dμ ≤
∫
E

g dμ.
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証明. 1. fn, gnをそれぞれf, gの単調単関数近似列とすると，αfn + βgn

はαf + βgの単調単関数近似列となる．すると∫
E
(αf + βg) dμ = lim

n→∞
∫
E
(αfn + βgn) dμ

= α lim
n→∞

∫
E

fn dμ + β lim
n→∞

∫
E

gn dμ

= α
∫
E

f dμ + β
∫
E

g dμ

が成り立つ．

2. 定義により，非負値単関数の場合（補題 2.18）に帰着する．詳細は省
略する．
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3. F = E(f < ∞), G = E(f = ∞)とする．F上ではg = f +(g−f)

と書いて，1.を用いると∫
F

f dμ ≤
∫
F

f dμ +
∫
F
(g − f) dμ =

∫
F

g dμ

が得られる．G上ではf = g = ∞なので，∫
G

f dμ =
∫
G

g dμ

である．あとは上の2式の辺々を加えて，2.の結果を用いればよい．

66

◦ 一般のとき

f : E → RをB可測関数とする．分解
f = f+ − f−, f±(x) = max{±f(x),0}

において ∫
E

f+ dμ < ∞ または
∫
E

f− dμ < ∞
が成り立つとき，fはμ積分確定であると言い，∫

E
f dμ =

∫
E

f+ dμ −
∫
E

f− dμ ∈ R

と定義する．
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特に ∫
E

f± dμ < ∞
が成り立つとき，fはμ可積分であると言う．このとき，∫

E
f dμ =

∫
E

f+ dμ −
∫
E

f− dμ ∈ R

であることに注意する．

また，f : E → CをB可測関数とする．Re fおよび Im fがともにμ積分確
定であるとき，fはμ積分確定であるといい，∫

E
f dμ =

∫
E

Re f dμ + i
∫
E

Im f dμ ∈ C

と定義する．特に，Re fおよび Im fがともにμ可積分であるとき，fはμ可
積分であると言う．
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§ 2.7 可積分関数の性質

補題 2.21. f : E → CをB可測関数とする．fがμ可積分であるためには∫
E
|f |dμ < ∞

が必要十分である．

証明. 不等式

(Re f)±, (Im f)± ≤ |f | ≤ (Re f)+ + (Re f)− + (Im f)+ + (Im f)−
と補題 2.20の3.およびμ可積分性の定義から分かる．

※ |f |は非負値なので，常にμ積分確定であることに注意する．
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命題 2.22 (Chebyshevの不等式). f : E → CをB可測関数とする．こ
のとき，任意のα > 0に対して

μ
(
E(|f | > α)

)
≤ 1

α

∫
E
|f |dμ

が成り立つ．

証明. 以下のように直接計算できる：∫
E
|f |dμ ≥

∫
E(|f |>α)

|f |dμ ≥
∫
E(|f |>α)

αdμ ≥ αμ
(
E(|f | > α)

)
.
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系 2.23. f : E → CをB可測関数とする．

1.
∫
E
|f |dμ < ∞ならば，

|f | < ∞ a.e. on E

である．

2.
∫
E
|f |dμ = 0であるためには

f = 0 a.e. on E

が必要十分条件である．
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証明. 1. Chebyshevの不等式より，任意のα > 0に対して

μ(E(|f | > α)) ≤ 1

α

∫
E
|f |dμ < ∞

であることに注意する．すると

μ
(
E(|f | = ∞)

)
= μ

( ⋂
n∈N

E(|f | > n)
)

= lim
n→∞μ

(
E(|f | > n)

)
= 0

を得る．

2.
∫
E
|f |dμ = 0とすると，Chebyshevの不等式より，

μ
(
E(|f | > 0)

)
= μ

( ⋃
n∈N

E(|f | > 1/n)
)

= lim
n→∞μ

(
E(|f | > 1/n)

)
= 0

である．逆は定義より明らかである．

※ Chebyshevの不等式を用いずに定義から直接証明することもできる．
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系 2.24. f, g : E → CをB可測関数とし，f = g a.e. on Eとする．もし
fがμ積分確定であれば，gもμ積分確定であり，∫

E
f dμ =

∫
E

g dμ

が成り立つ．特に，もしfがμ可積分であれば，gもμ可積分である．

※ 命題 2.16によれば，(X,B, μ)が完備なときはgにB可測性を仮定しな
くてもよい．このように，測度空間の完備性の有無に応じて，定理の主張に
ヴァリエーションが生じることがしばしばある．
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注意 2.25.この系により，2つの可測関数の零集合上での振る舞いの違い
は，可積分性や積分値には影響しないことがわかる．より一般に，以降では，
関数fが積分領域Eのすべての点で定義されていなくても，ある零集合Nを
除いたE \N上で定義されてさえいれば，N上での値を予め適当に（例えば
0に）定義し直しておくことで，fの積分を議論してよいことにする．この
規約を導入することで以下の定理の主張がやや簡潔になる．なおこの規約は，
定義されていない点があってもよい分，常に完備性や完備化を要求するより
も真に強い規約である．
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証明. f, g : E → [0,∞]がB可測関数で，f = g a.e. on Eであるなら，∫
E

f dμ =
∫
E

g dμ

となることを示せば十分である．しかしこれは以下のように計算できる：∫
E

f dμ =
∫
E(f=g)

f dμ +
∫
E(f �=g)

f dμ

=
∫
E(f=g)

g dμ

=
∫
E(f=g)

g dμ +
∫
E(f �=g)

g dμ

=
∫
E

g dμ.

よって主張は示された．
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命題 2.26. 1. f, g : E → Cをμ可積分関数とし，α, β ∈ Cとする．この
とき，αf + βgはμ可積分であり，∫

E
(αf + βg) dμ = α

∫
E

f dμ + β
∫
E

g dμ

が成り立つ．

2. f : E → CをB可測関数とし，E = F + G, F, G ∈ B, とする．fがμ

可積分であるためにはf |F , f |GがそれぞれF, G上でμ可積分となるこ
とが必要十分である．さらにこのとき∫

E
f dμ =

∫
F

f |F dμ +
∫
G

f |G dμ

が成り立つ．
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注意. 1.のαf + βgは，その値に∞−∞等が現れ得るため，必ずしもE上
すべての点では定義されていない．しかし仮定と系 2.23によれば，定義域
から除外される集合は零集合であり，注意 2.25の規約の下で1.の主張は意
味を持つ．もしこの規約を避けるのなら，1.は以下のような形になる：

1′. f, g : E → Cはμ可積分とし，α, β ∈ Cとする．h : E → CはB可測で
h = αf + βg a.e. on E

とする．このとき，hはμ可積分であり，∫
E

hdμ = α
∫
E

f dμ + β
∫
E

g dμ

が成り立つ．

なお1′.において，(X,B, μ)が完備ならhにB可測性を仮定する必要はない．

上の注意は実用上においてはそれほど気にする必要はない（と思われる）．同
様の注意が必要なる個所が以降もたびたび現れるが，必ずしも触れない．
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証明. 2. R値の場合のみを考える．非負値の場合の結果から∫
E

f± dμ =
∫
F

f±|F dμ +
∫
G

f±|G dμ

なので，fがμ可積分であることとf |Fおよびf |Gがμ可積分であることは同
値である．また，このとき∫

E
f dμ =

∫
F

f+|F dμ +
∫
G

f+|G dμ −
∫
F

f−|F dμ −
∫
G

f−|G dμ

=
∫
F

f |F dμ +
∫
G

f |G dμ

である．

1. 実数倍および純虚数倍については明らかであり，和f + gについて考え
ればよい．さらにf, gがR値の場合のみ考えれば十分である．このとき，

E++ = E(f ≥ 0, g ≥ 0), E+− = E(f ≥ 0, g < 0),

E−+ = E(f < 0, g ≥ 0), E−− = E(f < 0, g < 0)
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とおく．2.の結果により，各E∗∗上でf + gがμ可積分であることを示せば
よい．E±±上でのμ可積分性は明らかなので，E±∓上の場合を考えればよ
い．ここではE+−上のみを考える．

F = E+−(f + g ≥ 0), G = E+−(f + g < 0)

とおく．まず ∫
F

f dμ =
∫
F
(f + g) dμ +

∫
F
(−g) dμ

なので， ∫
E+−

(f + g)+ dμ =
∫
F

f dμ +
∫
F

g dμ < ∞

である．同様にして∫
E+−

(f + g)− dμ = −
∫
G

f dμ −
∫
G

g dμ < ∞

が得られ，よってf + gはμ可積分である．主張の等号も明らかである．
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命題 2.27. f : E → Cがμ可積分であるなら∣∣∣∣∫
E

f dμ

∣∣∣∣ ≤ ∫
E
|f |dμ

が成り立つ．

証明. 以下，任意のα ∈ Cに対し，sgnα =

{
0 if α = 0,
α/|α| if α �= 0,

と書くこ

とにする．I =
∫
E

f dμとおく．|f | < ∞ a.e. on Eに注意して，∣∣∣∣∫
E

f dμ

∣∣∣∣ = Re
∣∣∣∣∫

E
f dμ

∣∣∣∣ = Re
[
(I/|I|)

∫
E

f dμ

]
= Re

[∫
E

(sgn I)(sgn f)|f |dμ

]
≤
∫
E

Re
[
(sgn I)(sgn f)|f |

]
dμ ≤

∫
E
|f |dμ

を得る（計算の途中で注意 2.25の規約を用いた）．
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§ 2.8 収束定理

この小節では，(X,B, μ)を測度空間とし，E ∈ Bとする．また，fn : E → C,
n = 1,2, . . . , をB可測関数列とする．

定理 2.28 (単調収束定理). E上ほとんどいたるところ

0 ≤ f1 ≤ f2 ≤ · · · ≤ fn ≤ · · ·
が成り立つとすると，

lim
n→∞

∫
E

fn dμ =
∫
E

lim
n→∞ fn dμ

が成り立つ．

※ lim
n→∞ fnがμ可積分でなくても，∞を含めて等式が成立する．

※ 等式の右辺で注意 2.25の規約を用いた．以降，当面はこの種の注意に
は触れない．
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証明. f = lim
n→∞ fnとおく．単関数列fnk : E → Rを

fnk(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
l − 1

2k
if x ∈ E

(
l − 1

2k
≤ fn <

l

2k

)
for l = 1, . . . ,2kk,

k if x ∈ E(fn ≥ k).

で定義する．まず任意のnに対して，∫
E

fnn dμ ≤
∫
E

fn dμ ≤
∫
E

f dμ

である．一方，fnnはE上ほとんどいたるところ

0 ≤ f11 ≤ f22 ≤ · · · ≤ fnn → f as n → ∞
を満たすので，非負値可測関数に対する積分の定義から∫

E
f dμ = lim

n→∞
∫
E

fnn dμ ≤ lim
n→∞

∫
E

fn dμ ≤
∫
E

f dμ

を得る．
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系 2.29.任意のn = 1,2, . . . , に対し，E上ほとんどいたるところfn ≥ 0
とする．このとき，

∞∑
n=1

∫
E

fn dμ =
∫
E

( ∞∑
n=1

fn

)
dμ

が成り立つ．

証明. FN =
N∑

n=1

fnとおく．単調収束定理により

∞∑
n=1

∫
E

fn dμ = lim
N→∞

N∑
n=1

∫
E

fn dμ = lim
N→∞

∫
E

FN dμ

=
∫
E

lim
N→∞FN dμ =

∫
E

( ∞∑
n=1

fn

)
dμ

を得る．
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定理 2.30 (Fatouの補題).任意のn = 1,2, . . . , に対し，E上ほとんど
いたるところfn ≥ 0とする．このとき，∫

E

(
lim inf
n→∞ fn

)
dμ ≤ lim inf

n→∞
∫
E

fn dμ

が成り立つ．

証明. 不等式 ∫
E

inf
n≥k

fn dμ ≤ inf
n≥k

∫
E

fn dμ

が成り立つことに注意する．単調収束定理より∫
E

(
lim inf
n→∞ fn

)
dμ = lim

k→∞

∫
E

inf
n≥k

fn dμ ≤ lim inf
n→∞

∫
E

fn dμ

を得る．
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定理 2.31 (Lebesgue収束定理). E上ほとんどいたるところで極限

lim
n→∞ fn

が存在するとする．さらにあるμ可積分関数g : E → [0,∞]が存在して，任
意のn = 1,2, . . .に対して

|fn| ≤ g a.e. on E

が成り立つとする．このとき

lim
n→∞

∫
E

fn dμ =
∫
E

lim
n→∞ fn dμ

が成り立つ．

※ 離散パラメータに関する極限n → ∞を連続パラメータに関する極限
t → a ∈ Rに変更しても同様の主張が成り立つ．実際，任意の点列tn → aを
とれば，離散パラメータの場合に帰着される．定理 2.34の証明も参照せよ．
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証明. R値の場合のみ考える．g ± fn ≥ 0なので，Fatouの補題により∫
E

lim inf
n→∞ (g ± fn) dμ ≤ lim inf

n→∞
∫
E
(g ± fn) dμ

が成り立つ．仮定から lim
n→∞ fn = lim inf

n→∞ fnおよびgはμ可積分なので，∫
E

lim
n→∞ fn dμ ≤ lim inf

n→∞
∫
E

fn dμ

および ∫
E

lim
n→∞ fn dμ ≥ lim sup

n→∞

∫
E

fn dμ

が成り立つ．よって主張は示された．
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補足 Lebesgue収束定理は，極限と積分の順序交換のための簡単な十分条
件を与えてくる有用な定理であるが，優関数gが結論の式に現れないためか，
その役割がいま一つ分かりづらい．そこで，例えば次のような2つの関数列
fj,n : R → Rを考えてみよう：

f1,n = nχ(0,1/n], f2,n = χ(n,n+1].

これらはともに

lim
n→∞

∫
E

fj,n dx = 1,
∫
E

lim
n→∞ fj,n dx = 0

を満たし，極限と積分が交換できない例となっているが，その「原因」は異
なる．グラフを描けば明らかなように，n → ∞のとき，f1,nは面積を一点
に集中させることで面積1を保つが，f2,nは面積を空間遠方に逃がすことで
面積1を保っている．これらは可積分な優関数で一様に上下から抑え込むこ
とはできない．逆に考えると，Lebesgue収束定理において，優関数gは関
数列の面積を特異性として逃がしたり，空間遠方に逃がしたりする可能性を
排除している，と解釈することができるだろう．
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系 2.32 (有界収束定理). E上ほとんどいたるところで極限

lim
n→∞ fn

が存在するとする．さらにμ(E) < ∞かつあるM > 0が存在して任意の
n = 1,2, . . .に対して

|fn| ≤ M a.e. on E

が成り立つとする．このとき

lim
n→∞

∫
E

fn dμ =
∫
E

lim
n→∞ fn dμ

が成り立つ．

証明. Lebesgue収束定理においてg = Mとすればよい．
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定理 2.33.もし
∞∑

n=1

∫
E
|fn|dμ < ∞

ならば，E上ほとんどいたるところで有限な
∞∑

n=1

fnが存在して，

∞∑
n=1

∫
E

fn dμ =
∫
E

∞∑
n=1

fn dμ

が成り立つ．
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証明. 単調収束定理より∫
E

∞∑
n=1

|fn|dμ =
∞∑

n=1

∫
E
|fn|dμ < ∞

なので，和
∞∑

n=1

|fn|はE上ほとんどいたるところ有限である．よってE上ほ

とんどいたるところで
∞∑

n=1

fnは収束する．あとはg =
∞∑

n=1

|fn|を優関数と

してLebesgue収束定理を用いればよい．
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定理 2.34 (微分と積分の順序交換). I ⊂ Rを開区間とし，f : I × E → C

とする．任意のt ∈ Iに対しf(t, ·)はμ可積分，ほとんどすべてのx ∈ Eに対
しf(·, x)はI上で微分可能とする．さらにあるμ可積分関数g : E → [0,∞]

が存在して，任意の t ∈ Iに対して∣∣∣∣∣∂f

∂t
(t, ·)

∣∣∣∣∣ ≤ g a.e. on E (♠)

が成り立つとする．このとき
∫
E

f(t, ·) dμは t ∈ Iについて微分可能であり，

d

dt

∫
E

f(t, ·) dμ =
∫
E

∂f

∂t
(t, ·) dμ

が成り立つ．

※ (♠)における除外零集合は t ∈ Iに依存してよい．
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証明. fがR値の場合に示せば十分である．a ∈ Iを任意に固定して，点列
{tn} ⊂ I \ {a}を tn → aととる．すると，次のような零集合N ⊂ Eが存在
する: 任意のx ∈ E \ Nと任意のnに対し，あるθ = θx,n ∈ (0,1)が存在
して ∣∣∣∣∣f(tn, x) − f(a, x)

tn − a

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∂f

∂t
(a + θ(tn − a), x)

∣∣∣∣∣ ≤ g(x)

が成り立つ．よってLebesgue収束定理により

lim
n→∞

∫
E

f(tn, ·) − f(a, ·)
tn − a

dμ =
∫
E

∂f

∂t
(a, ·) dμ

を得る．
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§ 2.9 Riemann積分との関係

1次元Lebesgue測度空間(R,L(R), μ)上のLebesgue積分をRiemann積
分と比較する．多次元への拡張は容易である．

定理 2.35. [a, b] ⊂ Rを有界閉区間とし，f : [a, b] → RをRiemann可
積分とする．このとき，fはLebesgue可測かつLebesgue可積分であり，
Riemann積分の値とLebesgue積分の値は一致する．

※ Dirichletの関数

f(x) =

{
1 for x ∈ Q,
0 for x ∈ R \ Q

は [0,1]上でRiemann可積分ではないが，Lebesgue可測かつLebesgue

可積分であり，Lebesgue積分の値は0である．
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証明. Δn = {x0, . . . , x2n}を区間[a, b]の2n等分分割とし，関数φn,Φnを

φn = f(x0)χ{x0} +
2n∑

j=1

[
inf

(xj−1,xj]
f

]
χ(xj−1,xj]

,

Φn = f(x0)χ{x0} +
2n∑

j=1

[
sup

(xj−1,xj]
f

]
χ(xj−1,xj]

で定める．φn,Φnの定め方とΔ1 ⊂ · · · ⊂ Δn ⊂ · · · により
inf
[a,b]

f ≤ φ1 ≤ · · · ≤ φn ≤ f ≤ Φn ≤ · · · ≤ Φ1 ≤ sup
[a,b]

f

が成り立つことに注意する．まずφn,Φnの単調性より，各点極限

φ = lim
n→∞φn, Φ = lim

n→∞Φn; φ ≤ f ≤ Φ (♦)
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の存在が分かる．一方，有界収束定理，単関数に対するLebesgue積分の定
義およびfのRiemann可積分性により∫

[a,b]
(Φ − φ) dμ = lim

n→∞
∫
[a,b]

Φn dμ − lim
n→∞

∫
[a,b]

φn dμ

= lim
n→∞S(f ;Δn) − lim

n→∞ s(f ;Δn)

= 0

(♣)

である．(♦), (♣)より

φ = Φ = f a.e. on [a, b]

であり，したがって，Lebesgue測度空間の完備性から，fのLebesgue可
測性およびLebesgue可積分性が従う．

fのRiemann積分値とLebesgue積分値が一致することも上の議論から分
かる．
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系 2.36. −∞ ≤ a < b ≤ ∞とし，f : (a, b) → Rは(a, b)内の任意の有界
閉区間上でRiemann可積分かつ (a, b)上で広義絶対Riemann可積分とす
る．このとき，fは(a, b)上でLebesgue可測かつLebesgue可積分であり，
広義Riemann積分値とLebesgue積分値は一致する．

証明. (a, b) = Rの場合のみ示す．χ[−n,n]fはLebesgue可測でn → ∞の
ときχ[−n,n]f → fなので，fはLebesgue可測である．単調収束定理より∫

R
|f |dμ = lim

n→∞
∫
R

χ[−n,n]|f |dμ < ∞
なので，fはLebesgue可積分である．また，|f |を優関数としてLebesgue

収束定理を適用すれば，∫
R

f dμ = lim
n→∞

∫
R

χ[−n,n]f dμ

が成り立つので，2つの積分値が一致することも分かる．
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問 R上で広義Riemann可積分だがLebesgue可積分でない関数の例を挙
げよ．

略解. 次のような関数f : R → Rを考えればよい：

f(x) =

⎧⎨⎩x−1 sinx x �= 0のとき，
1 x = 0のとき．

実際，部分積分により，fはR上広義Riemann可積分であることが確かめ
られるが，一方で， ∫

R
f± dμ = ∞

であり，fはμ積分確定ですらない．

※ 広義Riemann積分は，特殊な順序でf+と−f−の面積の総和をとるた
め，たまたま正負の面積が相殺して，和が収束してしまうと言える．
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第3章 Lebesgue測度の構成

§ 3.1 前測度空間

定義.部分集合族I ⊂ P(X)がX上の集合半代数であるとは，以下の条件を
満たすことである：
1. ∅, X ∈ I；
2. 任意のI ∈ Iに対しある有限個の互いに素なJ1, . . . , Jn ∈ Iが存在して

Ic =
n∑

j=1

Jj;

3. 任意のI, J ∈ Iに対しI ∩ J ∈ I．

例.任意の完全加法族は集合半代数である．
問.任意のI, J ∈ Iに対し，I ∪ JおよびI \ Jは互いに素なIの元の有限和
で書けることを示せ．（※ これから特に，Iの元から有限回の集合演算で得
られる集合は，互いに素なIの元の有限和で書けることがわかる．）
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定義. I ⊂ P(X)を集合半代数とする．関数m : I → [0,∞]が

1. m(∅) = 0，

2. 任意の互いに素なIj ∈ I, j = 1,2, . . . , に対して

I :=
∞∑

j=1

Ij ∈ I ⇒ m(I) =
∞∑

j=1

m(Ij) （完全加法性），

を満たすとき，mをI上の前測度と呼び，組(X, I, m)を前測度空間と呼ぶ．

例.任意の測度空間(X,B, μ)は前測度空間である．
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補題 3.1. IはX上の集合半代数とし，関数m : I → [0,∞]は以下を満た
すとする：任意の互いに素な有限個のI1, . . . , In ∈ Iに対して

I :=
n∑

j=1

Ij ∈ I ⇒ m(I) =
n∑

j=1

m(Ij) （有限加法性）

が成り立つ．このとき，任意のIj, I ∈ I, j = 1,2, . . . , に対し，Ijが互い
に素かつすべてのj = 1,2, . . .に対しIj ⊂ Iなら，

∞∑
j=1

m(Ij) ≤ m(I)

が成り立つ．
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証明. 任意のn = 1,2, . . .に対して
n∑

j=1

m(Ij) ≤ m(I)

が成り立つことを示せばよい．実際このとき，集合半代数の定義より，ある
互いに素なJ1, . . . , Jk ∈ Iが存在して，

I \
n∑

j=1

Ij =
k∑

l=1

Jl ∴ I =
n∑

j=1

Ij +
k∑

l=1

Jl

と書ける．するとmの有限加法性より

m(I) =
n∑

j=1

m(Ij) +
k∑

l=1

m(Jl) ≥
n∑

j=1

m(Ij)

が従う．
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◦ 集合半代数と前測度の具体例

例 2.4の記号を思い出しておく：本講義ではRdの半開区間全体の集合を

I(Rd) =
{
(a1, b1] × · · · × (ad, bd] ⊂ Rd; −∞ ≤ aj ≤ bj ≤ ∞

}
で表す．また，I = (a1, b1] × · · · × (ad, bd] ∈ I(Rd)に対し

m(I) = (b1 − a1) · · · · · (bd − ad) ∈ [0,∞]

と定める．

命題 3.2.上で定まる(Rd, I(Rd), m)は前測度空間となる．

証明. I(Rd)が集合半代数となることの証明は易しいので省略する．厳密に
はdに関する帰納法を用いればよい．以下では，mが前測度となることを示
す．定義からすぐにm(∅) = 0が従うことに注意する．
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Step 1. まずd = 1のときに，mの有限加法性を示す．有限個の互いに素
なIj = (aj, bj] ∈ I(R), j = 1, . . . , n, が

I := (a, b] = (a1, b1] + · · · + (an, bn] ∈ I(R)

を満たしているとする．このとき，Ijをajの小さい順に並べ替えることで

a = a1 ≤ b1 = a2 ≤ b2 = · · · = an ≤ bn = b

とできる．すると

m(I) = b − a =
n∑

j=1

(bj − aj) =
n∑

j=1

m(Ij)

が従う．
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Step 2. 次にd = 1として，可算個の互いに素なIj ∈ I(R)が

I :=
∞∑

j=1

Ij ∈ I(R)

を満たしているとする．このとき，Step 1.の結果および補題 3.1により
∞∑

j=1

m(Ij) ≤ m(I)

が従うので，逆向きの不等式を示せばよい．さらに以下の場合分けを行う：
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(i) まずIを有界とする．このとき，任意のε > 0に対してJ, Jj ∈ I(R)を

J ⊂ I, m(I) − ε < m(J); Ij ⊂ J◦
j , m(Jj) < m(Ij) + 2−jε

のようにとる．ここで，¯および ◦はそれぞれ閉包および内部を表すとする．
するとこのとき，

J ⊂ I =
∞∑

j=1

Ij ⊂
∞⋃

j=1

J◦
j

なので，Jのコンパクト性からあるn ∈ Nが存在して

J ⊂ J ⊂
n⋃

j=1

J◦
j ⊂

n⋃
j=1

Jj

が成り立つ．互いに素なKjk ∈ I(R), j = 1, . . . , n, k = 1, . . . , lj, を

J1 ∩ J = K11, (Jj ∩ J) \
j−1⋃
k=1

(Jk ∩ J) =

lj∑
k=1

Kjk for j ≥ 2
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のようにとると，

J =
n∑

j=1

lj∑
k=1

Kjk,

lj∑
k=1

Kjk ⊂ Jj

であり，mの有限加法性と補題 3.1より，

m(J) =
n∑

j=1

lj∑
k=1

m(Kjk) ≤
n∑

j=1

m(Jj) ≤
∞∑

j=1

m(Jj)

が分かる．したがって，J, Jj ∈ I(R)の取り方から

m(I) − ε ≤
∞∑

j=1

m(Ij) + ε

となるが，ε > 0は任意であったことから，主張が従うことがわかる．
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(ii) 次にIを非有界，すなわちm(I) = ∞とする．任意のM > 0に対し

J = I ∩ (−M, M ] ∈ I(R), Jj = Ij ∩ (−M, M ] ∈ I(R)

とおくと，

Jj ∩ Jk = ∅ for j �= k, J =
∞∑

j=1

Jj ∈ I(R)

なので，(i)で示したこととJj ⊂ Ijから

m(J) =
∞∑

j=1

m(Jj) ≤
∞∑

j=1

m(Ij) ≤ ∞

となる．ここで，M → ∞とすると，
∞∑

j=1

m(Ij) = ∞

となって主張が従う．
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Step 3. d ≥ 2かつ有限和の場合を考える．(d − 1)次元での主張を仮定
して，d次元のときの主張を示せばよい．有限個の互いに素なIj ∈ I(Rd)が

I :=
n∑

j=1

Ij ∈ I(Rd)

を満たしているとする．これらは以下の形であるとしてよい：

Ij = (a(j), b(j)] × I ′j, I = (a, b] × I ′, I ′j, I ′ ∈ I(Rd−1).

このとき，分点a(1), b(1), . . . , a(n), b(n)から重複を除いて並べ替えたものを

a = a1 < b1 = a2 < b2 = · · · = al < bl = b

とし，各j = 1, . . . , nに対し

Ij =
∑

(ak,bk]×I ′j⊂Ij

(
(ak, bk] × I ′j

)
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と分割する．すると
l∑

k=1

(
(ak, bk] × I ′

)
= I =

n∑
j=1

∑
Jjk⊂Ij

(
(ak, bk] × I ′j

)
であることから，各k = 1, . . . , lに対しI ′ =

∑
Jjk⊂Ij

I ′jが成り立つ．した
がって，(d − 1)次元前測度をm′で表すことにすると，次の等式を得る：

m(I) = (b − a)m′(I ′) =
l∑

k=1

(bk − ak)m
′(I ′)

=
l∑

k=1

∑
Jjk⊂Ij

(bk − ak)m
′(I ′j) =

n∑
j=1

∑
Jjk⊂Ij

(bk − ak)m
′(I ′j)

=
n∑

j=1

(b(j) − a(j))m′(I ′j) =
n∑

j=1

m(Ij).
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Step 4. Step 3.の結果を利用して，Step 2.と同様に議論すればよい．
詳細は省略する．

命題 3.3. g : R → Rを単調非減少な右連続関数とし，関数mg : I(R) →
[0,∞]を

mg(I) = g(b) − g(a) for I = (a, b] ∈ I(R)

で定める．このとき，(R, I(R), mg)は前測度空間となる．

証明. 命題 3.2と同様に証明できるので，詳細は省略する．Step 2.の(i)

に対応する議論をする際，J, Jj ∈ I(R)の存在を保証するためにgの右連続
性が必要となることに注意せよ．

※ 多次元への拡張も可能である．
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§ 3.2 外測度

定義.関数m∗ : P(X) → [0,∞]がX上の外測度であるとは，

1. m∗(∅) = 0，

2. （単調性）任意のA, B ∈ P(X)に対して， A ⊂ Bならば

m∗(A) ≤ m∗(B),

3. （劣加法性）任意のA1, A2, . . . ∈ P(X)に対して，

m∗
( ∞⋃

j=1

Aj

)
≤

∞∑
j=1

m∗(Aj),

を満たすことである．
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定理 3.4. (X, I, m)を前測度空間とし，m∗ : P(X) → [0,∞]を

m∗(A) = inf
{ ∞∑

j=1

m(Ij); A ⊂
∞⋃

j=1

Ij, Ij ∈ I
}

for A ⊂ X

で定義する．このとき，m∗はX上の外測度であり，任意のI ∈ Iに対して
m∗(I) = m(I)

を満たす．

※ m∗をm（あるいは(X, I, m)）から誘導される外測度と呼ぶ．
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証明. Step 1. ここではm∗が外測度であることを示す．任意のA ⊂ Xに
対しm∗(A) ≥ 0であることは定義から分かる．また，∅ ⊂ ∅ ∈ Iに注意す
ると，

0 ≤ m∗(∅) ≤ m(∅) = 0

である．

次にA ⊂ Bとする．I1, I2, . . . ∈ IをB ⊂ ⋃∞j=1 Ijのようにとると，A ⊂⋃∞
j=1 Ijが成り立つので，

m∗(A) ≤
∞∑

j=1

m(Ij)

となる．右辺において下限を取るとm∗(A) ≤ m∗(B) が従う．
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またA1, A2, . . . ∈ P(X)とする．任意のε > 0に対し，Ijk ∈ Iを

Aj ⊂
∞⋃

k=1

Ijk,
∞∑

k=1

m(Ijk) ≤ m∗(Aj) +
ε

2j

となるように選ぶと，

m∗
( ∞⋃

j=1

Aj

)
≤

∞∑
j,k=1

m(Ijk) ≤
∞∑

j=1

m∗(Aj) + ε

が成り立つ．ε > 0は任意だったので，劣加法性も確かめることができた．
よってm∗はX上の外測度である．
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Step 2. 任意のI ∈ Iをとる．まずI ⊂ I ∈ Iであることから
m∗(I) ≤ m(I)

が成り立つ．逆の不等式を示そう．任意の覆い方I ⊂ ⋃∞j=1 Ij, Ij ∈ I, に
対し，有限個の互いに素なJkl ∈ I, l = 1, . . . , nk, が存在して，

I ∩ I1 = J11, (I ∩ Ik) \
(k−1⋃

j=1

(I ∩ Ij)

)
=

nk∑
l=1

Jkl for k ≥ 2

と書ける．Jkl, k = 1,2, . . . , l = 1, . . . , nk, は互いに素で，I =
∑

k,l Jkl

を満たすことに注意すると，mの完全加法性と補題 3.1より

m(I) =
∞∑

k=1

nk∑
l=1

m(Jkl) ≤
∞∑

k=1

m(Ik)

が成り立つ．ここで，右辺の下限を取れば，m(I) ≤ m∗(I)が従う．
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例 命題 3.2で与えられた前測度空間(Rd, I(Rd), m)から誘導される外測
度m∗をLebesgue外測度と呼ぶ．

例えば，d = 1のときは，任意のA ⊂ Rに対し

m∗(A) = inf
{ ∞∑

j=1

(bj − aj); A ⊂
∞⋃

j=1

(aj, bj], −∞ ≤ aj ≤ bj ≤ ∞
}

と書ける．特に，任意のI = (a, b] ∈ Iに対し
m∗(I) = m(I) = b − a

が成り立つ．

問 A ⊂ Rが高々可算集合であれば，m∗(A) = 0となることを示せ．
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命題 3.5.上のm∗(A)の表示は区間の種類に依らない．すなわち，例えば，

m∗(A) = inf
{ ∞∑

j=1

(bj − aj); A ⊂
∞⋃

j=1

(aj, bj), −∞ ≤ aj ≤ bj ≤ ∞
}

が成り立つ．

証明. 主張の等式の右辺をm∗
1(A)とおく．任意の被覆A ⊂ ⋃∞j=1(aj, bj)を

とる．このとき，A ⊂ ⋃∞j=1(aj, bj]であるので，

m∗(A) ≤
∞∑

j=1

(bj − aj)

が成り立つ．右辺で下限をとることで

m∗(A) ≤ m∗
1(A)

を得る．
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次に，任意のε > 0に対し，被覆A ⊂ ⋃∞j=1(aj, bj]を

∞∑
j=1

(bj − aj) ≤ m∗(A) + ε

となるようにとる．すると，A ⊂ ⋃∞j=1(aj, bj +2−jε)が成り立つことから

m∗
1(A) ≤

∞∑
j=1

(bj + 2−jε − aj) ≤ m∗(A) + 2ε

であり，ε > 0が任意であったことから，

m∗
1(A) ≤ m∗(A)

を得る．

※ 閉区間を用いた場合の証明も同様である．さらに一般の次元dでも同様
の結果が成立する．
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例 命題 3.3で与えられる前測度空間 (R, I(R), mg)から誘導される外測
度m∗

gをLebesgue–Stieltjes外測度と呼ぶ．

例えば，任意のA ⊂ Rに対し

m∗
g(A) = inf

{ ∞∑
j=1

(g(bj) − g(aj));

A ⊂
∞⋃

j=1

(aj, bj], −∞ ≤ aj ≤ bj ≤ ∞
}

と書ける．特に，任意の(a, b] ∈ I(R)に対し

m∗
g((a, b]) = mg((a, b]) = g(b) − g(a)

が成り立つ．
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§ 3.3 測度空間の構成

定理 3.6. m∗ : P(X) → [0,∞]を外測度とし，

L =
{
E ⊂ X; ∀A ⊂ X m∗(A) = m∗(A ∩ E) + m∗(A ∩ Ec)

}
,

μ = m∗|L : L → [0,∞]

とおく．このとき，(X,L, μ)は測度空間となる．また任意のN ⊂ Xに対し，

m∗(N) = 0 ⇒ N ∈ L
が成り立ち，このことから特に，(X,L, μ)は完備となる．

※ Lの元を（Carathéodoryの意味での）m∗可測集合と呼ぶ．

※ 一般に任意のE, A ⊂ Xに対して，外測度の劣加法性から，

m∗(A) ≤ m∗(A ∩ E) + m∗(A ∩ Ec)

が成立する．よって，E ∈ Lを示すためには≥を確かめれば十分である．
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証明. Step 1. ∅ ∈ Lであること，および，任意のE ∈ Lに対しEc ∈ L
が成り立つことは，m∗可測性の定義からすぐにわかる．

次に，任意のE, F ∈ Lに対して，E ∩ F ∈ Lが成り立つことを示す．任意
のA ⊂ Xに対して，外測度の劣加法性とm∗可測性の定義により，

m∗(A ∩ (E ∩ F )
)
+ m∗(A ∩ (E ∩ F )c

)
= m∗(A ∩ E ∩ F

)
+ m∗(A ∩ [Ec + (E ∩ Fc)]

)
≤ m∗((A ∩ E) ∩ F

)
+ m∗(A ∩ Ec) + m∗((A ∩ E) ∩ Fc

)
= m∗(A ∩ E) + m∗(A ∩ Ec)

= m∗(A)

が成り立つ．これはE ∩ F ∈ Lを意味する．

122

Step 2. 次に，Lが完全加法族であることを示そう．完全加法性のみを確
かめればよい．E1, E2, . . . ∈ Lとし，E =

⋃∞
j=1 Ejとおく．このとき，

F1 = E1, Fn = En \
(n−1⋃

j=1

Ej

)
for n ≥ 2

とおくと，これらは互いに素であり，またStep 1.によりFj ∈ Lである．今，
任意のA ⊂ Xに対し，外測度の劣加法性より，

m∗(A ∩ E) + m∗(A ∩ Ec) ≤
∞∑

j=1

m∗(A ∩ Fj) + m∗(A ∩ Ec)

である．このことから，任意のA ⊂ Xと任意のn ≥ 1に対して
n∑

j=1

m∗(A ∩ Fj) + m∗(A ∩ Ec) ≤ m∗(A) (♠)

が成り立つことを示せばよい．
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(♠)を示す．まず，n = 1のときは

m∗(A ∩ F1) + m∗(A ∩ Ec) ≤ m∗(A ∩ F1) + m∗(A ∩ Fc
1) = m∗(A)

である．また，あるn ≥ 1で(♠)が成立しているとすると，
n+1∑
j=1

m∗(A ∩ Fj) + m∗(A ∩ Ec)

= m∗(A ∩ Fn+1)

+
n∑

j=1

m∗(A ∩ Fc
n+1 ∩ Fj) + m∗(A ∩ Fc

n+1 ∩ Ec)

≤ m∗(A ∩ Fn+1) + m∗(A ∩ Fc
n+1) = m∗(A)

である．よって，数学的帰納法により，(♠)が示された．
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Step 3. μがL上の測度であることを示す．まず
μ(∅) = m∗(∅) = 0

である．次にE1, E2, . . . ∈ Lを互いに素とし，E =
∑∞

j=1 Ejとおく．まず，
m∗の劣加法性から

μ(E) = m∗(E) ≤
∞∑

j=1

m∗(Ej) =
∞∑

j=1

μ(Ej)

である．一方，(♠)をA = E, Fj = Ejに対して適用すると，任意のn ∈ N

に対し

μ(E) = m∗(E) ≥
n∑

j=1

m∗(Ej) =
n∑

j=1

μ(Ej) ∴ μ(E) ≥
∞∑

j=1

μ(Ej)

を得る．よってμは完全加法的である．以上によりμは測度であることが示
された．
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Step 4. 最後の主張を示す．N ⊂ Xかつm∗(N) = 0とする．このとき，
m∗の単調性から

m∗(A ∩ N) + m∗(A ∩ Nc) ≤ m∗(N) + m∗(A) = m∗(A)

である．よってN ∈ Lがわかった．また
E ∈ L, μ(E) = 0, F ⊂ E

とする．このとき，

0 ≤ m∗(F ) ≤ m∗(E) = μ(E) = 0

なので，m∗(F ) = 0である．よって，上に示したことからF ∈ Lとなり，
(X,L, μ)は完備である．
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定理 3.7. (X, I, m)を前測度空間，m∗をmから誘導される外測度とし，
(X,L, μ)をm∗が生成する完備測度空間とする．このとき，

I ⊂ L かつ μ(I) = m(I) for all I ∈ I (♥)

が成り立つ．

※ 定理 3.7と後述の定理 3.8を合わせると，Hopfの拡張定理と呼ばれる
ものを含んでいる．本講義ではHopfの拡張定理そのものには触れない．
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証明. 任意のI ∈ Iをとる．また，任意のA ⊂ Xをとり，一つの覆い方

A ⊂
∞⋃

j=1

Ij, Ij ∈ I

をとる．各j ∈ Nに対し，互いに素なあるJj1, . . . , Jjnj
∈ Iが存在して

Ij ∩ Ic =

nj∑
k=1

Jjk

と書ける．すると，

A ∩ I ⊂
∞⋃

j=1

(Ij ∩ I), A ∩ Ic ⊂
∞⋃

j=1

(Ij ∩ Ic) =
∞⋃

j=1

nj∑
k=1

Jjk

および

Ij = (Ij ∩ I) + (Ij ∩ Ic) = (Ij ∩ I) +

nj∑
k=1

Jjk
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に注意して，m∗の定義とmの完全加法性により

m∗(A ∩ I) + m∗(A ∩ Ic) ≤
∞∑

j=1

m(Ij ∩ I) +
∞∑

j=1

nj∑
k=1

m(Jjk)

=
∞∑

j=1

m(Ij)

が従う．右辺においてAの覆い方に関する下限をとると

m∗(A ∩ I) + m∗(A ∩ Ic) ≤ m∗(A)

であり，よってI ∈ Lとなる．

また，μの定義と定理 3.4によれば，任意のI ∈ Iに対し
μ(I) = m∗(I) = m(I)

が成り立つ．
129

定義. (X, I, m)を前測度空間とし，それから定理 3.7によって構成される完
備な拡張測度空間を(X,L, μ)とする．また，μσ = μ|σ(I)とおくと，制限

(X, σ(I), μσ) ⊂ (X,L, μ)

もまた(X, I, m)の拡張測度空間である．本講義では，以下の用語を導入する．

1. (X,L, μ)を(X, I, m)のCarathéodoryの方法による完備拡張と呼ぶ
ことにする．

2. (X, σ(I), μσ)を (X, I, m)のCarathéodoryの方法による極小拡張
と呼ぶことにする．
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§ 3.4 最小拡張の一意存在

定義.前測度空間(X, I, m)がσ有限であるとは，高々可算個のX1, X2, . . . ∈
Iが存在して，以下を満たすことである：

X =
⋃
j

Xj, m(Xj) < ∞.

また，測度空間(X,B, μ)がσ有限であるとは，前測度空間としてσ有限であ
ることとする．

問. 1. 上のXjは初めから互いに素としてもよい．これを示せ．

2. 測度空間(X,B, μ)がσ有限であるとき，上のXjは初めから単調非減少
としてもよい．これを示せ．
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定理 3.8. (X, I, m)を σ有限な前測度空間とし，そのCarathéodoryの
方法による極小拡張を (X, σ(I), μσ)とする．このとき，(X, σ(I), μσ)は
(X, I, m)を含む最小の測度空間である．すなわち，mのσ(I)上への拡張
測度は一意的である．

証明. νをmの任意の拡張測度とする．任意のE ∈ σ(I)に対して

ν(E) = μ(E)

が成り立つことを示せばよい．
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まず，任意の覆い方

E ⊂
∞⋃

j=1

Ij, Ij ∈ I,

に対し

ν(E) ≤
∞∑

j=1

ν(Ij) =
∞∑

j=1

m(Ij)

が成り立つので，右辺において覆い方に関する下限をとると

ν(E) ≤ m∗(E) = μ(E)

を得る．
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一方，σ有限性の定義に現れるような互いに素なXj ∈ Iをとって

Yk =
k∑

j=1

Xj ∈ σ(I)

とおく．上の結果から

ν(Yk) − ν(Yk ∩ E) = ν(Yk \ E)

≤ μ(Yk \ E) = μ(Yk) − μ(Yk ∩ E)

であり，ν(Yk) = μ(Yk) < ∞と合わせて，
μ(Yk ∩ E) ≤ ν(Yk ∩ E)

を得る．E ∩ Ykはkの関して単調非減少なので，結局

μ(E) = lim
k→∞

μ(E ∩ Yk) ≤ lim
k→∞

ν(E ∩ Yk) = ν(E)

が従う．
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§ 3.5 最小完備拡張の一意存在

定理 3.9. (X, I, m)をσ有限な前測度空間とし，そのCarathéodoryの方
法による完備拡張を(X,L, μ)とする．このとき，(X,L, μ)は(X, I, m)を
含む最小の完備測度空間である．すなわち，(X,L, μ)はCarathéodoryの
方法による極小拡張(X, σ(I), μσ)の完備化に一致する．

証明. 最後の主張を示す．(X, σ(I), μσ)の完備化を(X,M, ν)と書くと，そ
の最小性により

(X,M, ν) ⊂ (X,L, μ)

である．よってあとはL ⊂ Mを示せばよい．
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E ∈ Lとする．σ有限性の定義に現れるXj ∈ Iをとって，E ∩ Xj ∈ Mが
示せばよいが，このとき

E ∩ Xj ∈ L, μ(E ∩ Xj) ≤ μ(Xj) = m(Xj) < ∞
となることに注意すると，はじめからμ(E) < ∞として一般性を失わない．
E ∈ Mを示すためには，完備化の定義より，あるF, G ∈ σ(I)で

F ⊂ E ⊂ G, μσ(G \ F ) = 0

を満たすものを構成すればよい．まずGを構成する：各j = 1,2, . . .に対し
てあるIjk ∈ I, k = 1,2, . . . , が存在して

E ⊂
∞⋃

k=1

Ijk,
∞∑

k=1

m(Ijk) ≤ m∗(E) + j−1 = μ(E) + j−1

が成り立つ．そこで，

G =
∞⋂

j=1

Gj ∈ σ(I); Gj =
∞⋃

k=1

Ijk ∈ σ(I),
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とおくと，E ⊂ Gであり，E, G, Gj ∈ L, μ(E) < ∞より
μ(G \ E) = μ(G) − μ(E) ≤ μ(Gj) − μ(E) ≤ j−1

となる．以上をまとめて，あるG ∈ σ(I) ⊂ Lで
E ⊂ G, μ(G \ E) = 0

を満たすものが構成できた．同様の議論をG \ E ∈ Lに対して繰り返すと，
あるN ∈ σ(I) ⊂ Lで

G \ E ⊂ N, μ(N \ (G \ E)) = 0

を満たすものが構成できる．さて今，F = G \ N ∈ σ(I)とおくと，

F ⊂ G \ (G \ E) = E

であり，さらに

μσ(G \ F ) = μ(G \ F ) = μ(G \ E) + μ(E \ F )

= μ(E \ (G \ N)) = μ(N \ (G \ E)) = 0

となる．よって求めるべきF, G ∈ σ(I)が構成できた．
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§ 3.6 Lebesgue測度空間

定義 3.10. (Rd, I(Rd), m)を命題 3.2の前測度空間とする．この前測度空
間のCarathéodoryの方法による極小拡張，完備拡張をそれぞれ

(Rd,B(Rd), μB), (Rd,L(Rd), μL)

で表し，特に後者をLebesgue測度空間と呼ぶ．

定義 3.11. (R, I(R), mg)を命題 3.3の前測度空間とする．この前測度空
間のCarathéodoryの方法による極小拡張を

(R,B(R), μg)

で表し，これをLebesgue–Stieltjes測度空間と呼ぶ．

※ これらがそれぞれ例 2.4，2.11および2.5の測度空間と同一のものと
なっていることは，定理 3.8と3.9からわかる．例 2.8，2.9も参照せよ．
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本節では以下，Lebesgue測度空間の基本的な性質について述べる．

定義. Xを位相空間とする．

• G ⊂ XがGδ集合であるとは，高々可算個の開集合G1, G2, . . . ⊂ Xを
用いてG =

⋂
j Gjと表されることである．

• F ⊂ XがFσ集合であるとは，高々可算個の閉集合F1, F2, . . . ⊂ Xを
用いてF =

⋃
j Fjと表されることである．

• G ⊂ XがGδσ集合であるとは，高々可算個のGδ集合G1, G2, . . . ⊂ X

を用いてG =
⋃

j Gjと表されることである．

• ．．．以下同様とする．
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定理 3.12 (Lebesgue測度の正則性).任意のE ⊂ Rdに対して，以下は
互いに同値である：

1. E ∈ L(Rd)；

2. 任意のε > 0に対してある開集合G ⊃ Eが存在してm∗(G \ E) < ε；

3. あるGδ集合G ⊃ Eが存在してm∗(G \ E) = 0；

4. あるGδ集合GとLebesgue零集合Nが存在してE = G \ N；

5. 任意のε > 0に対してある閉集合F ⊂ Eが存在してm∗(E \ F ) < ε；

6. あるFσ集合F ⊂ Eが存在してm∗(E \ F ) = 0；

7. あるFσ集合FとLebesgue零集合Nが存在してE = F ∪ N．
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証明. (1. ⇒ 2.) ε > 0とする．En = E ∩ (−n, n]dとおく．命題 3.5に
よりある開区間Inj ⊂ Rdが存在して

En ⊂
∞⋃

j=1

Inj,
∞∑

j=1

|Inj| < m∗(En) +
ε

2n

とできる．よってGn =
⋃

j Inj, G =
⋃

n Gnとおけば，Gは開集合であり，
m∗の劣加法性およびEn ∈ L(Rd), m∗(En) < ∞に注意して，

m∗(G \ E) ≤
∞∑

n=1

m∗(Gn \ E) ≤
∞∑

n=1

m∗(Gn \ En)

=
∞∑

n=1

(
m∗(Gn) − m∗(En)

)

≤
∞∑

n=1

( ∞∑
j=1

|Inj| − m∗(En)

)
< ε

を得る．
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(2. ⇒ 3.) 2.により，開集合Gj ⊂ Rdでm∗(Gj \ E) < j−1を満たすも
のが存在する．G =

⋂
j Gjとおけば，GはGδ集合であり，任意のjに対し

0 ≤ m∗(G \ E) ≤ m∗(Gj \ E) ≤ j−1

が成り立つ．j → ∞として，3.が従う．

(3. ⇒ 4.) 3.のGδ集合GをとってN = G \ Eとおけば，4.が従う．

(4. ⇒ 1.) G ∈ B(Rd) ⊂ L(Rd)およびN ∈ L(Rd)から1.が分かる．

(1. ⇒ 5.) ε > 0とする．2.により，Ec ∈ L(Rd)に対して開集合Gを
m∗(G \ Ec) < εを満たすようにとる．すると閉集合F = Gcに対して

m∗(E \ F ) = m∗(G \ Ec) < ε

が成り立つ．

(5. ⇒ 6. ⇒ 7. ⇒ 1.) 2. ⇒ 3. ⇒ 4. ⇒ 1.と同様に議論することがで
きるので，証明を省略する．
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C(Rd)をRd上のC値連続関数全体の集合とし，

C0(R
d) =

{
φ ∈ C(Rd); suppφ � Rd

}
とおく．ただし，suppφは

suppφ =
{
x ∈ Rd; φ(x) �= 0

}
で定義されるRdの部分集合で，φの台と呼ばれる．

系 3.13. f : Rd → CをLebesgue可積分関数とする．このとき，任意の
ε > 0に対して，あるφ ∈ C0(R

d)が存在して∫
Rd

|f − φ|dμ < ε

が成り立つ．

※ さらにφをC∞
0 (Rd) := C∞(Rd)∩C0(R

d)からとることもできる．こ
の事実は軟化子を用いて証明される．
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証明. Step 1. まず，ある有界なE ∈ L(Rd)を用いて

f = χE

と書ける場合を考える．定理 3.12から，ある有界閉集合Fと有界開集合G

が存在して

F ⊂ E ⊂ G, μ(G \ F ) = m∗(G \ F ) < ε

となる．そこで，例えば，φ ∈ C0(R
d)を

φ(x) =
dist(x, Gc)

dist(x, F ) + dist(x, Gc)

で定める．すると，F上でφ = 1かつGc上でf = 0であることから，∫
Rd

|f − φ|dμ =
∫
G\F

|f − φ|dμ ≤
∫
G\F

1dμ = μ(G \ F ) < ε

が成り立つ．よって主張が従う．
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Step 2. 次に，ある測度有限なE ∈ L(Rd)を用いて

f = χE

と書ける場合を考える．任意の ε > 0をとる．En = E ∩ (−n, n]dとおく．
n → ∞のとき，χEを優関数としてLebesgue収束定理を用いると，∫

Rd
|χE − χEn|dμ → 0

となるので，十分大きなn ≥ 0に対し∫
Rd

|χE − χEn|dμ < ε

が成り立つ．するとStep 1.の結果から，φ ∈ C0(R
d)を適当に選んで∫

Rd
|χE − φ|dμ ≤

∫
Rd

|χE − χEn|dμ +
∫
Rd

|χEn − φ|dμ < 2ε

とすることができる．したがって，主張が従う．
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Step 3. fが非負値可積分関数の場合を考える．任意の ε > 0をとる．積
分の定義から，ある単関数

g =
N∑

j=1

αjχEj
; αj ∈ (0,∞), Ej ∈ L(Rd), μ(Ej) < ∞,

が存在して

0 ≤ g ≤ f,
∫
Rd

|f − g|dμ < ε

とできる．Step 2.の結果より，任意のδ > 0に対し，φj ∈ C0(R
d)を∫

Rd
|χEj

− φj|dμ < δ for j = 1, . . . , N

のようにとって，

φ =
N∑

j=1

αjφj ∈ C0(R
d)
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とおく．すると，∫
Rd

|f − φ|dμ ≤
∫
Rd

|f − g|dμ +
N∑

j=1

αj

∫
Rd

|χEj
− φj|dμ

< ε + δ
N∑

j=1

αj

となるので，αjに応じてδ > 0を十分小さく選んでおくことで，∫
Rd

|f − φ|dμ < 2ε

とできる．よって主張が従う．

Step 4. 一般の可積分関数fに対しては，fの実部と虚部それぞれの正の
部分と負の部分に対して，Step 3.の結果を適用すればよい．
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§ 3.7 直積測度空間

定理 3.14. (X,B, μ), (Y, C, ν)をσ有限な測度空間とし，

B ⊗ C = σ(B × C); B × C =
{
E × F ⊂ X × Y ; E ∈ B, F ∈ C

}
,

とおく．このとき，(X × Y,B ⊗ C)上の測度μ ⊗ νで

(μ ⊗ ν)(E × F ) = μ(E)ν(F ) for all E × F ∈ B × C
を満たすものが一意的に存在する．

※ (X × Y,B ⊗ C, μ ⊗ ν)を直積測度空間と呼ぶ．また，その完備化を完
備直積測度空間と呼び，(X × Y,B⊗C, μ⊗ ν)であらわす．
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証明. B × Cが集合半代数であることにはすぐに確かめられる．今，
m(E × F ) = μ(E)ν(F ) for E × F ∈ B × C

によりm : B × C → [0,∞]を定めると，これは前測度となることを示す．

m(∅) = 0は自明である．また高々可算個の互いに素なEj × Fj ∈ B × Cが∑
j

(Ej × Fj) = E × F ∈ B × C

を満たしているとする．このとき，

χE(x)χF (y) =
∑
j

χEj
(x)χFj

(y) for (x, y) ∈ X × Y

である．これをx ∈ X, y ∈ Y について順次積分すると，単調収束定理より，

m(E × F ) = μ(E)ν(F ) =
∑
j

μ(Ej)ν(Fj) =
∑
j

m(Ej × Fj)

が従う．
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前測度空間(X × Y,B × C, m)がσ有限であることを示す．集合列Xj ∈ B,

Yj ∈ Cを
X =

⋃
j

Xj, μ(Xj) < ∞, Y =
⋃
j

Yj, ν(Yj) < ∞,

のようにとる．するとZjk = Xj × Yk ∈ B × Cは
X × Y =

⋃
j,k

Zjk, m(Zjk) < ∞

を満たす．

さて今，(X × Y,B× C, m)のCarathéodoryの方法によって得られる極小
拡張を(X × Y,B ⊗ C, μ ⊗ ν)とする．このとき定理 3.8により，これは最
小の拡張測度空間であり，したがって一意的である．
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命題 3.15. p, q ∈ Nとする．p, q次元Lebesgue測度空間の完備直積は，
(p + q)次元Lebesgue測度空間に一致する：(

Rp × Rq,L(Rp)⊗L(Rq), μp ⊗μq

)
=
(
Rp+q,L(Rp+q), μp+q

)
.

ただし，ここではd次元Lebesgue測度をμdで表すことにする．

証明. まず，
(
Rp × Rq,L(Rp)⊗L(Rq), μp ⊗μq

)
は完備であり，かつ，

I(Rp) × I(Rq) ⊂ L(Rp)⊗L(Rq),

(μp ⊗μq)(I × J) = mp(I)mq(J) for all I × J ∈ I(Rp) × I(Rq)

が成り立つので，
(
Rp+q,L(Rp+q), μp+q

)
の最小性から(

Rp+q,L(Rp+q), μp+q

)
⊂
(
Rp × Rq,L(Rp)⊗L(Rq), μp ⊗μq

)
である．ただし上ではI(Rd)上の前測度をmdで表した．
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逆の包含関係の証明の概略を与える．L(Rp)×L(Rq) ⊂ L(Rp+q)を示せば
十分であることが分かる．そこで任意のE × E′ ∈ L(Rp) × L(Rq)をとる．
このとき，あるF, G ∈ B(Rp)およびF ′, G′ ∈ B(Rq)が存在して

F ⊂ E ⊂ G, μp(G \ F ) = 0, F ′ ⊂ E′ ⊂ G′, μq(G
′ \ F ′) = 0

が成り立つ．すると，簡単な論証によりF × F ′, G×G′ ⊂ B(Rp+q)が示さ
れ，また明らかに

F × F ′ ⊂ E × E′ ⊂ G × G′

である．さらに

(G × G′) \ (F × F ′) ⊂ [(G \ F ) × G′] ∪ [G × (G′ \ F ′)]
の右辺において，その外測度を(Rd, I(Rd), md)のσ有限性に注意して計算
すると

μp+q

(
(G × G′) \ (F × F ′)

)
= 0

が示せる．以上のことより，E × E′ ∈ L(Rp+q)が従う．
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定理 3.16. (X,B, μ), (Y, C, ν), (Z,D, λ)をσ有限な測度空間とすると，

(B ⊗ C) ⊗D = B ⊗ (C ⊗ D), (μ ⊗ ν) ⊗ λ = μ ⊗ (ν ⊗ λ)

が成り立つ．さらに

(B ⊗ C)⊗D = (B⊗C)⊗D = B⊗ (C ⊗D) = B⊗ (C ⊗ D),

(μ ⊗ ν)⊗λ = (μ⊗ ν)⊗λ = μ⊗ (ν ⊗λ) = μ⊗ (ν ⊗ λ)

が成り立つ．（※ よって括弧は省略してよい．）
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証明. 概略のみ与える．前半については，まず定理 3.14と同様に

m(E × F × G) = μ(E)ν(F )λ(G) for E × F × G ∈ B × C × D
と定め，(X×Y ×Z,B×C×D, m)が前測度空間となることを確かめる．あ
とは，これのCarathéodoryの方法による極小拡張の最小性（定理 3.8）と，

σ(B × C × D) = σ((B ⊗ C) ×D) = σ(B × (C ⊗ D))

に注意すればよい．

後半については，まず(X ×Y ×Z,B×C×D, m)のCarathéodoryの方法
による完備拡張が，その最小性（定理 3.9）により，主張の4つの完備測度空
間に含まれることを示す．逆の包含関係は命題 3.15と同様に示される．
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§ 3.8 Fubini–Tonelliの定理

この小節では常に，(X,L, λ), (Y,M, μ)をσ有限な完備測度空間とする．

定理 3.17 (Tonelli). f : X × Y → [0,∞]をL⊗M可測関数とする．

1. μ-a.e. y ∈ Y に対しf(·, y)はL可測関数であり，λ-a.e. x ∈ Xに対し
f(x, ·)はM可測関数である；

2.
∫
X

f(x, ·) dλ(x)はM可測であり，
∫
Y

f(·, y) dμ(y)はL可測である；

3. 次の等式が成り立つ（※ ∞の場合も含めて成立することに注意せよ）：∫
X×Y

f(x, y) d(λ⊗μ)(x, y) =
∫
Y

(∫
X

f(x, y) dλ(x)
)
dμ(y)

=
∫
X

(∫
Y

f(x, y) dμ(y)
)
dλ(x).
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定理 3.18 (Fubini). f : X × Y → Cをλ⊗μ可積分関数とする．

1. μ-a.e. y ∈ Y に対しf(·, y)はλ可積分であり，λ-a.e. x ∈ Xに対し
f(x, ·)はμ可積分である；

2.
∫
X

f(x, ·) dλ(x)はμ可積分であり，
∫
Y

f(·, y) dμ(y)はλ可積分である；

3. 次の等式が成り立つ：∫
X×Y

f(x, y) d(λ⊗μ)(x, y) =
∫
Y

(∫
X

f(x, y) dλ(x)
)
dμ(y)

=
∫
X

(∫
Y

f(x, y) dμ(y)
)
dλ(x).

証明. f ≥ 0の場合に帰着され，あとは定理 3.17を用いればよい．

※ Tonelliの定理，Fubiniの定理そして下のFubini–Tonelliの定理のい
ずれにおいても，注意 2.25の規約を暗に用いている．
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系 3.19 (Fubini–Tonelli). fをλ⊗μ可測関数とする．もし∫
Y

(∫
X
|f(x, y)|dλ(y)

)
dμ(x),

∫
X

(∫
Y
|f(x, y)|dμ(y)

)
dλ(x)

のいずれかが有限であれば，fはλ⊗μ可積分であり，以下が成り立つ：∫
X×Y

f(x, y) d(λ⊗μ)(x, y) =
∫
Y

(∫
X

f(x, y) dλ(x)
)
dμ(y)

=
∫
X

(∫
Y

f(x, y) dμ(y)
)
dλ(x).

証明. Tonelliの定理から前半の主張が従う．後半は明らかである．

※ 与えられた具体的な積分に対し，Fubiniの定理を適用して，逐次積分で
計算するには，まず可積分性を確かめる必要があり，そのためにはTonelli

の定理を利用するのが有効である．Tonelliの定理も上の系もすべてまとめ
て単にFubiniの定理と呼ぶこともある．
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◦ Tonelliの定理の証明

補題 3.20.任意の部分集合族A ⊂ P(X)に対し，以下を満たす最小の部分
集合族M ⊂ P(X)が存在する．

1. A ⊂ M；

2. A, B ∈ MかつA ∩ B = ∅ならば，A + B ∈ M；

3. A1, A2, . . . ∈ MかつA1 ⊂ A2 ⊂ · · · ならば，⋃∞n=1 An ∈ M；

4. A1, A2, . . . ∈ MかつA1 ⊃ A2 ⊃ · · · ならば，⋂∞n=1 An ∈ M．

証明. 命題 2.2と同様に示すことができるので，証明を省略する．

※ 以下，補題 3.20のようなMをM(A)で表す．
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補題 3.21. I ⊂ P(X)を集合半代数とすると，

M(I) = σ(I)

が成り立つ．

※ 通常は有限加法族および単調族を導入し，単調族定理を引用することが
多い．参考書等の議論も参照せよ．

証明. Step 1. σ(I)は補題 3.20の条件1.–4.でA = Iとしたものを当
然満たすので，M(I)の最小性から

M(I) ⊂ σ(I)

が従う．よって逆向きの包含関係を示せばよく，そのためにはM(I)が完全
加法族であることを確かめればよい．
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Step 2. まず任意のI ∈ IとA ∈ M(I)に対しI ∩ A ∈ M(I)であるこ
とを示す．任意のI ∈ Iに対し

NI =
{
A ∈ M(I); I ∩ A ∈ M(I)

}
とおいて，M(I) ⊂ NIが成り立つことを示せばよい．そのために，NIが補
題 3.20の条件1.–4.でA = Iとしたものを満たすことを確かめよう．

まず，任意のJ ∈ Iに対して，
J ∈ I ⊂ M(I), I ∩ J ∈ I ⊂ M(I)

なので，J ∈ M(I)，すなわちI ⊂ NIが成り立つ．
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また，任意の互いに素なA, B ∈ NIに対し，A, I ∩ A, B, I ∩ B ∈ M(I)に
注意すると，

A + B ∈ M(I), I ∩ (A + B) = (I ∩ A) + (I ∩ B) ∈ M(I)

が成り立つ．よってA + B ∈ M(I)である．

さらにA1, A2, . . . ∈ NIかつA1 ⊂ A2 ⊂ · · · とすると，上と同様に考えて，
∞⋃

j=1

Aj ∈ M(I), I ∩
( ∞⋃

j=1

Aj

)
=

∞⋃
j=1

(I ∩ Aj) ∈ M(I)

なので，⋃∞j=1 Aj ∈ Nである．

A1, A2, . . . ∈ NIかつA1 ⊃ A2 ⊃ · · · に対しても同様に議論できる．

以上により，NIが補題 3.20の条件1.–4.でA = Iとしたものを満たすこ
とが分かり，したがってM(I)の最小性から，M(I) ⊂ NIが従う．
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Step 3. 次に，任意のA, B ∈ M(I)に対しA∩B ∈ M(I)であることを
示す．Step 2.と同様に，任意のA ∈ M(I)に対し

ÑA =
{
B ∈ M(I); A ∩ B ∈ M(I)

}
とおいて，M(I) ⊂ ÑAとなることを示せばよく，そのためには，ÑAに対
し，補題 3.20の条件1.–4.でA = Iとしたものを確かめればよい．

しかし，Step 2.の結果から，I ⊂ ÑAが従い，残りの2.–4.もStep 2.と
同様に示すことができる．よって，M(I)の最小性からM(I) ⊂ ÑAを得る．
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Step 4. 最後に，任意のA ∈ M(I)に対しAc ∈ M(I)であることを示
す．Steps 2.,3.と同様に

Nc =
{
A ∈ M(I); Ac ∈ M(I)

}
とおいて，M(I) ⊂ Ncとなることを示せばよい．

まず任意のI ∈ Iに対し，ある有限個の互いに素なJ1, . . . , Jn ∈ I ⊂ M(I)

が存在して

I ∈ I ⊂ M(I), Ic = J1 + · · · + Jn ∈ M(I)

が成り立つので，I ⊂ Ncである．
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また，A, B ∈ NcかつA ∩ B = ∅とすると，A, B, Ac, Bc ∈ M(I)および
Step 3.の結果に注意して，

A + B ∈ M(I), (A + B)c = Ac ∩ Bc ∈ M(I),

すなわち，A + B ∈ Ncである．

A1, A2, . . . ∈ NcかつA1 ⊂ A2 ⊂ · · · とすると，Aj, A
c
j ∈ M(I)および

Ac
1 ⊃ Ac

2 ⊃ · · · に注意して，
∞⋃

j=1

Aj ∈ M(I),
( ∞⋃

j=1

Aj

)c
=

∞⋂
j=1

Ac
j ∈ M(I)

となる．よって⋃∞j=1 Aj ∈ Ncである．

A1, A2, . . . ∈ NcかつA1 ⊃ A2 ⊃ · · · に対しても同様に議論できる．

以上により，M(I)は完全加法族であることを確かめられ，よって補題の主
張が従う．
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補題 3.22. G ∈ L⊗Mとする．定義関数f = χGに対してTonelliの定理
（定理 3.17）の主張が成立する．

証明. 主張はx, y変数について対称なため，一方に対してのみ示す．

Step 1. 任意のG ∈ L⊗Mとy ∈ Y に対し，χG(·, y)はL可測関数であ
ることを示す．そのためには

S =
{
S ⊂ X × Y ; χS(·, y)はL可測関数

}
とおいて，L ×M ⊂ SかつSは完全加法族となることを示せばよい．実際
このとき，

L ⊗M = σ(L ×M) ⊂ S
が成り立ち，したがって確かにχG(·, y)はL可測となる．
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上の主張を示そう．まず，任意のE × F ∈ L ×Mに対し，

χE×F (·, y) = χE(·)χF (y)

なので，これは確かにL可測であり，よってE ×F ∈ Sである．これから特
に∅ ∈ Sも従う．

また，S ∈ Sとすると
χSc(·, y) = 1 − χS(·, y)

であり，これはL可測である．よってSc ∈ Sである．

さらに，S1, S2, . . . ∈ Sとすると，
χ⋃∞

j=1 Sj
(·, y) = lim

n→∞χ⋃n
j=1 Sj

(·, y)
となる．右辺は各点で単調非減少なので必ず極限が存在することに注意せよ．
するとこれはL可測である．よって⋃∞j=1 Sj ∈ Sが分かる．
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Step 2. 次に任意のG ∈ L⊗Mに対し，
∫
X

χG(x, ·) dλ(x)がM可測関
数となることを示す．

Xのσ有限性の定義に現れる互いに素なXj ∈ Lをとって，

G =
∞∑

j=1

Gj; Gj := G ∩ (Xj × Y ),

と分割する．もし
∫
X

χGj
(x, ·) dλ(x)がM可測なら，単調収束定理により

∫
X

χG(x, ·) dλ(x) =
∞∑

j=1

∫
X

χGj
(x, ·) dλ(x)

と書けるので，主張が従う．よってここではλ(X) < ∞としてよい．
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今，

S =
{
S ∈ L ⊗M;

∫
X

χS(x, ·) dλ(x)はM可測関数
}

とおいてL⊗M ⊂ Sを示そう．L×Mが集合半代数であることと命題 3.21
によれば，M(L × M) ⊂ Sを示せばよく，そのためには，補題 3.20の条
件1.–4.をM = S, I = L ×Mとして確かめればよい．

今，L ×M ⊂ Sは明らかであり，また条件2.も明らかである．さらに

Sj, Tj ∈ S, S1 ⊂ S2 ⊂ · · · , T1 ⊃ T2 ⊃ · · ·
とすると，λ(X) < ∞とLebesgue収束定理より，∫

X
χ⋃

j Sj
(x, ·) dλ(x) = lim

j→∞

∫
X

χSj
(x, ·) dλ(x),∫

X
χ⋂

j Tj
(x, ·) dλ(x) = lim

j→∞

∫
X

χTj
(x, ·) dλ(x),

である．よって条件3.,4.も確かめられた．
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Step 3. さらに，任意のG ∈ L ⊗Mに対し∫
X×Y

χG(x, y) d(λ ⊗ μ)(x, y) =
∫
Y

(∫
X

χG(x, ·) dλ(x)
)
dμ(y)

が成り立つ．これはStep 2.と同様に示されるので，以下に概要のみ与える．
まず，σ有限性の定義に現れる互いに素なXj ∈ L, Yk ∈ Mを用いて

G =
∞∑

j,k=1

Gjk; Gjk = G ∩ (Xj × Yk),

と分割すれば，λ(X) < ∞かつμ(Y ) < ∞の場合に帰着される．次に

S =
{
S ∈ L ⊗M;

∫
X×Y

χS(x, y) d(λ ⊗ μ)(x, y)

=
∫
Y

(∫
X

χS(x, y) dλ(x)
)
dμ(y)

}
とおくと，補題 3.20の条件1.–4.でM = S, I = L×Mとしたものが確
かめられ，L ⊗M ⊂ Sが示せる．よって主張が従う．
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Step 4. N ∈ L ⊗M, (λ ⊗ μ)(N) = 0とする．このとき，あるμ零集
合NY ∈ Mが存在して，任意のy ∈ Y \ NY に対しχN(·, y)はL可測かつ

χN(·, y) = 0 λ-a.e. on X

が成り立つことを示そう．

χN(·, y)がL可測であることはStep 1.より従う．また後者は，Step 2.,3.

の結果を用いると，

0 =
∫
Y

(∫
X

χN(x, y) dλ(x)
)
dμ(y)

が成り立つことから従う．
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Step 5. 補題の主張を示す．G ∈ L⊗Mとする．あるS, T ∈ L ⊗Mで

S ⊂ G ⊂ T, (λ ⊗ μ)(T \ S) = 0

となるものが存在する．そこで，

χG = χS + χG\S
と分解する．χSに対しては，Steps 1.–3.からTonelliの定理の主張が成立
することがわかるので，以下χG\Sについて考えよう．

0 ≤ χG\S ≤ χT\S
およびStep 4.の結果に注意すると，次ようなμ零集合NY ∈ Mがとれる:

任意のy ∈ Y \ NY に対しあるλ零集合Ny ∈ Lをとれば
χG\S(·, y) = 0 on X \ Ny.

すると，(X,L, λ)の完備性よりχG\S(·, y)はL可測となる．χG\Sに対する
Tonelliの定理の残りの主張も上の等式から直接従う．
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定理 3.17の証明. f : X × Y → [0,∞]をL⊗M可測関数とする．このと
き，L⊗M可測単関数列fn : X × Y → [0,∞]が存在して

0 ≤ f1 ≤ f2 ≤ · · · ≤ fn → f as n → ∞
が成り立つ．補題 3.22により，各fnに対して定理の主張が成立するので，
あとはその極限をとることで，fに関する主張を証明することができる．実
際，1.については適当な可算個の零集合の和を除けばよく，また2.,3.につ
いては単調収束定理を用いればよい．詳細は省略することにする．

172

第4章 Lebesgue空間

§ 4.1 Lp空間

この小節では常に，(X,B, μ)を測度空間とする．任意のp ∈ [1,∞)に対し，

Lp(X,B, μ) =
{
f : X → C; fは可測で

∫
X
|f |p dμ < ∞

}
とおき，f, g ∈ Lp(X,B, μ)に対して，

f ∼ g
def⇐⇒ f = g a.e. on X

と定義する．商空間

Lp(X) = Lp(X,B, μ) = Lp(X,B, μ)/ ∼
をLp空間と呼ぶ．以下，同値類[f ] ∈ Lp(X,B, μ)を代表元f ∈ Lp(X,B, μ)
と同一視し，単にfと書く．任意のf ∈ Lp(X,B, μ)に対し，

‖f‖p = ‖f‖Lp =
(∫

X
|f |p dμ

)1/p

をfのLpノルムと呼ぶ．
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• 可測関数f : X → CがX上で本質的に有界であるとは

∃M ≥ 0 s.t. |f | ≤ M a.e. on X

が成り立つことである．

• 可測関数f : X → Cに対し，その本質的上限を

ess sup |f | = inf
{
M ≥ 0; |f | ≤ M a.e. x ∈ X

}
で定義する．ただし，fが本質的に有界でない場合は，ess sup |f | = ∞
と定めるものとする．

このとき，任意の可測関数f : X → Cに対し，

|f(x)| ≤ ess sup |f | for a.e. x ∈ X

が常に成り立つことに注意する．
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集合

L∞(X,B, μ) =
{
f : X → C; fは可測で ess sup |f | < ∞

}
に次の同値関係を定める：f, g ∈ L∞(X,B, μ)に対して，

f ∼ g
def⇐⇒ f = g a.e. on X.

商空間

L∞(X) = L∞(X,B, μ) = L∞(X,B, μ)/ ∼
をL∞空間と呼ぶ．以下では，同値類 [f ] ∈ L∞(X,B, μ)をその代表元f ∈
L∞(X,B, μ)と同一視し，単にfと書く．任意のf ∈ Lp(X,B, μ)に対し，

‖f‖∞ = ‖f‖L∞ = ess sup |f |
をfのL∞ノルムと呼ぶ．
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例 Ω ⊂ Rdを開集合とする．上に述べた適当な同一視を前提として，単に

Lp(Ω) =
{
f : Ω → C; fはLebesgue可測で

∫
Ω
|f |p dμ < ∞

}
L∞(Ω) =

{
f : Ω → C; fはLebesgue可測で ess sup |f | < ∞

}
と表すことが多い．

任意のp ∈ [1,∞]に対し，

L
p
loc(Ω) =

{
f : Ω → C; 任意のK � Ωに対しf |K ∈ Lp(K)

}
を局所Lp空間と呼ぶ．
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例 可測空間(N,P(N))の上に数え上げ測度#を

#(E) =
∑
j∈E

1 = (Eの元の個数) for E ∈ P(N)

で定義する．以下が成り立つことに注意する．

• 任意の関数u : N → CはP(N)可測関数である．以下，u(j) = ujと書
いて，関数uを数列{uj}j∈Nと同一視する；

• 関数u : N → Cが#可積分であるためには，絶対収束条件∑
j∈N

|uj| < ∞

が必要十分であり，このとき∫
N

ud# =
∑
j∈N

uj

が成り立つ．
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任意のp ∈ [1,∞]に対し，

�p(N) = Lp(N,#)

と定める．上に注意したことから，任意のp ∈ [1,∞)に対して

�p(N) =
{
u : N → C;

∑
j∈N

|uj|p < ∞
}
, ‖u‖p =

(∑
j∈N

|uj|p
)1/p

であり，また

�∞(N) =
{
u : N → C; sup

j∈N
|uj| < ∞

}
, ‖u‖∞ = sup

j∈N
|uj|

である．

※ 同様にして，�p(Z) = Lp(Z,#), p ∈ [1,∞], なども定義される．特に
区別の必要がないときは，まとめて単に�pと書くこともある．

問 n点有限集合上で同様の関数空間を考え，Cnとの関係を簡単に考察せよ．
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定理 4.1 (Hölderの不等式). p, q ∈ [1,∞]は

1 ≤ p ≤ q ≤ ∞,
1

p
+

1

q
= 1

を満たすとする．ただし，p = 1のときは，q = ∞と解釈するものとする．
このとき，任意のf ∈ Lp(X), g ∈ Lq(X)に対し，積fgはμ可積分であり，∫

X
|fg|dμ ≤ ‖f‖p‖g‖q

が成り立つ．

証明. p = 1, q = ∞なら∫
X
|fg|dμ ≤ ‖g‖∞

∫
X
|f |dμ = ‖f‖1‖g‖∞

なので，主張が成り立つ．
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次に，1 < p ≤ q < ∞とする．このとき，まず，任意のa, b ≥ 0に対して

ab ≤ ap

p
+

bq

q
(♣)

が成り立つことに注意する．実際，f(a) = ap/p + bq/q − abとおくと，
f ′(a) = ap−1 − bよりf(a) ≥ f(b1/(p−1)) = 0となって(♣)が従う．

‖f‖p‖g‖q = 0なら主張は明らかなので，‖f‖p‖g‖q �= 0とする．(♣)より，

(‖f‖p‖g‖q)
−1
∫
X
|fg|dμ ≤

∫
X

|f |
‖f‖p

|g|
‖g‖q

dμ

≤ 1

p
‖f‖−p

p

∫
X
|f |p dμ +

1

q
‖g‖−q

q

∫
X
|g|q dμ

=
1

p
+

1

q
= 1

が従う．よって主張が成り立つ．
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系 4.2. μ(X) < ∞ならば，任意の1 ≤ p ≤ q ≤ ∞に対して
Lp(X) ⊃ Lq(X)

が成り立つ．さらに，次の評価が成立する: 任意のf ∈ Lq(X)に対して

‖f‖p ≤ μ(X)1/p−1/q‖f‖q.

証明. q = ∞の場合は易しいので，q < ∞の場合のみ考える．f ∈ Lq(X)
とすると，Hölderの不等式より∫

X
|f |p dμ ≤

(∫
X

1dμ

)(q−p)/q (∫
X
|f |q dμ

)p/q

= μ(X)(q−p)/p‖f‖p
q

が成り立つ．よってf ∈ Lp(X)である．主張の評価も明らかである．

※ 一般の(X,B, μ)に対しては，Lp(X)とLq(X)の間に包含関係はない．
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系 4.3. Ω ⊂ Rdを開集合とする．このとき，任意の1 ≤ p ≤ q ≤ ∞に対し
L

p
loc(Ω) ⊃ L

q
loc(Ω)

が成り立つ．

証明. 任意のK � Ωに対してf |K ∈ Lq(K) ⊂ Lp(K)なので，主張が成り
立つ．

命題 4.4.任意の1 ≤ p ≤ q ≤ ∞に対して
�p(N) ⊂ �q(N)

が成り立つ．
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証明. p = ∞の場合は明らかなので，p < ∞の場合に主張を示す．u ∈
�p(N)とする．|uj| > 1となるj ∈ Nは有限個しかないことに注意すると，

‖u‖q
q =

∑
|uj|≤1

|uj|q +
∑

|uj|>1

|uj|q ≤ ∑
|uj|≤1

|uj|p +
∑

|uj|>1

|uj|q

= ‖u‖p
p +

∑
|uj|>1

|uj|q < ∞

となる．したがって，u ∈ �q(N)である．

※ 緩い言い方をすると，積分が発散する要因は二つあり，それは関数の「局
所的な特異性の強さ」と「遠方での増大の強さ（減衰の不十分さ）」である．
例えば，|f |pにおいて，p ∈ [1,∞]が大きいほど，前者は強くなり，後者は
弱くなることに注意しよう．すると，上のような包含関係が生じる理由を解
釈することができる．実際，μ(X) < ∞となる空間Xでは関数の遠方での
振る舞いを考慮する必要がない．また，�p(N)は関数に局所的な特異性を許
さない関数空間である．
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定理 4.5 (Minkowskiの不等式). p ∈ [1,∞]とする．このとき, 任意の
f, g ∈ Lp(X)に対して，f + g ∈ Lp(X)であり，さらに

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p

が成り立つ．

証明. p = 1,∞なら主張は明らかなので，1 < p < ∞とする．このとき，
任意のf, g ∈ Lp(X)に対して

|f(x) + g(x)|p ≤
(
|f(x)| + |g(x)|

)p
≤
(
2max

{
|f(x)|, |g(x)|

})p
≤ 2p max

{
|f(x)|p, |g(x)|p

}
≤ 2p

(
|f(x)|p + |g(x)|p

)
なので，f + g ∈ Lp(X)である．

185

さらに，Hölderの不等式より，q = p/(p − 1)として，

‖f + g‖p
p =

∫
X
|f(x) + g(x)|p dμ

≤
∫
X
|f(x) + g(x)|p−1|f(x)|dμ

+
∫
X
|f(x) + g(x)|p−1|g(x)|dμ

≤
(∫

X
|f(x) + g(x)|(p−1)q dμ

)1/q(
‖f‖p + ‖g‖p

)
= ‖f + g‖p/q

p

(
‖f‖p + ‖g‖p

)
であるので，‖f + g‖p �= 0なら上式の両辺を‖f + g‖p/q

p で割ることで主張
が従う．‖f + g‖p = 0なら主張は明らかである．

※ この定理からLp(X)は自然な和とスカラー倍に関して線形空間となる
ことが分かる．
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§ 4.2 ノルム空間

定義. C-線形空間V 上の写像‖ · ‖ : V → Rで

1. 任意のu ∈ V に対し‖u‖ ≥ 0が成り立つ；

2. ‖u‖ = 0とu = 0は同値である；

3. 任意のc ∈ C, u ∈ V に対し‖cu‖ = |c|‖u‖が成り立つ；
4. 任意のu, v ∈ V に対し‖u+v‖ ≤ ‖u‖+‖v‖（三角不等式）が成り立つ；
を満たすものをノルムと呼ぶ．組(V, ‖ · ‖)をノルム空間と呼ぶ．

※ 特に任意のu, v ∈ V に対し，∣∣∣‖u‖ − ‖v‖
∣∣∣ ≤ ‖u − v‖

が成り立つ．
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例 (X,B, μ)を測度空間とし，p ∈ [1,∞]とする．このとき，Lp(X)は自
然な和とスカラー倍に関して線形空間となり，さらにLpノルム‖ · ‖pに関し
てノルム空間となる．（Minkowskiの不等式からすぐに証明できる．）

例 有界閉集合K ⊂ Rn上の連続関数全体の集合C(K)は，自然な和とス
カラー倍

(f + g)(x) = f(x) + g(x), (cf)(x) = cf(x)

によって線形空間となる．さらに

‖f‖ = sup
x∈K

|f(x)| = max
x∈K

|f(x)|

によりノルム空間となる．

問 上の(C(K), ‖ · ‖)がノルム空間となることを確かめよ．
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◦ ノルム空間の自然な距離

命題 4.6. V をノルム空間とし，

d(u, v) = ‖u − v‖ for u, v ∈ V.

とおくと，dはV 上の距離である．すなわち，以下が成り立つ：

1. 任意のu, v ∈ V に対しd(u, v) ≥ 0が成り立つ；

2. d(u, v) = 0とu = vは同値である；

3. 任意のu, v ∈ V に対しd(u, v) = d(v, u)が成り立つ；

4. 任意のu, v, w ∈ V に対しd(u, w) ≤ d(u, v) + d(v, w)が成り立つ．

証明. ほぼ明らかなので，証明は省略する．
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◦ ノルム空間の位相

以下，ノルム空間V には常にdを距離とする距離空間としての位相を考える．
すなわち，点列{uj} ⊂ V がu ∈ V に収束するとは

lim
j→∞‖u − uj‖ = 0

が成り立つことであり，これを

u = lim
j→∞uj あるいは uj → u (j → ∞)

などで表す．
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§ 4.3 Banach空間

定義.ノルム空間の点列{uj} ⊂ V がCauchy列であるとは，

∀ε > 0 ∃N ≥ 0 s.t. ∀j, k ≥ N ‖uj − uk‖ < ε

が成り立つことである．

※ ノルム空間の任意の収束列はCauchy列である．実際，uj → uとすると

‖uj − uk‖ ≤ ‖uj − u‖ + ‖u − uk‖ → 0

が成り立つ．

定義.ノルム空間V の任意のCauchy列が収束するとき，V は完備であると
言う．完備なノルム空間をBanach空間と呼ぶ．
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定理 4.7. (X,B, μ)を測度空間とし，p ∈ [1,∞]とする．このとき，Lp(X)

はBanach空間となる．

証明. Lp(X)が完備であることを示せばよい．まずp < ∞の場合を考える．
{fj} ⊂ Lp(X)をCauchy列とする．このとき，ある部分列{fjk

}をとって

‖fjk+1
− fjk

‖p <
1

2k

とできる．実際，Cauchy列であることからj1 ≥ 1を十分大きくとると

j, k ≥ j1 ⇒ ‖fj − fk‖p <
1

2

とできる．さらにj2 > j1を十分大きくとって

j, k ≥ j2 ⇒ ‖fj − fk‖p <
1

22

とできる．これを繰り返すと，{fjk
}が求める部分列となることが分かる．
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以下，簡単のため，φk = fjk
とおく．関数列{gm} ⊂ Lp(X)を

g1(x) = |φ1(x)|,

gm(x) = |φ1(x)| +
m−1∑
k=1

∣∣∣φk+1(x) − φk(x)
∣∣∣ for m ≥ 2,

により定める．任意のx ∈ Xに対し，{gm(x)} ⊂ Rは単調増加数列なので，

g(x) = lim
m→∞ gm(x) ≤ ∞

が存在する．すると，単調収束定理とMinkowskiの不等式により，∫
X
|g|p dμ = lim

m→∞
∫
X
|gm|p dμ

≤ lim
m→∞

(
‖φ1‖p +

m−1∑
k=1

‖φk+1 − φk‖p

)p

≤
(
‖φ1‖p + 1

)p
< ∞

なので，g ∈ Lp(X)がわかる．特にgはX上ほとんど至ることろ有限である．
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任意のm > lに対し
∣∣∣φm(x) − φl(x)

∣∣∣ ≤ m−1∑
k=l

∣∣∣φk+1(x) − φk(x)
∣∣∣ ≤ gm(x) − gl(x) (♠)

であり，{gm(x)} ⊂ Rがほとんどすべてのx ∈ XでCauchy列であること
から，同じx ∈ Xに対して{φk(x)} ⊂ CもCauchy列となり収束する：

f(x) = lim
k→∞

φk(x) a.e. x ∈ X

と定義する．三角不等式より

|f(x)| = lim
k→∞

|φk(x)| ≤ lim
k→∞

gk(x) = g(x)

なので，g ∈ Lp(X)からf ∈ Lp(X)が従う．
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(♠)においてm → ∞とすると∣∣∣f(x) − φl(x)
∣∣∣ ≤ g(x) − gl(x) ≤ g(x)

であり，さらにφl → f a.e. on Xかつg ∈ Lp(X)なので，Lebesgue収
束定理より

lim
l→∞

‖f − φl‖p = 0,

すなわち，Lp(X)の位相でφl → fである．

最後に{fj}がf ∈ Lp(X)に収束することを示す．任意のε > 0に対して

∃N ≥ 1 s.t. ∀j, l > N ‖fj − fl‖p < ε
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である．ここで l = jkとして，k → ∞とすると
∀j > N ‖fj − f‖p < ε

となり，これはLp(X)の位相でfj → fを意味する．

問 p = ∞のときに定理を示せ．
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§ 4.4 Hilbert空間

定義. V をC-線形空間とする．写像(·, ·): V × V → Cで

1. 任意のu ∈ V に対し(u, u) ≥ 0が成り立つ．

2. (u, u) = 0とu = 0は同値である．

3. 任意のu, v ∈ V に対し(u, v) = (v, u)が成り立つ．

4. 任意のa, b ∈ Cとu, v, w ∈ V に対し(au+bv, w) = a(u, w)+b(v, w)

が成り立つ．

を満たすものを内積と呼ぶ．組(V, (·, ·))を内積空間と呼ぶ．

※ pre-Hilbert空間，前Hilbert空間などと呼ばれることもある．
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例 (X,B, μ)を測度空間とする．関数空間L2(X)はL2内積

(f, g) =
∫
Ω

f(x)g(x) dμ(x)

に関して内積空間となる．

特に，Cnはユニタリ内積

(u, v) =
n∑

j=1

ujvj for u, v ∈ Cn

に関して内積空間となる．
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◦ 自然なノルム

定理 4.8.内積空間V において

‖u‖ =
√

(u, u); u ∈ V,

はノルムとなる．

※ 以下，内積空間では常に自然なノルムから定まる位相を考える．

補題 4.9 (Cauchy–Schwarzの不等式).任意のu, v ∈ V に対して

|(u, v)| ≤ ‖u‖‖v‖
が成り立つ．
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証明. v = 0なら明らかである．v �= 0としてα = −(u, v)/‖v‖2とおくと
0 ≤ (u + αv, u + αv)

= ‖u‖2 + α(u, v) + α(v, u) + |α|2‖v‖2
= ‖u‖2 − |(u, v)|2/‖v‖2

なので，求める結論が従う．

定理 4.8の証明. 三角不等式のみを示す．Cauchy–Schwarzの不等式より

‖u + v‖2 = ‖u‖2 + (u, v) + (u, v) + ‖v‖2
≤ ‖u‖2 + 2‖u‖‖v‖ + ‖v‖2
= (‖u‖ + ‖v‖)2

なので，求める結論が従う．
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◦ 中線定理：内積空間の特徴づけ

定理 4.10. 1. V を内積空間とすると，任意のu, v ∈ V に対し

‖u + v‖2 + ‖u − v‖2 = 2
(
‖u‖2 + ‖v‖2

)
（中線定理） (♥)

が成り立つ．

2. V をノルム空間とする．もし任意のu, v ∈ V に対し(♥)が成り立つなら，

(u, v) =
1

4

(
‖u + v‖2 − ‖u − v‖2 + i‖u + iv‖2 − i‖u − iv‖2

)
はV に内積を定め，それが定める自然なノルムはV のノルムと一致する．
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証明. 1. 任意のu, v ∈ V に対し

‖u + v‖2 + ‖u − v‖2 = ‖u‖2 + (u, v) + (u, v) + ‖v‖2
+ ‖u‖2 − (u, v) − (u, v) + ‖v‖2

= 2
(
‖u‖2 + ‖v‖2

)
である．

2. 問 ( · , · )が内積の公理を満たすことを確かめよ．

また任意のu ∈ V に対して

(u, u) =
1

4

(
‖2u‖2 + i‖(1 + i)u‖2 − i‖(1 − i)u‖2

)
= ‖u‖2

なので，2つのノルムは確かに一致する．
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定義.自然なノルムに関して完備な内積空間をHilbert空間と呼ぶ．

定理 4.11. (X,B, μ)を測度空間とする．

1. L2(X)において，L2内積から定まるノルムはL2ノルムに一致する．特
に，L2(X)はHilbert空間である．

2. p ∈ [1,∞] \ {2}とする．もし互いに素なE, F ∈ Bでμ(E), μ(F ) > 0

を満たすものが存在するならば，Lp(X)上にLpノルムと両立する内積
は存在しない．
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証明. 1. これまでの議論から明らかである．

2. 任意のa, b ∈ Cをとって，f = aχE, g = bχFとおく．このとき，

‖f + g‖2p + ‖f − g‖2p = 2
(
|a|pμ(E) + |b|pμ(F )

)2/p
,

2
(
‖f‖2p + ‖g‖2p

)
= 2

(
|a|2μ(E)2/p + |b|2μ(F )2/p

)
である．そこで，α = |a|μ(E)1/p, β = |b|μ(F )1/pとおくと，Lpノルムと
両立する内積が存在するには

(αp + βp)1/p = (α2 + β2)1/2

が必要である．しかし，これが任意のα, β ∈ Rで成り立つのはp = 2のとき
のみである．
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第5章 符号付き測度

§ 5.1 符号付き測度とその分解

以下この節では常に，(X,B)を可測空間とする．

定義.関数ν : B → Rが，任意の互いに素なEj ∈ B, j = 1,2, . . . , に対し

ν

( ∞∑
j=1

Ej

)
=

∞∑
j=1

ν(Ej) （完全加法性）

を満たすとき，νを(X,B)上の符号付き測度と呼ぶ．

※ このとき，ν(∅) = ν(∅) + ν(∅)とν(∅) ∈ Rから，ν(∅) = 0が従う．

※ 同様にして複素測度ν : B → Cも定義されるが，その実部Re νおよび
虚部 Im νはともに符号付き測度となるため，複素測度の性質（の多く）は符
号付き測度のそれに帰着される．
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定義.関数ν : B → Rが，

1. ν(B) ⊂ (−∞,∞]またはν(B) ⊂ [−∞,∞)，

2. ν(∅) = 0，

3. 任意の互いに素なEj ∈ B, j = 1,2, . . . , に対し，

ν

( ∞∑
j=1

Ej

)
=

∞∑
j=1

ν(Ej) （完全加法性）,

を満たすとき，νを(X,B)上の拡張符号付き測度と呼ぶことにする．

※ 条件1.は∞−∞が現れる可能性を未然に排除している．

※ ν ≡ ∞は条件1.,3.を満たすが，2.を満たさない例となる．

※ 同様に，拡張複素測度ν : B → Cを定義することもできる．
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例. μを(X,B)上の測度とし，f : X → Rはμ積分確定とする．このとき，
ν : B → Rを

ν(E) =
∫
E

f dμ for E ∈ B
で定めると，νは(X,B)上の拡張符号付き測度である．さらにfがμ可積分
であれば，νは(X,B)上の符号付き測度である．

問 これを確かめよ．
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命題 5.1. νを(X,B)上の拡張符号付き測度とする．

1. E1, E2, . . . ∈ BかつE1 ⊂ E2 ⊂ · · · ならば，

lim
j→∞ ν(Ej) = ν

( ∞⋃
j=1

Ej

)
;

2. E1, E2, . . . ∈ B，E1 ⊃ E2 ⊃ · · · かつν(E1) �= ±∞ならば，

lim
j→∞ ν(Ej) = ν

( ∞⋂
j=1

Ej

)
.

証明. 命題 2.7と同様に示すことができるので，証明は省略する．
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定義. νを(X,B)上の拡張符号付き測度とし，E ∈ Bとする．

1. F ∈ BかつF ⊂ Eならν(F ) ≥ 0が成り立つとき，Eをν正集合と呼ぶ．

2. F ∈ BかつF ⊂ Eならν(F ) ≤ 0が成り立つとき，Eをν負集合と呼ぶ．

3. Eがν正集合かつν負集合であるとき，Eをν零集合と呼ぶ．

※ E ∈ Bが正集合なら，任意のF ⊂ E, F ∈ Bは正集合である．負集合，
零集合についても同様である．

※ Ej ∈ Bが正集合なら，⋃∞j=1 Ej ∈ Bは正集合である．負集合，零集合
についても同様である．
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定理 5.2 (Hahn分解). νを(X,B)上の拡張符号付き測度とする．このと
き，ある正集合P ∈ Bとある負集合N ∈ Bが存在して

X = P ∪ N, P ∩ N = ∅
が成り立つ．また，このような分解はν零集合の違いを除いて一意的である．
すなわち，P ′, N ′ ∈ Bが同じ条件を満たすなら，

P � P ′ := (P \ P ′) ∪ (P ′ \ P ), N � N ′ := (N \ N ′) ∪ (N ′ \ N)

はともにν零集合である．
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証明. 必要ならνを−νで置き換えて，ν(B) ⊂ [−∞,∞)としてよい．

Step 1. まず，Hahn分解がν零集合の違いを除いて一意であることを示
す．2つのHahn分解

X = P + N = P ′ + N ′

があったとする．このとき，P ∪ P ′は正集合，N ∪ N ′は負集合であり，

P � P ′ ⊂ P ∪ P ′ かつ P � P ′ ⊂ N ′ ∪ N

なので，P � P ′はν零集合である．N � N ′についても同様である．
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Step 2. 正集合P ∈ Bの候補を以下のように構成する：
β = sup

{
ν(E); E ∈ Bは正集合

}
(♠)

とおき，正集合Ej ∈ Bをj → ∞のときν(Ej) → βとなるようにとって，

P =
∞⋃

j=1

Ej

とおく．∅ ∈ Bは正集合なので，(♠)の右辺の集合は空でないことに注意する．

このとき，Ejは正集合であることから，Pも正集合である．また，

β ≥ ν(P ) = ν(P \ Ej) + ν(Ej) ≥ ν(Ej) → β as j → ∞
なので，ν(P ) = βであることにも注意しておく．
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Step 3. あとはN := X \ Pが負集合となることを示せばよい．そこで，
Nは負集合でないと仮定する．

以下では，Q ⊂ Nかつν(Q) > 0を満たす正集合Q ∈ Bを構成しよう．実
際，このようなQがとれれば

P + Qは正集合 かつ ν(P + Q) = ν(P ) + ν(Q) > ν(P ) = β

となり，これはβの定義に矛盾する．

さて仮定より，E ⊂ Nかつν(E) > 0を満たすE ∈ Bが存在する．もしE

が正集合ならQ = Eととればよいので，Eは正集合ではないとしてよく，

γ1 := inf
{
ν(R); R ∈ B, R ⊂ E

}
< 0
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としてよい．n1 ∈ NとR1 ∈ Bを

− 1

n1 − 1
≤ γ1 < − 1

n1
, ν(R1) < − 1

n1
, R1 ⊂ E

ととる．もしE\R1 ∈ Bが正集合ならQ = E\R1ととればよいので，E\R1

は正集合ではないとしてよく，

γ2 := inf
{
ν(R); R ∈ B, R ⊂ E \ R1

}
< 0

としてよい．n2 ∈ NとR2 ∈ Bを

− 1

n2 − 1
≤ γ2 < − 1

n2
, ν(R2) < − 1

n2
, R2 ⊂ E \ R1

ととる．以上を繰り返して，j ≥ 2に対し

γj := inf

{
ν(R); R ∈ B, R ⊂ E \

j−1∑
k=1

Rk

}
< 0
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として，nj ∈ NとRj ∈ Bを

− 1

nj − 1
≤ γj < − 1

nj
, ν(Rj) < − 1

nj
, Rj ⊂ E \

j−1∑
k=1

Rk

ととることができる．今，

Q = E \
( ∞∑

j=1

Rj

)

とおこう．

このとき，E ⊂ NからQ ⊂ Nである．また

ν(E) = ν(Q) +
∞∑

j=1

ν(Rj) (♥)
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なので，ν(Rj) < 0に注意すると

0 < ν(E) < ν(Q)

が分かる．最後にQが正集合であることを示そう．(♥)とν(Q) < ∞より

−∞ <
∞∑

j=1

ν(Rj) < −
∞∑

j=1

1

nj

なので，nj → ∞となることに注意しておく．任意のS ⊂ Qをとると，任意
のkに対しS ⊂ E \∑k−1

j=1 Rjなので，

− 1

nk − 1
≤ γk ≤ ν(S)

であり，よってν(S) ≥ 0である．したがって確かにQは正集合である．
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定理 5.3 (Jordan分解). νを(X,B)上の拡張符号付き測度とする．この
とき，ある(X,B)上の測度ν±で以下を満たすものが一意的に存在する：

1. ν = ν+ − ν−；

2. 任意のHahn分解X = P + Nに対し，ν+(N) = ν−(P ) = 0．

さらに，ν±は以下の表示を持つ：X = P + Nを任意のHahn分解とする．
任意のE ∈ Bに対して

ν+(E) = ν(E ∩ P ) = sup
{
ν(F ); F ∈ B, F ⊂ E

}
,

ν−(E) = −ν(E ∩ N) = − inf
{
ν(F ); F ∈ B, F ⊂ E

}
.

※ ν±をそれぞれνの正変動/負変動と呼ぶ．このとき，

|ν| = ν+ + ν−
は(X,B)上の測度である．|ν|をνの全変動と呼ぶ．
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証明. （存在） Hahn分解X = P + Nを一つとって，E ∈ Bに対して
ν+(E) = ν(E ∩ P ), ν−(E) = −ν(E ∩ N)

と定める．ν±が(X,B)上の測度であることは容易に確かめられる．また任
意のE ∈ Bに対して

ν(E) = ν(E ∩ P ) + ν(E ∩ N) = ν+(E) − ν−(E)

が成り立つ．さらにX = P ′+N ′をHahn分解とするとN ′ ∩P, P ′ ∩Nは
ともに零集合であるから

ν+(N ′) = ν(N ′ ∩ P ) = 0, ν−(P ′) = −ν(P ′ ∩ N) = 0

が成り立つ．よって上のν±はJordan分解を与えることが示された．
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（一意性） ν = ν+ − ν−をJordan分解とする．X = P + NをHahn

分解とすると，任意のE ∈ Bに対して
ν+(E) = ν+(E ∩ P ) + ν+(E ∩ N)

= ν+(E ∩ P )

= ν+(E ∩ P ) − ν−(E ∩ P )

= ν(E ∩ P )

でなければならない．よって，ν+は一意的に定まる．ν−についても同様に
議論できる．
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（表示公式） 第1表示公式は上の議論ですでに得られているので，第2表
示公式を示す．Hahn分解X = P + Nを一つとる．任意のE ∈ Bをとる．
このとき，E ∩ P ∈ BかつE ∩ P ⊂ Eなので，

ν+(E) = ν(E ∩ P ) ≤ sup
{
ν(F ); F ∈ B, F ⊂ E

}
が成り立つ．一方，任意のF ∈ BでF ⊂ Eとなるものに対して

ν(F ) = ν+(F ) − ν−(F ) ≤ ν+(F ) ≤ ν+(E)

なので，

sup
{
ν(F ); F ∈ B, F ⊂ E

}
≤ ν+(E)

が成立する．よって，以上から

ν+(E) = sup
{
ν(F ); F ∈ B, F ⊂ E

}
である．ν−についても同様なので，証明は省略する．
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例 μを(X,B)上の測度とし，f : X → Rはμ積分確定とする．(X,B)上
の拡張符号付き測度νを

ν(E) =
∫
E

f dμ for E ∈ B
で定める（以前の例を参照）と，以下が成り立つ．（確認は問とする．）

• Xのνに関するHahn分解X = P + N（のひとつ）は

P =
{
x ∈ X; f(x) ≥ 0

}
, N =

{
x ∈ X; f(x) < 0

}
で与えられる．（もちろんf = 0となる点の集合はNに含めてもよい．）

• νの正変動ν+，負変動ν−および全変動 |ν|は，

ν±(E) =
∫
E

f± dμ, |ν|(E) =
∫
E
|f |dμ for E ∈ B

で与えられる．
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§ 5.2 Radon–Nikodymの定理

定義. μ, νを(X,B)上の拡張符号付き測度とする．

1. νがμに関して絶対連続であるとは，任意のE ∈ Bに対し
|μ|(E) = 0 ⇒ |ν|(E) = 0

が成り立つことである．このとき，|ν| � |μ|と書く．

2. μとνが互いに特異であるとは，あるE, F ∈ Bが存在して
X = E ∪ F, E ∩ F = ∅, |μ|(F ) = |ν|(E) = 0

が成り立つことである．このとき，μ ⊥ νと書く．（※ 条件はμとνにつ
いて対称だが，「νはμに関して特異」という言い方をすることもある．）

問 |ν| � |μ|かつμ ⊥ νなら，ν ≡ 0であることを示せ．
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例 μを(X,B)上の測度とし，f : X → Rはμ積分確定とする．(X,B)上
の拡張符号付き測度νを

ν(E) =
∫
E

f dμ for E ∈ B
で定めると，|ν| � μが成り立つ．

例 (R,L(R), μ)をLebesgue測度空間とする．(R,L(R))上の測度νを

ν(E) = #(E ∩ Z)

で定義すると，μ ⊥ νが成り立つ．

例 νを(X,B)上の拡張符号付き測度とし，ν = ν+ − ν−をそのJordan

分解とする．このとき，ν+ ⊥ ν−が成り立つ．
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定理 5.4 (Radon–Nikodymの定理). μを(X,B)上のσ有限測度とし，
νを(X,B)上の拡張符号付き測度とする．もし |ν| � μならば，あるμ積分
確定なf : X → Rが存在して

ν(E) =
∫
E

f dμ for E ∈ B (♠)

が成り立つ．また，g : X → Rも同じ条件を満たすなら，

f = g μ-a.e. on X

が成り立つ．

※ 上のfをνのμに関するRadon–Nikodym導関数（密度関数）と呼び，

f =
dν

dμ

で表す．
225

証明. μのσ有限性により，μ(X) < ∞としてよい．

Step 1. まず，一意性を示す．f, g : X → Rはμ積分確定で

ν(E) =
∫
E

f dμ =
∫
E

g dμ for E ∈ B
を満たしているとする．f, gの対称性から

f ≤ g μ-a.e. on X

を示せば十分である．そのために，任意のn, k ∈ Nに対して

E = X

(
f ≥ g +

1

n

)
∩ X(g < k)

とおく．このとき，

ν(E) =
∫
E

f dμ ≥
∫
E

(
g +

1

n

)
dμ = ν(E) +

1

n
μ(E)
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であるが，一方で

ν(E) =
∫
E

g dμ ≤ kμ(E) ≤ kμ(X) < ∞
に注意すると，ν(E)を移項できて，μ(E) = 0が従う．よって，n, k ∈ N

が任意であったことを順々に用いると，

f ≤ g μ-a.e. on X(g < ∞)

がわかる．X(g = ∞)上では当然

f ≤ g

が成り立つので，以上を合わせて主張が従う．
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Step 2. 次にfの候補を構成する．Jordan分解を考えることで，ν ≥ 0
の場合に構成すれば十分である．

任意のq ∈ Qに対しνq = ν − qμとおく．これは拡張符号付き測度である．
このとき，νqに関するHahn分解X = Pq + Nqで

q ∈ Q, q ≤ 0 ⇒ Pq = X, Nq = ∅
かつ

q, r ∈ Q, q < r ⇒ Pq ⊃ Pr, Nq ⊂ Nr

を満たすものが存在することを示す．

各q ∈ Qに対し，νqに関するHahn分解X = P ′
q + N ′

qを任意に固定する．
ただし，q ≤ 0に対しては，はじめから

P ′
q = X, N ′

q = ∅
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としてよい．今，任意のq < rに対しZq,r = P ′
r \ P ′

q = N ′
q \ N ′

rとおくと，

0 ≥ νq(Zq,r) = ν(Zq,r) − qμ(Zq,r),

0 ≤ νr(Zq,r) = ν(Zq,r) − rμ(Zq,r)

が成り立つので，μ(Zq,r) < ∞に注意して
rμ(Zq,r) ≤ ν(Zq,r) ≤ qμ(Zq,r)

である．これからμ(Zq,r) = 0，ν(Zq,r) = 0が順次従い，特に任意のs ∈ Q
に対しνs(Zq,r) = 0となる．そこで，P ′

s, N
′
sをνs零集合Zq,rで修正して，

Ps = P ′
s ∪ Z, Ns = N ′

s \ Z; Z =
⋃

q,r∈Q,q<r

Zq,r,

とおけば，これが主張のHahn分解を与えることがすぐにわかる．

さて，上のHahn分解X = Pq + Nqを用いて，関数f : X → [0,∞]を

f(x) = sup
{
q ∈ Q; x ∈ Pq

}
で定義しよう．
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Step 3. Step 2.のfが(♠)を満たすことを示す．任意のα > 0に対して

X(f > α) =
⋃

q∈Q,q>α

Pq ∈ B

なので，fは可測関数であることに注意しておく．

任意のE ∈ Bをとる．任意のn ∈ N, k ∈ N0に対して，

Ek/n = E ∩ Pk/n ∩ N(k+1)/n, E∞ = E ∩
( ∞⋂

k=0

Pk/n

)
とおいて，Eを

E =
( ∞∑

k=0

Ek/n

)
+ E∞

のように分割する．
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もしμ(E∞) > 0なら，任意のk ∈ N0に対して

0 ≤ νk/n(E∞) = ν(E∞) − k

n
μ(E∞)

であることから，

ν(E) ≥ ν(E∞) ≥ k

n
μ(E∞) → ∞ as k → ∞

である．一方，E∞上でf = ∞であることに注意すると，∫
E

f dμ ≥
∫
E∞

f dμ ≥ ∞

である．よって(♠)が成り立つ．

次にμ(E∞) = 0とする．このとき，Ek/n ⊂ Pk/n ∩ N(k+1)/nより，

νk/n(Ek/n) ≥ 0, ν(k+1)/n(Ek/n) ≤ 0
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なので，
k

n
μ(Ek/n) ≤ ν(Ek/n) ≤ k + 1

n
μ(Ek/n)

である．一方，Ek/n上でk/n ≤ f < (k + 1)/nであることに注意すると，

k

n
μ(Ek/n) ≤

∫
Ek/n

f dμ ≤ k + 1

n
μ(Ek/n)

である．これらを合わせると∣∣∣∣ν(Ek/n) −
∫
Ek/n

f dμ

∣∣∣∣ ≤ 1

n
μ(Ek/n)

となる．ν � μよりν(E∞) = 0となることにも注意して，上の不等式を
k = 1,2, . . . ,∞について足し合わせると，完全加法性と単調収束定理から∣∣∣∣ν(E) −

∫
E

f dμ

∣∣∣∣ ≤ 1

n
μ(E)

を得る．これが任意のn ∈ Nに対して成立することから(♠)が従う．
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定義. νを(X,B)上の拡張符号付き測度，f : X → CをB可測関数とする．
fが |ν|可積分のとき，∫

X
f dν =

∫
X

f dν+ −
∫
X

f dν−

と定義する．（fは自動的にν±可積分となることに注意する．）

系 5.5. μを(X,B)上のσ有限測度，νを(X,B)上の拡張符号付き測度とし，
|ν| � μとする．また，f : X → CをB可測関数とする．fが |ν|可積分とな
るためには，f(dν/dμ)がμ可積分となることが必要十分である．さらにこ
のとき ∫

X
f dν =

∫
X

f
dν

dμ
dμ

が成り立つ．
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証明. fが |ν|可積分となるためには |f |が |ν|可積分となることが必要十分で
あり，またf(dν/dμ)がμ可積分となるためには |f ||dν/dμ|がμ可積分とな
ることが必要十分である．ここで，

d|ν|
dμ

=

∣∣∣∣∣dν

dμ

∣∣∣∣∣ μ-a.e. on X

となることに注意する．実際，任意のE ∈ Bに対して
|ν|(E) = ν+(E) + ν−(E)

=
∫
E

(
dν

dμ

)
+

dμ +
∫
E

(
dν

dμ

)
−

dμ

=
∫
E

∣∣∣∣∣dν

dμ

∣∣∣∣∣dμ

である．すると結局，主張の証明はf ≥ 0, ν ≥ 0, dν/dμ ≥ 0の場合に帰
着されることがわかる．
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さて，fの任意の単関数近似列

0 ≤ f1 ≤ f2 ≤ · · · ≤ fn → f as n → ∞
をとると，簡単な計算により∫

X
fn dν =

∫
X

fn
dν

dμ
dμ

が成り立つことが分かる．ここでn → ∞として，（積分の定義および）単調
収束定理を用いると ∫

X
f dν =

∫
X

f
dν

dμ
dμ

が得られる．よって主張が従うことが分かった．
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定理 5.6 (Lebesgue分解). μを(X,B)上のσ有限測度，νを(X,B)上の
拡張符号付き測度とし，|ν|はσ有限とする．このとき，(X,B)上の拡張符号
付き測度νac, νsが一意的に存在して

ν = νac + νs, |νac| � μ, νs ⊥ μ

が成り立つ．

証明. Step 1. ある高々可算個の互いに素なXj ∈ Bで
X =

∑
j

Xj, μ(Xj) < ∞, |ν|(Xj) < ∞

を満たすものが存在する．実際，Yk, Zl ∈ Bを
X =

∑
k

Yk =
∑
l

Zl, μ(Yk) < ∞, |ν|(Zl) < ∞

となるようにとって，Yk ∩ Zlを並べたものをXjとすればよい．
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Step 2. Lebesgue分解の一意性を示す．2つのLebesgue分解

ν = νac + νs = ν′ac + ν′s
が存在したとする．このとき，任意のE ∈ Bに対して

νac(E ∩ Xj) − ν′ac(E ∩ Xj) = ν′s(E ∩ Xj) − νs(E ∩ Xj)

である．この両辺はμに関して絶対連続かつ特異な符号付き測度となるので，
恒等的に0であり，結局

νac(E ∩ Xj) = ν′ac(E ∩ Xj), νs(E ∩ Xj) = ν′s(E ∩ Xj)

でなければならない．ここでjについて和をとると，完全加法性から

νac(E) = ν′ac(E), νs(E) = ν′s(E)

が得られる．これからLebesgue分解の一意性が従う．
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Step 3. Lebesgue分解の存在を示す．νのJordan分解を考えることで，
ν ≥ 0の場合に示せば十分である．

λ = μ + νとおくと，λはσ有限測度かつν � λなので，非負値のRadon–

Nikodym導関数f := dμ/dλが存在する．ここで，任意のE ∈ Bに対して∫
E

dν = ν(E) =
∫
E

f dλ =
∫
E

f dμ +
∫
E

f dν ≥
∫
E

f dν (♥)

なので，定理 5.4の証明のStep 1.と同様に議論することで，はじめから
0 ≤ f ≤ 1としてよい．さて，Xを

X = F + G; F = X(f < 1), G = X(f = 1)

と分解して，任意のE ∈ Bに対して

νac(E) =
∫
E∩F

f

1 − f
dμ, νs(E) = ν(E ∩ G)

と定める．これらがνのLebesgue分解を与えることを確かめる．
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νacとνsが測度であることは明らかである．また，任意のE ∈ Bに対して
ν(E) = ν(E ∩ F ) + ν(E ∩ G) =

∑
j

ν(E ∩ Xj ∩ F ) + νs(E)

と書ける．ここで，系 5.5を繰り返し用いれば，任意のn ∈ Nに対し

ν(E ∩ Xj ∩ F )

=
∫
E∩Xj∩F

f dμ +
∫
E∩Xj∩F

f dν

=
∫
E∩Xj∩F

f dμ +
∫
E∩Xj∩F

f2 dμ +
∫
E∩Xj∩F

f2 dν

= · · ·

=
∫
E∩Xj∩F

f − fn+1

1 − f
dμ +

∫
E∩Xj∩F

fn dν
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が成り立ち，n → ∞とすると，Lebesgue収束定理により

ν(E ∩ Xj ∩ F ) =
∫
E∩Xj∩F

f

1 − f
dμ = νac(E ∩ Xj)

となる．以上により，分解

ν(E) = νac(E) + νs(E)

が示された．
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さて今，νac � μは明らかなので，νs ⊥ μを示そう．まず，

νs(F ) = ν(F ∩ G) = 0

である．また，G = X(f = 1)に注意して(♥)を用いると，

ν(G ∩ Xj) =
∫
G∩Xj

f dμ +
∫
G∩Xj

f dν = μ(G ∩ Xj) + ν(G ∩ Xj)

である．ここでν(G ∩ Xj) < ∞を移項すれば，
μ(G ∩ Xj) = 0

であり，さらにjに関して和をとると，完全加法性から

μ(G) = 0

を得る．よって，νs ⊥ μが示された．
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