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1. 条件 ϕ(x, y) = x2 + y2 − 1 = 0 のもとで, f(x, y) = x2 + 3xy + 5y2 の最大値, 最小値を求めよ.

曲線 ϕ(x, y) = 0 は非特異, すなわち ϕ = 0 のとき gradϕ ̸= (0, 0) である. 極値を与える点の候
補をラグランジュの未定乗数法により求める.

fx − λϕx = 0, fy − λϕy = 0 から λ を消去する.

fxϕy − fyϕx = (2x+ 3y)(2y)− (3x+ 10y)(2x) = −2(x+ 3y)(3x− y) = 0

より x = −3y または y = 3x. x = −3y のとき, ϕ(x, y) = 0 に代入して 10y2 = 1. よって
(x, y) = (± 3√

10
,∓ 1√

10
), このとき f(x, y) = 1

2 (複号同順). y = 3x のとき, ϕ(x, y) = 0 に代入

して 10x2 = 1. よって (x, y) = (± 1√
10
,± 3√

10
), このとき f(x, y) = 11

2 (複号同順). 以上により,

f(x, y) は (± 3√
10
,∓ 1√

10
) で極小かつ最小値 1

2 (± 1√
10
,± 3√

10
) で極大かつ最大値 11

2 をとる.

2. 条件 ϕ(x, y) = x4 + y4 − 1 = 0 のもとで, f(x, y) = x3 + y3 の最大値, 最小値を求めよ.

曲線 ϕ(x, y) = 0 は非特異である.

fx − λϕx = 0, fy − λϕy = 0 から λ を消去する.

fxϕy − fyϕx = (3x2)(4y3)− (3y2)(4x3) = −12x2y2(y − x) = 0

より x = 0 または y = 0 または x = y. これと ϕ(x, y) = 0 より 極値を与える候補は (x, y) =
(±1, 0), (0,±1), (±2−1/4,±2−1/4) (複号同順). f(±1, 0) = f(0,±1) = ±1, f(±2−1/4,±2−1/4) =
±21/4 (複号同順) で, 1 < 21/4 より, (2−1/4, 2−1/4) で極大かつ最大値 21/4, (−2−1/4,−2−1/4)
で極小かつ最小値 −21/4 をとる.

3. 条件 ϕ(x, y) = (x2 + y2)2 − 2(x2 − y2) = 0 を満たす点の集合が, 有界であることを示せ. この
条件のもとで, f(x, y) = x2 + y2 の最大値, 最小値を求めよ.

x = r cos t, y = r sin t とおく. ϕ(x, y) = r4 − 2r2 cos 2t = r2(r2 − 2 cos 2t) = 0 より, r = 0 また
は r2 = x2 + y2 = 2 cos 2t. よって, 0 ≤ r2 ≤ 2 なので, ϕ(x, y) = 0 を満たす点の集合は有界集
合である. よって, f(x, y) は, 極値を与える点または ϕ(x, y) = 0 の特異点において最大, 最小値
をとる.

fx − λϕx = 0, fy − λϕy = 0 から λ を消去する.

fxϕy − fyϕx = 2x(4y(x2 + y2) + 4y)− 2y(4x(x2 + y2 − 4x) = 16xy = 0

より x = 0 または y = 0.

x = 0 のとき, ϕ(x, y) = 0 に代入して y4 + 2y2 = 0 より y = 0.

y = 0 のとき, ϕ(x, y) = 0 に代入して x4 − 2x2 = 0 より x = 0,±
√
2.

f(±
√
2, 0) = 2 である, また, (x, y) = (0, 0) は ϕ(x, y) = 0 の特異点 gradϕ(0, 0) = (0, 0) であ

り, f(0, 0) = 0. 最大値, 最小値はこれらの値となるので, f(x, y) は (x, y) = (±
√
2, 0) で最大値

2, (0, 0) で最小値 0 をとる. 0 が最小であることは, 常に f(x, y) ≥ 0 であることからも分かる.

4. 条件 ϕ(x, y, z) = x+ 2y + 3z − 1 = 0 のもとで, f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 の最小値を求めよ. 最
小値を与える点は, どのような点か.

fx − λϕx = 2x− λ = 0, fy − λϕy = 2x− 2λ = 0, fz − λϕz = 2z − 3λ = 0 より x = λ
2 , y = 2λ

2 ,

z = 3λ
2 . これを ϕ = 0 に代入して, 14λ

2 = 1. よって λ = 1
7 , (x, y, z) = ( 1

14 ,
1
7 ,

3
14 ).

この点において f(x, y, z) は極小かつ最小となる. これは, シュワルツの不等式により, ϕ = 0 の
とき

1 = |x+ 2y + 3z|2 ≤ (x2 + y2 + z2)(12 + 22 + 32) = 14f(x, y, z)

すなわち f(x, y, z) ≥ 1
14 が成り立ち, (x, y, z) = ( 1

14 ,
1
7 ,

3
14 ) で等号が成り立つことからわかる.

この点は, 原点と平面 ϕ = 0 上の点の距離の 2乗の最小値を与えている. すなわち, この点は原
点からこの平面に下ろした垂線の足である.


