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1. (x, y) → (0, 0) のとき、次の関数の極限値があればそれを求めよ.

(1) f(x, y) =
y(x2 − y2)

x2 + y2

x = r cos θ, y = r sin θ とおくと u(x, y) = r sin θ(cos2 θ − sin2 θ). (x, y) → (0, 0) のとき
r → 0 で, sin θ(cos2 θ − sin2 θ) は有界だから u(x, y) → 0.

あるいは, sin θ(cos2 θ − sin2 θ) = sinθ cos 2θ より | sin θ(cos2 θ − sin2 θ)| ≤ 1. よって
|u(x, y)| ≤ |r| だから r → 0 より u(x, y) → 0.

一般に f(x, y) → 0 は, |f(x, y)| ≤ g(x, y) と上から抑えて, g(x, y) → 0 に帰着させて示す.
単に f(x, y) を上から抑えるだけでは, 下が開いているのでダメ.

(2) g(x, y) =
1− cos(x2 + y2)

x2 + y2

t = x2 + y2 とおくと,

g(x, y) =
1− cos t

t
=

2 sin2 t
2

t
=

sin t
2

t
2

· sin t

2
.

(x, y) → (0, 0) のとき t → 0 で, このとき sin t
2

t
2

→ 1, sin t
2 → 0 より g(x, y) → 0.

2. u =
x cosα− y sinα

x2 + y2
, v =

x sinα+ y cosα

x2 + y2
に対して

∂u

∂x
+

∂v

∂y
を計算せよ.

∂u

∂x
=

(x2 + y2) cosα− 2x(x cosα− y sinα)

(x2 + y2)2
=

(−x2 + y2) cosα+ 2xy sinα

(x2 + y2)2
,

∂v

∂y
=

(x2 + y2) cosα− 2y(x sinα+ y cosα)

(x2 + y2)2
=

(x2 − y2) cosα− 2xy sinα

(x2 + y2)2

より
∂u

∂x
+

∂v

∂y
= 0.

3. f(x, t) =
1√
t
e−

x2

4t (0 < t) に対して
∂f

∂t
− ∂2f

∂x2
を計算せよ.

∂f

∂x
= −1

2
t−

3
2xe−

x2

4t ,
∂2f

∂x2
= (−1

2
t−

3
2 +

x2

4
t−

5
2 )e−

x2

4t ,
∂f

∂t
= (−1

2
t−

3
2 +

x2

4
t−

5
2 )e−

x2

4t

より
∂f

∂t
− ∂2f

∂x2
= 0

4. 次の u(x, y) に対して
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
を計算せよ.

(1) u(x, y) = eax−by cos(bx+ ay)
∂2u
∂x2 = eax−by(−2ab sin(bx+ ay) + (a2 − b2) cos(bx+ ay)),

∂2u
∂y2 = eax−by(2ab sin(bx+ ay)− (a2 − b2) cos(bx+ ay)) より

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0.

(2) u(x, y) = tan−1 y

x

∂2u
∂x2 = 2xy

(x2+y2)2 ,
∂2u
∂y2 = − 2xy

(x2+y2)2 より
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0.

(3) u(x, y) = log(x2 + y2)

∂2u
∂x2 = 2(y2−x2)

(x2+y2)2 ,
∂2u
∂y2 = 2(x2−y2)

(x2+y2)2 より
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0.


