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概 要

可微分写像には一般に特異点があらわれる. 微少に摂動してもなくなることの

ない特異点をジェネリックな特異点と呼ぶが, ジェネリックな特異点に関してはそ

の判定法が重要となる. 本連続講演ではジェネリックな特異点の使いやすい判定法

の証明を述べる. また, 具体例をいくつか計算することにより, その使い方を紹介す

る. 全ての写像, 多様体は C∞ 級微分可能とする.

1 座標と座標変換

1.1 座標と座標変換

主要参考文献は [20].

座標については本講演で非常に重要なので, 少々複雑ではあるが, 多様体論に則った

定義を与える.

定義 1.1. U を (ある k 次元多様体の, または Rk の)開集合とする. U の座標とは, Rk

のある開集合 Ũ への微分同相写像

φ : U → Ũ ⊂ Rk

のことをいう. 点 p ∈ U の座標とは φ(p) のことをいう.

q ∈ U に対して φ を成分であらわして, φ(q) = (x1(q), . . . , xk(q)) のように書くと,

x1, . . . , xk は U 上の関数である. このことを q を省略して φ = (x1, . . . , xk) のように

かく.

写像 f : U → V を Rm の開集合 U からRn の開集合 V からへの写像とする. 座標

φ : U → Ũ , ψ : V → Ṽ をとり,

ψ ◦ f ◦ φ−1

を考える. φ = (x̃1, . . . , x̃m), ψ = (X̃1, . . . , X̃n), とすると,

ψ ◦ f ◦ φ−1(x̃1, . . . , x̃m) =
(
X̃1

(
f ◦ φ−1(x̃)

)
, . . . , X̃n

(
f ◦ φ−1(x̃)

))



とかける. これを f の座標 φ, ψ による表示という. xi, Xi を第 i 成分を対応させる関

数として, とくに, φ = (x1, . . . , xm), ψ = (X1, . . . , Xn) を座標にとると, f の表示がひと

つ得られる. これが通常我々が思う写像の座標表示である. これをそのまま f とかく.

fi = Xi ◦ f とかいて, f を

f(x) =
(
f1(x), . . . , fn(x)

)
とかく書き方は便利でよく使う.

定義 1.2. f の座標 φ, ψ による表示 ψ ◦ f ◦ φ−1 : Ũ → Ṽ に対して新しい微分同相写像

φ̃ : Ũ → U, ψ̃ : Ṽ → V

をとり, ψ̃ ◦ ψ ◦ f ◦ φ−1 ◦ φ̃−1 を考えると, 別の表示が得られる. これを座標変換という.

φ̃ を定義域の座標変換, ψ̃ を像域 1 の座標変換という.

2 写像芽

主要参考文献は [5, 10, 22]

2.1 写像芽

0 の近傍 U 上で定義された写像 f : U → Rn と 0 の近傍 V 上で定義された写

像 f : V → Rn が 0 において同じ写像芽を定めるとは, ある 0 の近傍 W が存在

して f |W = g|W が成り立つときをいう. これは同値関係となり, この同値類を [f ]0,

f : (Rm, 0) → (Rn, f(0))などとかく. またそのまま f とかくこともある. また 0での値

にさほど意味は無いので以降は f(0) = 0 とする. C∞(m,n) = {f : (Rm, 0) → (Rn, 0)}
とおく.

1像域とは写像の行き先の集合のこと. 終域, ターゲットとも言われる. 値域と言われることもあるが,

中学校時代に「次の関数の値域を求めよ. 」という問題があったように値域だと, f の像のことを指す場

合もあるのでここでは像域と呼ぶことにする.



2.2 右左同値

2つの写像芽 f, g : (Rm, 0) → (Rn, 0) がA 同値 (∼)であるとは, 定義域の座標変換

φ と像域の座標変換 ψ が存在して

g = ψ ◦ f ◦ φ−1

がなりたつときをいう. 2つの写像芽が与えられたとき,それらが A同値か否か調べるの
は簡単ではない. 2つの空間の座標がからみあうからである. 我々は集合 C∞(m,n)/ ∼
を手に入れたわけであるが, ここにはどのような元が入っているであろうか? 次を考え

てみよう.

命題 2.1. f ∈ C∞(m,n), m ≤ n とし, rank df0 = m とする. このとき任意の定義域の

座標 x に対して像域の座標 X = (X1, . . . , Xn) が存在してXi ◦ f(x) = xi (1 ≤ i ≤ m),

Xi ◦ f(x) = 0 (m + 1 ≤ i ≤ n) が成り立つ. つまり, これらの座標に関する表示が

f = (x1, . . . , xm, 0, · · · , 0) となる.

Proof. 座標 φ に対して座標 ψ を適当にとって ψ ◦ f ◦ φ(x) = (f1(x), . . . , fn(x)) とす

る. 適当に像域の座標の順番を入れ替えて

rank


(f1)x1 · · · (f1)xm

...
...

...

(fm)x1 · · · (fm)xm

 = m

とできる. 新しい写像 ψ̃ を

ψ̃(x1, . . . , xm, Xm+1, . . . , Xn) = (f1(x), . . . , fm(x), fm+1(x) +Xm+1, . . . , fn(x) +Xn)

と定める. ψ̃ のヤコビ行列の階数は n となるので ψ̃ は微分同相写像であり, 単射であ

る (ように原点の近傍をとる). このとき,

ψ̃ ◦ ψ̃−1 ◦ ψ ◦ f ◦ φ−1(x) = (f1(x), . . . , fn(x)) = ψ̃(x1, . . . , xm, 0, . . . , 0)

であるが, ψ̃ は単射なので,

ψ̃−1 ◦ ψ ◦ f ◦ φ−1(x) = (x1, . . . , xm, 0, . . . , 0)

が成り立つ. φ, ψ̃−1 ◦ ψ を新しい座標にとれば, 結論が成り立っている.



これは参考までに次が成り立つ.

命題 2.2. f ∈ C∞(m,n), m ≥ n とし, rank df0 = n とする. このとき任意の像域の座

標 X に対して定義域の座標 x = (x1, . . . , xm) が存在してXi ◦ f(x) = xi (1 ≤ i ≤ n)

が成り立つ. つまり, これらの座標に関する表示が f = (x1, . . . , xn) となる.

証明は省略

つまり, m ≤ n のとき, C∞(m,n)/ ∼ の中で rank df0 = m であるものはすべて同じ

点となっている. ではそうでないものはどうであろうか? これが非常に複雑なのである.

以降で与える例はすべて互いに A 同値でない.

2.3 関数の例

以下の例で特異点の名前が τ であるものは, それと A 同値なものは全て τ と呼ば

れる.

例 2.3. f1(x1, x2) = x21+x
2
2 (指数 0のモース関数), f2(x1, x2) = x21−x22 (指数 1のモース

関数,サドル), f3(x1, x2) = −x21−x22 (指数 2のモース関数), f4(x1, x2) = x21+x
3
2 (A2 関数

), f5(x1, x2) = x21+x
4
2 (A3 関数), f6(x1, x2) = x31+x1x

2
2 (D

+
4 関数), f7(x1, x2) = x31−x1x22

(D−
4 関数).

2.4 平面曲線の例

例 2.4. f(x) = (x2, x3) (カスプ, (2, 3)-カスプ, 3/2-カスプ, 通常カスプ), f(x) = (x2, x5)

((2, 5)-カスプ, 5/2-カスプ, ランフォイドカスプ). f(x) = (x3, x4) ((3, 4)-カスプ, 4/3-

カスプ, E6-カスプ).

2.5 平面写像の例

例 2.5. ff (x1, x2) = (x1, x
2
2) (折り目, フォールド), fc(x1, x2) = (x1, x

3
2 + x1x2) (尖点, (

ホイットニー )カスプ), fl(x1, x2) = (x1, x2(x
2
1+x22)) (唇), fb(x1, x2) = (x1, x2(x

2
1−x22))

(嘴), fs(x1, x2) = (x1, x
4
2 + x1x2) ((平面 )燕の尾, (平面 )スワローテイル).



2.6 曲面の例1

例 2.6. fw(x1, x2) = (x1, x
2
2, x1x2) (ホイットニーの傘, 交差帽子), fcmm+(x1, x2) =

(x1, x
2
2, x1(x

2
1 + x22)) (+ 陳・松本・モンド), fcmm−(x1, x2) = (x1, x2(x

2
1 + x22)) (− 陳・松

本・モンド).

2.7 曲面の例2

応用上重要な対象に波面的写像がある.

A C∞-map f : (R2, 0) → (R3, 0) is called a frontal if there exists a vector field (unit

normal v.f.) ν : (R2, 0) → (S2, ν(0)) along f s. t. ⟨df(X), ν⟩ = 0 for any p and

X ∈ TpR
2. If (f, ν) : (R2, 0) → (R3 × S2, (f, ν)(0)) is an imm., f is called a front. 波

面的写像の例を与える.

例 2.7. fc(x1, x2) = (x1, x
2
2, x

3
2) (カスプ辺), fs(x1, x2) = (x1, 3x

4
2 + x1x2, 4x

3
2 + 2x1x2)

(燕の尾, スワローテイル), fcl(x1, x2) = (u, 4v3 + 2v(s + 2u2), 3v4 + v2(s + 2u2)) s = 0

(カスプ的唇), fcb(x1, x2) = (u, 4v3 + 2v(s − 2u2), 3v4 + v2(s + 2u2)) s = 0 (カスプ

的嘴), fcb(x1, x2) = (u, 3sv2 + 5v4 + 2uv, 2sv3 + 4v5 + v2u − u2) s = 0 (カスプ的蝶),

fD+
4
(x1, x2) = (2uv, u2+2sv+3v2, 2u2v+sv2+2v3) s = 0 (カスプ的 D+

4 ), fD−
4
(x1, x2) =

(2uv,−u2 + 2sv + 3v2,−2u2v + sv2 + 2v3) s = 0 (カスプ的 D−
4 ).

2.8 モラン写像1

[18]

h0,r : x 7→
(
x1, . . . , xm−1, h1(x), . . . , hn−m+1(x)

)
, (2.1)

where x = (x1, . . . , xm), and

hi(x) =
r∑

j=1

x(i−1)r+jx
j
m (i = 1, . . . , n−m),

hn−m+1(x) =
r−1∑
j=1

x(n−m)r+jx
j
m + xr+1

m .

(2.2)



2.9 モラン写像2

[19]

(x1, . . . , xn−1, y1, . . . , ym−n, z) 7→
(
x1, . . . , xn−1, q(y1, . . . , ym−n) + zk+1 +

k−1∑
i=1

xiz
i

)
.

ただしここで, q(y1, . . . , ym−n) =
∑m−n

i=1 ±y2i

2.10 Ae 余次元

[16] Em,Mm, θ(f).

与えられた写像に A 同値な写像全体の占める部分はどれくらいあるのであろうか.

f ∈ C∞(m,n) に対して

A(f) = {g ∈ C∞(m,n) | g ∼A f}

とおく. f の近くでの A(f) はどうなっているのであろうか. ただし, C∞(m,n) は多様

体でないので接空間は考えられない. ただし, 接空間のようなものは考えられる.

TA(f) =

{(
f(x),

∂

∂λ
t
(
f
(
s(x, λ)

)
, λ
)∣∣∣

λ=0

) ∣∣∣∣ t(X,λ), s(x, λ)は微分同相写像芽の族}
とおく. さて, これはどこの集合の元なのであろうか. f(x) の近くでの f の変形をあら

わしているので, これは f に沿ったベクトル場である.

x =(x1, . . . , xm),

s(x, λ) =
(
s1(x, λ), . . . , sm(x, λ)

)
,

f(x) =
(
f1(x), . . . , fn(x)

)
,

t(X,λ) =
(
t1(X,λ), . . . , tn(X,λ)

)
として合成関数の微分を実行する. 以降,

(xi)
m
i=1 = (x1, . . . , xm)



のような記法をつかう.

∂

∂λ
t
(
f
(
s(x, λ)

)
, λ
)
=

(
n∑

j=1

∂ti
∂Xj

(
f
(
s(x, λ)

)
, λ
)∂fj
∂λ

(
s(x, λ)

)
+
∂ti
∂λ

(
f
(
s(x, λ)

)
, λ
))n

i=1

=

(
n∑

j=1

∂ti
∂Xj

(
f
(
s(x, λ)

)
, λ
) m∑

k=1

∂fj
∂xk

(
s(x, λ)

)∂sk
∂λ

(x, λ)

+
∂ti
∂λ

(
f
(
s(x, λ)

)
, λ
))n

i=1

(2.3)

となるので, s, t が原点を原点に移すとは限らない場合,

TA(f) = tf(θ(m)) + wf(θ(n))

となる. したがって, f の変形全体の中で f と A 同値なものが占める部分の f に近い

部分の状況を示す

dim

(
θ(f)

/
tf(θ(m)) + wf(θ(n))

)
を Ae 余次元という.

例 2.8. f(u, v) = (u, v2) で計算してみる.(
a1(u, v)

2va2(u, v)

)
+

(
b1(u, v

2)

b2(u, v
2)

)

が全ての関数を作ればよい.

例 2.9. f(u, v) = (u, v3) で計算してみる.(
a1(u, v)

3v2a2(u, v)

)
+

(
b1(u, v

3)

b2(u, v
3)

)

はどれだけの関数をつくるか. 上の要素はよい. 下は v2 の部分と定数項, u の関数はあ

る. ゆえに v の項がない.

θ(f)
/
tf(θ(m)) + wf(θ(n)) = {av | a ∈ R}

より Ae 余次元は 1.



参考までに波面の場合は普遍開折余次元のようなものをみるとよい.

ρ(x, u, λ)F (Φ(x, u, λ), φ(u, λ))

を λ で微分して

dim

 θ(F )⟨
∂F

∂x
, F

⟩
Ex,u

+

⟨
∂F

∂u

⟩
Eu


を得る.

2.11 分類

関数 (参考文献 [5, 10, 22])

写像 Ae 余次元 名前

x21 ± x22 0 モース関数, A1

x21 + x32 1 A2

x21 ± x42 2 A±
3

x21 + x52 3 A4

x31 ± x1x
2
2 3 D±

4

平面曲線

写像 Ae 余次元 名前

(t2, t3) 1 (2, 3)-カスプ

平面写像 (参考文献 [24])

写像 Ae 余次元 名前

(u, v2) 0 折り目, フォールド

(u, v3 + uv) 0 カスプ

(u, v(u2 ± v2)) 1 唇/嘴

(u, v4 + uv) 1 平面スワローテイル

曲面 (参考文献 [2, 17])



写像 Ae 余次元 名前

(u, v2, uv) 0 ホイットニーの傘, 交差帽子, S0

(u, v2, v(u2 ± v2)) 1 陳・松本・モンド±, S±
1

波面的写像 (参考文献 [1, 10])

写像 名前

(x1, x
2
2, x

3
2) カスプ辺, A2

(x1, 3x
4
2 + x1x2, 4x

3
2 + 2x1x2) 燕の尾, スワローテイル, A3

(u, 4v3 + 2v(s+ 2u2), 3v4 + v2(s+ 2u2)) s = 0 カスプ的唇

(u, 4v3 + 2v(s− 2u2), 3v4 + v2(s+ 2u2)) s = 0 カスプ的嘴

(u, 3sv2 + 5v4 + 2uv, 2sv3 + 4v5 + v2u− u2) s = 0 カスプ的蝶

(2uv, u2 + 2sv + 3v2, 2u2v + sv2 + 2v3) s = 0 D+
4

(2uv,−u2 + 2sv + 3v2,−2u2v + sv2 + 2v3) s = 0 カスプ的 D−
4

2.12 分類

関数

写像 Ae 余次元 名前

x21 ± x22 0 モース関数, A1

x21 + x32 1 A2

x21 ± x42 2 A±
3

x21 + x52 3 A4

x31 ± x1x
2
2 3 D±

4

(参考文献 [4,9,20])

平面曲線

写像 Ae 余次元 名前

(t2, t3) 1 (2, 3)-カスプ

平面写像



写像 Ae 余次元 名前

(u, v2) 0 折り目, フォールド

(u, v3 + uv) 0 カスプ

(u, v(u2 ± v2)) 1 唇/嘴

(u, v4 + uv) 1 平面スワローテイル

(参考文献 [4,9,20], J. H. Rieger, Families of maps from the plane to the plane, J. London

Math. Soc. 36 (1987), 351–369.)

曲面

写像 Ae 余次元 名前

(u, v2, uv) 0 ホイットニーの傘, 交差帽子, S0

(u, v2, v(u2 ± v2)) 1 陳・松本・モンド±, S±
1

(参考文献 [4,9,20], X. Chen and T. Matumoto, On generic 1-parameter families of

C∞-maps of an n-manifold into a (2n − 1)-manifold, Hiroshima Math. J. 14 (1985),

547–550, D. Mond, On the classification of germs of maps from R2 to R3, Proc. London

Math. Soc. 50 (1985), 333–369.)

波面的写像

写像 名前

(x1, x
2
2, x

3
2) カスプ辺, A2

(x1, 3x
4
2 + x1x2, 4x

3
2 + 2x1x2) 燕の尾, スワローテイル, A3

(u, 4v3 + 2v(s+ 2u2), 3v4 + v2(s+ 2u2)) s = 0 カスプ的唇

(u, 4v3 + 2v(s− 2u2), 3v4 + v2(s+ 2u2)) s = 0 カスプ的嘴

(u, 3sv2 + 5v4 + 2uv, 2sv3 + 4v5 + v2u− u2) s = 0 カスプ的蝶

(2uv, u2 + 2sv + 3v2, 2u2v + sv2 + 2v3) s = 0 カスプ的 D+
4

(2uv,−u2 + 2sv + 3v2,−2u2v + sv2 + 2v3) s = 0 カスプ的 D−
4

(参考文献 [1,9])



3 判定法

3.1 二変数関数

関数 f のテイラー展開を

f(u, v) =
∑
i,j

1

i!j!
aiju

ivj

とする. 3次の項を c(u, v) とおく: c(u, v) =
∑

i+j=3

1

i!j!
aiju

ivj.

定理 3.1. f は detHess f(0, 0) > 0 であれば u2 + v2 に A 同値で, detHess f(0, 0) > 0

であれば u2 − v2 に A 同値である.

rankHess f(0, 0) = 1 とすると, η = (η1, η2) が存在して Hess f(0, 0)η = 0 が成り立

つ. このとき, 次が成り立つ.

定理 3.2. [7] f が u2+ v3 に A 同値であるための必要十分条件は rankHess f(0, 0) = 1,

c(η1, η2) ̸= 0.

定理 3.3. [27] f が u3±uv2 に A同値であるための必要十分条件は rankHess f(0, 0) = 0,

∆ ̸= 0. ただし ∆ は 3 次方程式の判別式と呼ばれているものをこの場合に適用したも

ので,

∆ = f 2
uuuf

2
vvv − 6fuuufuuvfuvvfvvv − 3f 2

uuvf
2
uvv + 4f 3

uuvfvvv + 4fuuuf
3
uvv.

3.2 基本データー

[13, 32]

補題 3.4. f : (Rm, 0) → (Rn, 0) は corank df0 = 1 とする. このとき定義域の座標変換

により,

f(x) =
(
x1, . . . , xm−1, fm(x), . . . , fn(x)

)
(n ≥ m),

f(x) =
(
x1, . . . , xn−1, fn(x)

)
(n < m)

(3.1)

とできる.

Proof. 陰関数定理.



補題 3.5. f : (Rm, 0) → (Rn, 0) は corank df0 = 1 とする. このとき η ∈ X(Rm, 0) が

存在して p ∈ S(f) ならば ⟨η(p)⟩R = ker dfp が成り立つ.

Proof. 仮定から (3.1) のようにすると, ∂xm が条件をみたすもの.

ここで存在が保証されたベクトル場を退化ベクトル場といい, η であらわす.

f ∈ C∞(m,n) に対してm = n のとき, det Jf を λ と書き, ヤコビ行列式という.

m = n+ 1 で f が波面的のとき, det(fu, fv, ν) を λ と書き, 符号付き面積密度関数また

は波面のヤコビ行列式という. これらは座標を取り替えると 0 でない関数倍される.

3.3 同次元間のモラン写像

S(f) を f の特異点の集合とする. λ の零点は S(f) である. f が 1-非退化であると

は, dλ ̸= 0 のときをいう. このとき, S(f) が多様体となるので, η が S(f) に接するか

どうかは意味をもつ. f1 = f |S(f) とすると, S(f1) は η が S(f) に接する点であること

がわかる. η が S(f) に接するとき, 2-特異という. 2-特異な点全体は {ηλ = 0} であり,

これを S2(f) とおくと, d(ηλ|S(f)) ̸= 0 であれば S2(f) は多様体となる. f が 2-非退化

であるとは, d(ηλ|S(f)) ̸= 0 となるときをいう. これを続けていくと, Sm+1(f) が点にな

るまで続けることができる.

定理 3.6. f が k-モラン特異点であるための必要十分条件は k-非退化であるが k-特異

でないときである.

簡単に次がわかる.

系 3.7. f が k-モラン特異点であるための必要十分条件は

• λ = ηλ = · · · = ηk−1λ = 0, ηkλ ̸= 0,

• rank d(λ, ηλ, . . . , ηk−1λ) = k.

3.4 低次元へのモラン写像

[29]



定義 3.8. f : (Rm, 0) → (Rn, 0) に対して (Rm, 0) のベクトル場の組

(ξ, η) = (ξ1, . . . , ξn−1, η1, . . . , ηm−n+1)

が adapted with respect to f であるとは, 原点において ξ1, . . . , ξn−1, η1, . . . , ηm−n+1 が

T0R
m を生成し, p ∈ S(f) ならば ⟨η1(p), . . . , ηm−n+1(p)⟩R = ker dfp となるときをいう.

f : (Rm, 0) → (Rn, 0) に対して rank df = n− 1 とする. このとき, 0 の近傍で定義さ

れた adapted with respect to f なベクトル場の組が存在する.

Proof. 結論は座標に関係ないので rank df0 = n − 1 から, x = (x1, . . . , xn−1), y =

(y1, . . . , ym−n+1) として,

f(x, y) = (x, h(x, y)), dh0 = 0

となるような座標をとっておく. このとき, S(f) = {hy1 = · · · = hym−n+1 = 0} であるの
で, ∂x1, . . . , ∂xn−1, ∂y1, . . . , ∂ym−n+1 が求めるベクトル場の組である.

定義 3.9. 0が f = (f1, . . . , fn) : (R
m, 0) → (Rn, 0)の非退化特異点であるとは0 ∈ S(f)

であり, λ1, . . . , λmCn (ただし, mCn は m 個の中から n 個を選ぶ選び方の数をあらわす)

を df の全ての n 次小行列式とするとき,

rank d(λ1, . . . , λmCn)0 = m− n+ 1

が成り立つときをいう.

非退化性は

• rank df0 = n− 1,

• S(f) は多様体

を導く. ただし, 逆は成り立たない. 例えば (x, y) 7→ (x, y3) が反例.

Proof. 0 の近傍において adapted with respect to f なベクトル場の組 ξ = (ξ1, . . . , ξk),

η = (η1, . . . , ηm−k) をとっておく. k < n− 1 であれば, 全ての n 次小行列の中に二本以

上の ηif という列ベクトルが入る. その小行列式の微分は必ず消えるので k = n− 1 で

ある. また,

λi = det(ξ1, . . . , ξk, ηi), i = 1, . . . ,m− n+ 1



とおく. これ以外の小行列式は二本以上の ηif という列ベクトルが入る. ゆえにその行

列式の微分は 0 で 0 である. よって, これらは rank d(λ1, . . . , λmCn) には影響しないの

で無視できる.

S(f) = {(λ1, . . . , λm−n+1) = (0, . . . , 0)}

であるが, 非退化性から rank d(λ1, . . . , λm−n+1)0 = m − n + 1 であるので 0 は写像

(λ1, . . . , λm−n+1) の正則値である. ゆえに S(f) は多様体である.

f = (f1, . . . , fn) : (R
m, 0) → (Rn, 0) に対して 0 は非退化特異点とする. S(f) は多

様体であるので, g = f |S(f) を考える. S(f) 上で rank df = n − 1 より, adapted with

respect to f なベクトル場の組 ξ = (ξ1, . . . , ξk), η = (η1, . . . , ηm−k) をとっておく.

λi = det(ξ1f, . . . , ξn−1f, ηif), i = 1, . . . ,m− n+ 1

とおき,

Λ = (λ1, . . . , λm−n+1)

とすると S(f) = {Λ = 0} である. さて, 行列 Hη を

Hη =
(
ηjλi

)
1≤i,j≤m−n+1

=


η1λ1 . . . η1λm−n+1

...
...

...

ηm−n+1λ1 . . . ηm−n+1λm−n+1

 (3.2)

とする. ここで Hη は (定義域の) S(f) 上で対称行列であることに注意しておく. 実際,

[ηj, ηi](p) ∈ TpR
m であり,

[ηj, ηi](p) =
n−1∑
i=1

αiξi(p) +
m−n+1∑
j=1

βjηj(p)

と書かれる. p ∈ S(f) ならば ηjf(p) = 0 より, S(f) 上で

ηjλi = det(ξ1f, . . . , ξn−1f, ηjηif) = det(ξ1f, . . . , ξn−1f, ηiηjf) = ηiλj

となる.

補題 3.10. 0 は f = (f1, . . . , fn) : (R
m, 0) → (Rn, 0) の非退化特異点とする. S(f) 上

の行列値関数 Hη は, adapted with respect to f なベクトル場の組を取り替えると, 零で

ない関数倍される. とくに, rankHη は adapted with respect to f なベクトル場の組の

取り方によらない.



Proof. adapted with respect to f なベクトル場の組 (ξ1, . . . , ξn−1, η1, . . . , ηm−n+1) に対

して新しい adapted with respect to f なベクトル場の組 (ξ̄1, . . . , ξ̄n−1, η̄1, . . . , η̄m−n+1)

を 

ξ̄1
...

ξ̄n−1

η̄1
...

η̄m−n+1


=

(
aij

)


ξ1
...

ξn−1

η1
...

ηm−n+1


,

(
aij

)
=

 A1 A2

B1 B2



:=



a11,1 · · · a11,n−1 a21,1 · · · a21,m−n+1

...
...

...
...

...
...

a1n−1,1 · · · a1n−1,n−1 a2n−1,1 · · · a2n−1,m−n+1

b11,1 · · · b11,n−1 b21,1 · · · b21,m−n+1

...
...

...
...

...
...

b1m−n+1,1 · · · b1m−n+1,n−1 b2m−n+11 · · · b2m−n+1,m−n+1


(3.3)

とする. 条件より, S(f) 上で B1 = O, detA1 ̸= 0, detB2 ̸= 0 である.

λ̄i = det(ξ̄1f, . . . , ξ̄n−1f, η̄if), Hη̄ =
(
η̄jλ̄i

)
1≤i,j≤m−n+1

とおく. このとき S(f) 上で ηi, η̄i i = 1, . . . ,m− n+ 1 は df の核方向であることに注

意して S(f) 上で以下のように計算できる.

η̄jλ̄i = η̄j det(ξ̄1f, . . . , ξ̄n−1f, η̄if)

=
⟨
ξ̄1f × · · · × ξ̄n−1f, η̄j η̄if

⟩
= detA1 ⟨ξ1f × · · · × ξn−1f, η̄j η̄if⟩

= detA1

⟨
ξ1f × · · · × ξn−1f,

∑
k,l

ηlb
1
i,k ξlf +

∑
k,l

b2jlb
2
ikηlηkf

⟩
= detA1

∑
k,l

b2jlb
2
ik ⟨ξ1f × · · · × ξn−1f, ηlηkf⟩

= detA1
∑
k,l

b2jlb
2
ik ηlλk.



ゆえに S(f) 上で

Hη̄ = (detA1)m−n+1(detB)2Hη (3.4)

が成り立つ. ゆえに補題の主張が成り立つ.

補題 3.11. 非退化ならば,

S(f |S) = S(g) = {p ∈ S(f) | detHη(p) = 0}.

さらに, ker dgp = kerHη(p).

Proof. 仮定と結論は定義域と像域の座標によらないため, rank df0 = n − 1 の仮定から, x =

(x1, . . . , xn−1), y = (y1, . . . , ym−n+1) として,

f(x, y) = (x, h(x, y)), dh0 = 0

となるような座標をとっておく. rankHess0 h(0, y) = k とする. パラメーターつきモースの補

題から,

h(x, y) = q(ỹ) + h̃(x, ỹk+1, . . . , ỹm−n+1),

q(ỹ) =

k∑
i=1

eiỹ
2
i , ỹ = (ỹ1, . . . , ỹk), ei = ±1

となるような座標 (ỹ1, . . . , ỹm−n+1) と h̃ が存在する. 座標 (y, z) を改めて

y = ỹ, z = (z1, . . . , zk′) = (ỹk+1, . . . , ym−n+1), l = m− n+ 1− k

とおくことにより, f(x, y, z) = (x, g(x, y, z)) は,

g(x, y, z) = q(y) + h(x, z), q(y) =

k∑
i=1

eiy
2
i , Hessh(0, z)(0) = 0

の形としてよい. さらに, 補題 3.10 によれば, 仮定と結論はベクトル場の取り方によらないた

め, adapted with respect to f なベクトル場の組 ξ1, . . . , ξn−1, η1, . . . , ηm−n+1 を

ξi = ∂xi (i = 1, . . . , n− 1), ηj = ∂yj (j = 1, . . . , k), ηk+j = ∂zj (j = 1, . . . , l)

ととる. このとき ⟨ηk+1, . . . , ηk+l⟩R = kerHη である.

λj = det(ξ1f, . . . , ξn−1f, ηjf), j = 1, . . . ,m− n+ 1, Λ = (λ1, . . . , λm−n+1)

とすると,

Λ = (2e1y1, . . . , 2ekyk, hz1(x, z), . . . , hzl(x, z))



であり, S(f) = {Λ = 0} である. 非退化性より dλ0 ̸= 0 であるが, dλ0 をあらわす行列は

gy1x1 · · · gy1xn−1 gy1y1 · · · gy1yk gy1z1 · · · gy1zl
...

...
...

...
...

...
...

...
...

gykx1 · · · gykxn−1 gyky1 · · · gykyk gykz1 · · · gykzl
gz1x1 · · · gz1xn−1 gz1y1 · · · gz1yk gz1z1 · · · gz1zl
...

...
...

...
...

...
...

...
...

gzlx1 · · · gzlxn−1 gzly1 · · · gzlyk gzlz1 · · · gzlzl


となるが, これは

∗ ∗ Hess q(y) O

hz1x1 · · · hz1xl
hz1xl+1

· · · hz1xn−1 hz1x1 · · · hz1xn−1

...
...

...
...

...
... O

...
...

...

hz1zl · · · hz1zl hz1xl+1
· · · hz1xn−1 hzlz1 · · · hzlzl


=:

(
∗ ∗ Hess q(y) O

M1 M2 O M3

)
となる. M3(0) = O より, 必要なら順番を入れ替えて, M1 が正則であるとする. このとき陰関

数定理より, 関数

xi(xl+1, . . . , xn−1, z) (i = 1, . . . , l), z = (z1, . . . , zl)

が存在して

hzj (x1(x−−→l+1
, z), . . . , xl(x−−→l+1

, z), x−−→
l+1

, z) = 0 (j = 1, . . . , l), x−−→
l+1

= (xl+1, . . . , xn−1) (3.5)

が成り立つ. このとき, g := f |S(f) は

g(xl+1, z) = f(x1(x−−→l+1
), . . . , xl(x−−→l+1

), x−−→
l+1

, 0, z)

とパラメーター表示される. ゆえに d(f |S(f)) をあらわす行列の転置行列は

(x1)xl+1
· · · (xl)xl+1

...
...

... E ∗
(x1)xn−1 · · · (xl)xn−1

(x1)z1 · · · (xl)z1
∑l

i=1 hxi(xi)z1 + hz1
...

...
... O

...

(x1)zl · · · (xl)zl
∑l

i=1 hxi(xi)zl + hzl


=:

(
∗ E ∗
N1 O v

)

となる. ここで, hz1 , . . . , hzl は ∂z1, . . . , ∂zl が退化方向であることから S(f) 上では 0 であるこ

とから,

v = N1


hx1

...

hxl





より, 列基本変形により, d(f |S(f)) をあらわす行列の転置行列は(
∗ E ∗
N1 O O

)
(3.6)

となる. ゆえに (x, 0, z) ∈ S(f |S(f)) の必要十分条件は detN1(x, 0, z) = 0 となる. (3.5) を微分

して

N1
tM1 = −


hz1z1 · · · hz1zl
...

...
...

hz1zl · · · hzlzl


を得る. M1 は正則なので (x, 0, z) ∈ S(f |S(f)) の必要十分条件は detHessh(0, 0, z) = 0 となる.

ここで, S(f) 上で ηjλi = ∂zj∂zih より, detHessh(0, 0, z) = Hη となる. 後半は (3.6) により,

ker dg = ⟨z1, . . . , zl⟩R がわかるので成り立つ.

これにより次のような定義が可能となる.

H = detHη

とかく.

定義 3.12. 非退化特異点が 2 特異であるとは, H = 0 となるときをいう.

S2(f) = {H = 0} とする. 2 特異であるかどうかは η の拡張の仕方によらない. この

とき, 補題 3.11 より, S2(f) = S(g) である.

定義 3.13. f = (f1, . . . , fn) : (R
m, 0) → (Rn, 0) の 2 特異特異点 0 が 2非退化特異点で

あるとは ker dH0 ̸⊃ T0S(f) であるときをいう.

これは d(H|S(f))0 ̸= 0と同値である. 2非退化であるかどうかは ηの拡張の仕方によら

ない. 2非退化性は S2(f) = S(g)が多様体であることを導く. さらに rankHη(0) = m−n
を導く.

Proof. rankHη(0) < m− n とすると, Hη(0) の全ての m− n− 1 次小行列式は消える.

dH0 はこれらの小行列式で書かれるので dH0 = 0 となる.

ただしこれらの逆は成立するとは限らない.

2特異を仮定する. さて, 2特異であれば 原点で H = 0 であるため, 原点において Hη

の ker 方向がある. それを θ0 としよう.



補題 3.14. rankHη = m− n ならば (Rm, 0) 上のベクトル場 θ であって, p ∈ S2(f)(=

{H = 0}) に対して, θp は kerHη(p) を生成する, つまり ⟨θp⟩R = kerHη(p) をみたすも

のが存在する.

Proof. Hη は S(f) で対称で, 原点での固有値はひとつ 0 であり, それ以外は 0 でない.

よって, 絶対値が最小の固有値は原点の近傍ひとつに定まる. その固有ベクトルを θ と

おけば S2(f) 上で θ は 0 固有値の固有ベクトルである. あとは θ を (Rm, 0) 上に適当

に拡張すればよい.

ここで, θ が Hη の ker 方向であることを式にしておく.

補題 3.15. S(f) 上で次が成り立つ.

θ ∈ kerHη ⇔ θλ1 = · · · = θλm−n+1 = 0

Proof. η1, . . . , ηm−n+1 を ker df を生成するベクトル場とする. a = (a1, . . . , am−n+1) が

Hη の ker の元とすると,
∑
aiηjλi = 0 (j = 1, . . . ,m − n + 1) となるが, S(f) 上で

ηjλi = ηiλj より,
∑
aiηiλj = 0 (j = 1, . . . ,m− n+ 1) となるので, θ =

∑
aiηi は S2(f)

上で kerHη を生成するベクトル場で, θλj = 0 (j = 1, . . . ,m− n+ 1) をみたす.

さて, 2非退化であれば S2(f) は多様体であるので, S2(f) 上で θ が S2(f) に接する

かどうかが定義可能となる. 従って次のように定義する. 以下では θ による微分を ′ で

あらわす: H ′ = θH.

定義 3.16. 2非退化特異点が 3 特異であるとは, 0 で θ ∈ T0S2(f) となることと定義

する.

これは原点における θ のみによって定まるので θ の拡張の仕方によらない. S2(f) は

η の拡張の仕方によらないので, η の拡張の仕方にもよらない. もちろん H ′(0) = 0 と

同値である. S3(f) = {θp ∈ TpS2(f)} と定める. S3(f) は S2(f) 上の θ と S2(f) のみで

定まるので η, θ の拡張の仕方によらない. もちろん

S3(f) = {p ∈ S2(f) |H ′(p) = 0} = {p ∈ (Rm, 0) |H(p) = H ′(p) = 0}

である. 3特異とは 0 ∈ S3(f) である. さらに S3(f) = S(f |S2(f)) が成り立つ.



Proof. p ∈ S2(f) のとき ker d(f |S(f))p = ⟨θp⟩R, dimS2 = n− 2 より, f |S(f) と S2 で制

限を考える 2.

定義 3.17. 3特異特異点が 3 非退化であるとは, d(H ′|S2(f))0 ̸= 0であることと定義する.

3 非退化性は θ に関する微分は一回なので, θ̃ を θ の別の拡張とすると, θ̃H|S2(f) =

θHS2(f) が S2(f) 上で成り立つ. ゆえに θ の拡張の仕方によらない. また, η の拡張の仕

方にもよらない.

Proof. η̃ を別の拡張とし, detHη̃ = H̃ とする. H̃ = αH + β とかける. ただし,

α|S(f) ̸= 0, β|S(f) = 0 である. このとき, H̃ ′ = α′H + αH ′ + β′ である. これを S2(f) に

制限すると, H = 0 であり, p ∈ S2(f) ならば θp ∈ TpS(f) なので, S2(f) 上で β′ = 0 と

なる. 従って

H̃ ′|S2(f) = αH ′|S2(f)

が成り立つ. また, 0 が 3 特異のとき, H ′(0) = 0 より, d(H̃ ′|S2(f))0 = αd(H ′|S2(f))0 とな

るので, η の拡張の仕方によらない.

3 非退化性は ker d(H ′)0 ̸⊃ T0S2(f) と同値である. 3 非退化であれば, S3(f) が多様体

であることが従う.

補題 3.18. 3 非退化性は H(0) = 0 かつ rank d(H,H ′)0|T0S(f) = 2 と同値である.

Proof. 3 非退化性からも後者の条件からも dH ̸= 0, H ′(0) = 0 が従うのでこれを仮定

する.

2f : M → N と部分多様体 S ⊂ M , dimS ≤ dimN に対して f |S が p ∈ S で特異点を持つことの必

要十分条件は ker dfp ∩ TpS ̸= {0} である.

Proof. θp ∈ ker dfp ∩ TpS とする. p の近傍の M の座標 (x1, . . . , xn) を

S = {x1 = · · · = xi = 0}, θp = ∂xi+1

ととっておく. f |S = f(0, . . . , 0, xi+1, . . . , xn) である. d(f |S) = (fxi+1 , . . . , fxn)(0 . . . , 0, xi+1, . . . , xn)

となる. θp = ∂xi+1 ∈ ker dfp より, fxi+1 = 0 となる. dimS ≤ dimN なので, d(f |S) は最大階数が n− i

なので, fxi+1
= 0 であれば最大階数になり得ない. ゆえに f |S は p ∈ S で特異点を持つ

ker dfp ∩ TpS = {0} とする. このとき dim dfp(TpS) = dimTpS = dimS より, dimS ≤ dimN なの

で, f |S は p ∈ S で特異点でない.



S の座標 (x1, . . . , xn−2, z) を ∂z(0) = θ0 となるようにとる. このとき, dH ̸= 0,

H ′(0) = 0 から, Hx1(0) ̸= 0 とできる. この座標に関して d(H,H ′)0 をあらわす行列の

転置行列はHx−→
2
= (Hx2 , · · · , Hxn−2 , H

′), H ′
x−→

2
= (H ′

x2
, · · · , H ′

xn−2
, H ′′) とおくと, 0 で

(
Hx1 Hx2 · · · Hxn−2 H ′

H ′
x1

H ′
x2

· · · H ′
xn−2

H ′′

)
=

 Hx1 Hx−→
2

H ′
x1

H ′
x−→

2

 =

 Hx1 Hx−→
2

0 −Hx−→
2

H ′
x1

Hx1

+H ′
x−→

2


となり, 右辺の右下成分は d(H ′

η|S2(f))0 なので, 補題が従う.

定義 3.19. 3非退化特異点が 4 特異であるとは, 0 で θ ∈ T0S3(f) となることと定義

する.

4 特異性は S3(f) 上の θ と S3(f) のみで定義されているので η, θ の拡張の仕方によ

らない. S4(f) = {p ∈ S3(f) | θ ∈ TpS3(f)} とすると,

S4(f) = {p ∈ S3(f) |H ′′(p) = 0}
= {p ∈ (Rm, 0) |H(p) = H ′(p) = H ′′(p) = 0} = S(f |S3(f))

となる. 以降帰納的に

定義 3.20. i 非退化特異点が (i + 1) 特異であるとは, θ ∈ T0Si(f) となることと定義

する.

(i+ 1) 特異性は Si(f) 上の θ と Si(f) のみで定義されているので η, θ の拡張の仕方

によらない. Si+1(f) = {θp ∈ TpSi(f)} と定めるとこれも η, θ の拡張の仕方によらず,

Si+1(f) = {p ∈ (Rm, 0) |H(p) = · · · = H(i−1)(p) = 0}

となる.

定義 3.21. i+ 1 特異特異点が i+ 1 非退化であるとは, d(H(i−1)|Si(f))0 ̸= 0 であること

と定義する.

補題 3.22. i+ 1 非退化性は (1) θ の拡張の仕方, (2) η の拡張の仕方によらない.

Proof. (1) θ̃ を別のベクトル場で θ̃|S2(f) = δθ|S2(f) (δ ̸= 0) となるものとしたとき,

H(i−1)|Si(f) = δθ̃i−1H|Si(f) を示せばよい. 帰納法で示す. θ̃ = δθ + γ とおく. γ は



ベクトル場で γ|S2(f) = 0 となるようなものとする. i = 2 のときは成立. (H(i−2) −
δθ̃i−2H)|Si−1(f) = 0 を仮定する.

θ̃i−1H|S2(f) = θ̃ θ̃i−2H|S2(f) = (δθ + γ)θ̃i−2H|S2(f) = δθ θ̃i−2H|S2(f)

より,

(H(i−1) − θ̃i−1H)|S2(f) =
(
θ(H(i−2) − δθ̃i−2H)

)∣∣∣
S2(f)

となる. 帰納法の仮定から (H(i−2)−δθ̃i−2H)|Si−1(f) = 0である. Si(f)上で θ ∈ TSi−1(f)

が成り立つので, (
θ(H(i−2) − δθ̃i−2H)

)∣∣∣
Si(f)

= 0

が従う.

(2) η を取り替えて得られる H を H̃ とかく. H̃ = αH+β となる. ただし, α|S(f) ̸= 0,

β|S(f) = 0 である. このとき, H(i−1)|Si(f) = αH̃(i−1)|Si(f) を示せばよい. i = 2 のときは

成立. H(i−2)|Si−1(f) = αH̃(i−2)|Si−1(f) を仮定する.

H(i−1) − αH̃(i−1) =
(
H(i−2) − αH̃(i−2)

)′
+ α′H̃(i−2)

が成り立つ. p ∈ Si(f) ならば θ ∈ TpSi−1(f) であり, Si(f) = {p ∈ Si−1(f) |H(i−2)(p) =

0} より, (H(i−1) − αH̃(i−1))|Si(f) = 0.

i+ 1 非退化性は, ker d(H(i−1))0 ̸⊃ T0Si と同値である.

これは Si(f) が一点となるつまり i = n まで続けられる. T0Sn = {0} より, 常に

(n+ 1)-特異性は成り立たない. また, n-非退化性から (n+ 1)-非特異性が従うと言って

もよい. なぜなら, n-非退化性は定義から d(H(n−2)|Sn−1(f))0 ̸= 0 であるが, Sn−1 は一次

元のため, θp ∈ TpSn−1(f) であれば ⟨θp⟩R = TpSn−1(f) であり, θ(H(n−2)|Sn−1(f))(0) ̸= 0

が従うからである.

補題 3.23. i ≤ n とする. i 非退化性は H(0) = H ′(0) = · · · = H(i−2)(0) = 0 かつ

rank d(H,H ′, · · · , H(i−2))0|T0S(f) = i− 1 と同値である.

Proof. 帰納法で示す. i− 1 までは正しいとする.

i 非退化性からも後者の条件からも H(0) = H ′(0) = · · · = H(i−2)(0) = 0 かつ

rank d(H,H ′, · · · , H(i−3))0 = i− 2 が従うので, これを仮定する.

S の座標 (x1, . . . , xn−2, z) を rank d(H,H ′, · · · , H(i−3))0 = i− 2 が, x1, . . . , xi−2 によ

る微分までで正則となり, θ = ∂z となるようにとる.



この座標に関して d(H,H ′, · · · , H(i−2))0 をあらわす行列の転置行列は

 K1 L1

K2 L2

 :=



Hx1 · · · H
(i−3)
x1 H

(i−2)
x1

...
...

...
...

Hxi−2
· · · H

(i−3)
xi−2 H

(i−2)
xi−2

Hxi−1
· · · H

(i−3)
xi−1 H

(i−2)
xi−1

...
...

...
...

Hn−2 · · · H
(i−3)
xn−2 H

(i−2)
xn−2

H ′ · · · H(i−2) H(i−1)


となる. これを基本変形すると, K1 O

K2 L2 −K2K
−1
1 L1


となる. 陰関数定理より,

X :=


(x1)xi+1

· · · (xi)xi+1

...
...

...

(x1)xn−2 · · · (xi)xn−2

(x1)
′ · · · (xi)

′

 = −K2K
−1
1

が成り立つ. また,
(H(i−2)|Si

)xi+1

...

(H(i−2)|Si
)xn−2

(H(i−2)|Si
)′

 = t
(
XL1 + L2

)
= t
(
−K2K

−1
1 L1 + L2

)

となるので主張が示された.

定理 3.24. 写像芽 f : (Rm, 0) → (Rn, 0) が k-モラン特異点である必要十分条件は k

非退化で, k + 1 特異でないことである.

定理 3.25. 0 は f : (Rm, 0) → (Rn, 0) の非退化特異点とする. f at 0 が k モラン特異

点 (2 ≤ k ≤ n) であるための必要十分条件は

(1) H = H ′ = · · · = H(k−2) = 0, H(k−1) ̸= 0,



(2) rank d(H,H ′, . . . , H(k−2))0|T0S(f) = k − 1.

ただし, H は adapted with respect to f なベクトル場の組 (ξ, η) に対してH = detHη

で Hη は (3.2) で定まるもの. ′ は θ による微分であり, θ は {H = 0} 上で kerHη の

基底となるようなベクトル場.

さらに次を得る.

系 3.26. 0 は f : (Rm, 0) → (Rn, 0) の特異点とする. f at 0 が k モラン特異点

(2 ≤ k ≤ n) であるための必要十分条件は

(a) H = H ′ = · · · = H(k−2) = 0, H(k−1) ̸= 0,

(b) rank d(λ1, . . . , λm−n+1, H,H
′, . . . , H(k−2))0 = m− n+ k.

ただし, H は定理 3.25 と同じ.

3.5 高次元へのモラン写像

系 3.27. Let f : (Rm, 0) → (Rn, 0) be a map-germ satisfying rank df0 = m− 1. Then

f at 0 is an r-Morin singularity if and only if

• ηΛ = · · · = ηr−1Λ = 0 and ηrΛ ̸= 0 hold at 0, and

• rank d(Λ, ηΛ, . . . , ηr−1Λ)0 = r(n−m+ 1) holds.

Here, f = (f1, . . . , fm) satisfies d(f1, . . . , fm−1) = m − 1, Λ = (λ1, . . . , λn−m+1), λi =

det(f1, . . . , fm−1, fm−1+i) and η is the null vector field.

3.6 フロント

同次元間の写像の λ を読み替えるだけ.

4 関数の形の操作

[21]



4.1 モースの補題

補題 4.1. f(u, v) : (R2, 0) → R は f(0) = 0 であれば関数 g(u, v), h(u, v) が存在して

f(u, v) = ug(u, v) + vh(u, v)

が成り立つ.

Proof. f(tu, tv) を考える. これを t で微分して積分するともとに戻るので,

f(tu, tv) =

∫
∂

∂t
(f(tu, tv)) dt.

これに [ ]10 をして

f(u, v) =
[
f(tu, tv)

]1
0
=

∫ 1

0

ufu + vfv dt = u

∫ 1

0

fu|(tu,tv) dt+ v

∫ 1

0

fv|(tu,tv) dt

より

g(u, v) =

∫ 1

0

fu|(tu,tv) dt, h(u, v) =

∫ 1

0

fv|(tu,tv) dt

とおけばよい.

系 4.2. f(u, v) : (R2, 0) → R は f(u, 0) = 0 であれば関数 h(u, v) が存在して

f(u, v) = vh(u, v)

が成り立つ.

Proof. f(u, tv) を考える. これを t で微分して積分するともとに戻るので,

f(u, v) = f(u, v)− f(u, 0) =
[
f(u, tv)

]1
0
=

∫ 1

0

vfv|(u,tv) dt = v

∫ 1

0

fv|(u,tv) dt

もう少し精密化できる.

系 4.3. f(u, v) : (R2, 0) → R は f(0, 0) = 0 であれば関数 g(u), h(u, v) が存在して

f(u, v) = g(u) + vh(u, v)

が成り立つ.



Proof. F (u, v) = f(u, v) − f(u, 0) を考えると, F (u, 0) = 0 なので, h が存在して

F (u, v) = vh(u, v). ゆえに g(u) = f(u, 0) とおけばよい.

補題 4.4. f(u, v) : (R2, 0) → R は df(0, 0) = 0, detHess f(0, 0) ̸= 0 であれば ∼A

u2 + v2, u2 − v2

Proof. 省略

4.2 マルグランジュの予備定理

[34, Section 3], [10, Section 4.2]

補題 4.5. f(u, v) は f(u, v) = f(u,−v) であれば関数 h(u, v) が存在して

f(u, v) = h(u, v2).

Proof. g(u, v) = (u, v2) を考える. E2/g∗M2E2 = ⟨1, v⟩R だから, 任意の関数とくに f

は f(u, v) = h1(u, v
2) + vh2(u, v

2) とかける. 条件から h1 = 0.

もっと精密なことが言えている.

系 4.6. 任意の関数 f(u, v) に対して関数 h1, h2(u, v) が存在して

f(u, v) = h1(u, v
2) + vh2(u, v

2).

4.3 関数の有限確定性

[22] [10, Section 5.2]

補題 4.7. 関数 f は

Mk
m ⊂ Mm

⟨
∂f

∂u1
, . . . ,

∂f

∂um

⟩
Em

をみたすならば k-確定である. つまり, jkf(0) = jkg(0) をみたす任意の g は f と A
同値である.



5 判定法の証明

5.1 関数

[21]

モースの補題の証明. m = 2 とする. f は df0 = 0, detHess f(0) ̸= 0 とする. このとき

fxx(0) ̸= 0 とできる. fxx(0) = fyy(0) = 0 の場合は fxy(0) ̸= 0 より, x± y を新しい座

標だと思えばよい. ∂(x+ y)2 = 2fxy より.

くくる補題を 2 回適用して

f = h11(x, y)x
2 + 2h12(x, y)xy + y2h22(x, y)

とできる. h11(0) ̸= 0 より, 関数 x̃ を x̃ =
√

|h11|(x+ (h12/h11)y, とする. このとき,

x̃2 = |h11|
(
x2 + 2

h12
h11

xy +
h212
h211

y2
)

より,

f = sgn(h11)x̃
2 +

h11h22 − h212
h11

y2

となる. detHess f(0) ̸= 0 から y2 の係数は 0 でない.

ỹ =

√∣∣∣h11h22 − h212
h11

∣∣∣y
とすると,

f = sgn(h11)
(
x̃2 + sgn(h11h22 − h212)ỹ

2
)

となる.

有限確定性を使うと h は関数でなく, 係数にできる.

福井ヌーノの定理の証明. [7] 前の証明の途中から,

f = x2 +
1

6
a30x

3 +
1

2
a21x

2y +
1

2
a12xy

2 +
1

6
a03y

3 + · · ·

とおける. x̃ = x− (1/2)(
1

6
a30x

2 +
1

2
a21xy +

1

2
a12y

2 とすると,

f = x̃2 +
1

6
a03y

3 + · · ·

となる. Hess f の核は ∂y なので, a03 ̸= 0 であるので, x2 + y3 になる.



5.2 ホイットニーの傘

[22, 10]

証明 1. f = (x, yf2(x, y), yf3(x, y)) まではできる.

f = (x, xyg1(x) + y2g2(x, y), xyg3(x) + y2g4(x, y))

とできる. g1(0)か g3(0)のどちらかは 0でない. 0なものがあればもう一方を加える事に

より g1(0)も g3(0)も 0でないようにできる. このとき像域で g1(x), g3(x)で割って, f =

(x, xy+ y2g2(x, y), xy+ y2g4(x, y)) とできる. さらに f = (x, xy+ y2g2(x, y), y
2g4(x, y))

とできる. g4(0, 0) ̸= 0 より, f = (x, yg5(x, y), y
2) とできる (2個めは xy + · · · の形で

はなく, y でくくった形ということに注意.). f = (x, yg6(x, y
2), y2) とできる. さらに

f = (x, xy, y2) とできる.

次はマルグランジュの予備定理を使った証明を紹介する. 以降のモラン写像の証明は

この方法を使って行う. 次の証明の参考になるであろう.

証明 2. f = (x, xyg1(x) + y2g2(x, y), xyg3(x) + y2g4(x, y)) まではできる. g2(0, 0) か

g4(0, 0) のどちらかは 0 でない. g2(0, 0) ̸= 0 とする. f2(x, y) = xyg1(x) + y2g2(x, y) を

変形して

y2 =
1

g2(x, y)
(f2(x, y)− xyg1(x)) =

1

g2(x, y)
(f2(x, y)− f1(x, y)yg1(f1(x, y)))

であり, 任意の関数 k(x, y) に対して

k(x, y) = a0 + xk1(x, y) + a01y + y2k3(x, y)

なので

E/(f1, f2)∗M2E2 = ⟨1, y⟩R

となる. よって, E2 は (f1, f2) を通して 1, y で生成される. 特に y2 に対して関数 g1, g2

が存在して y2 = g1(f1, f2) + yg2(f1, f2) が成り立つ. ỹ = y − g2(f1, f2)/2 とすると,

ỹ = g1(f1, f2) + g2(f1, f2)
2/4 となる. これを y と置き直して,

y2 = g1(f1, f2)

となる. この式を y で 2 回微分すると

2 = (g1)yy((f2)y)
2 + (g1)y(f2)yy



となるが, f2(0, 0) = 0 より, (g1)y(0, 0) ̸= 0 となる. 像域の座標変換 (X, Y, Z) →
(X, g1(X,Y ), Z) により, (x, y2, f3(x, y)) となる.

ふたたび f3 ∈ E2 より, いまは (f1, f2) = (x, y2) より,

f3(x, y) = h1(x, y
2) + yh2(x, y

2)

であるが像域の座標変換により,

f3(x, y) = yh2(x, y
2)

とできる. (f3)xy(0, 0) ̸= 0 より, (h2)x ̸= 0. ここで, (x, y2, yh2(x, y
2)) を

(h2(x, y
2), y2, yh2(x, y

2))

としておいて, x̄ = h2(x, y
2), ȳ = y とすると, (x̄, ȳ2, x̄ȳ) となる.

5.3 モラン写像

[32] ここでは同次元間のモラン写像の判定法の証明をする. これを参考にすれば次元

が高い場合の証明は難しくない.

Proof. 条件を仮定する. 補題 3.4 から

f(x) =
(
x1, . . . , xn−1, fn(x)

)
とできる. このとき, λ = (fn)xn であり, 条件から (fn)(xn)k+1 ̸= 0 である. 任意の関数

h ∈ En は

h(x) = a0 + x1h1(x) + · · ·+ xn−1hn−1(x) + a1xn + · · ·+ akx
k
n + xk+1

n hn(x)

とかけるので,

En/f ∗MnEn = ⟨1, xn, . . . , xkn⟩R

である. ゆえに任意の En の元, 特に xk+1
n に対して h0, h1, . . . , hk が存在して

xk+1
n =

k∑
i=0

xinhi(f)



が成り立つ.

x̃n = xn −
1

k + 1
hk(f)

とおくと, はじめから

xk+1
n =

k−1∑
i=0

xinhi(f) =
k−1∑
i=0

xinhi
(
x1, . . . , xn−1, fn(x)

)
(5.1)

としてよい.

補題 5.1. (1) h0(0) = · · · = hk−1(0) = 0.

(2) ∂h0/∂xn(0) ̸= 0.

(3)

rank
(
dh1, . . . , dhn−1

)
= k − 1.

Proof. (1の証明) (5.1) において xn の k 次以下の項は右辺にないはずなので, h0(0) =

· · · = hk−1(0) = 0 を得る. (2の証明) (5.1) において x1 = · · · = xn−1 = 0 とおくと

fn(0, . . . , 0, xn) = xk+1
n + · · · より, ∂h0/∂xn(0) ̸= 0. (3の証明) (5.1) を xn で 1 回から

k − 1 回微分して xi (i = 1, . . . , n − 1) で微分して原点での値をみると, fn は xn で微

分したときに初めて 0 でない値があらわれるのは k + 1 回微分なので, それぞれ

∂h0
∂xn


∂2fn
∂x1∂xn

...

∂2fn
∂xn−1∂xn

 = −


∂h1
∂x1
...
∂h1
∂xn−1

,

∂h0
∂xn


∂3fn
∂x1∂x2n

...

∂3fn
∂xn−1∂x2n

 = −∂h1
∂xn


∂2f

∂x1∂xn
...

∂2f

∂xn−1∂xn

−


∂h2
∂x1
...
∂h2
∂xn−1





∂h0
∂xn


∂kfn

∂x1∂xk−1
n

...

∂kfn
∂xn−1∂xk−1

n

 =− 2
∂h1
∂xn


∂k−1f

∂x1∂xk−2
n

...

∂k−1f

∂xn−1∂xk−2
n

− 3!
∂h2
∂xn


∂k−2f

∂x1∂xk−3
n

...

∂k−2f

∂xn−1∂xk−3
n



− · · · − (k − 2)!
∂hk−2

∂xn


∂2f

∂x1∂xn
...

∂2f

∂xn−1∂xn

− (k − 1)!


∂hk−1

∂x1
...

∂hk−1

∂xn−1


となる. ゆえに,

rank


∂2fn
∂x1∂xn

∂3fn
∂x1∂x2n

· · · ∂kfn
∂x1∂xk−1

n
...

...
...

∂2fn
∂xn−1∂xn

∂3fn
∂xn−1∂x2n

· · · ∂kfn
∂xn−1∂xk−1

n

 = rank


∂h1
∂x1

· · · ∂hk−1

∂x1
...

...
...

∂h1
∂xn−1

· · · ∂hk−1

∂xn−1


となる.

適当に座標の順番を入れ替えて

rank


∂h1
∂x1

· · · ∂hk−1

∂x1
...

...
...

∂h1
∂xk−1

· · · ∂hk−1

∂xk−1

 = k − 1

となるようにする. 定義域の座標変換

x̃i =

{
hi(x1, . . . , fn(x)) i = 1, . . . , k − 1

xi i = k, . . . , n

と像域の座標変換このとき,

X̃i =

{
hi(X1, . . . , Xn) i = 1, . . . , k − 1

Xi i = k, . . . , n

をする. 補題 5.1 からこれらは正則な座標変換である. さて, (5.1) から,

h0(f) = xk+1
n −

k−1∑
i=1

xinhi
(
x1, . . . , xn−1, fn(x)

)
となっているので, 標準形になる.



5.4 カスプ辺

補題を使うだけ.

5.5 カスプ的ホイットニーの傘

補題を使うだけ.

6 適用例

6.1 曲面論速成コース (記号の整理)

[33, 23] f : U → R3 曲面 ν : U → S2 単位法線ベクトル p ∈ f(U)をとる. dν(X), X ∈
Tpf(U) は ν に直交しているので,

−dν : Tpf(U) → Tpf(U)

という線形写像とおもったとき, 固有値を κ1, κ2 とかき, 主曲率という. 対応する固有

ベクトルを ξ1, ξ2 とかき, 主曲率ベクトル (方向は主方向)という. K = κ1κ2 をガウス

曲率, H = (κ1 + κ2)/2 を平均曲率という.

−dν の基底 fu, fv による表示

νu =
EM −GL

EG− F 2
fu +

FL− EM

EG− F 2
fv,

νv =
FN −GM

EG− F 2
fu +

FM − EN

EG− F 2
fv,(

E F

F G

)
=

(
⟨fu, fu⟩ ⟨fu, fv⟩
⟨fu, fv⟩ ⟨fv, fv⟩

)
,

(
L M

M N

)
=

(
−⟨fu, νu⟩ − ⟨fu, νv⟩
− ⟨fu, νv⟩ − ⟨fv, νv⟩

)
κ1, κ2 は曲面を

f(u, v) = (u, v, κ1u
2 + κ2v

2 +O(u, v)3)

の形に書いたとき (2つの主方向は直交しているのでこのようにかける.) に 2 次の項と

なって出てくるので, κ1κ2 ̸= 0 なら形はわかる. κ1κ2 = 0 のときが問題で, その点に対

して次のように定義する. また, κ1 = κ2 のときも問題. f : U → R3. 特異点のない曲

面に対して, p ∈ U が



• (ξ1 に関して)尾根点であるとは, ξ1κ1 = 0 であるときをいう.

– 第一尾根点であるとは, ξ1κ1 = 0, ξ1ξ1κ1 ̸= 0 であるときをいう.

– 第二尾根点であるとは, ξ1κ1 = ξ1ξ1κ1 = 0, ξ1ξ1ξ1κ1 ̸= 0 であるときをいう.

• (ξ1 に関して)副放物 (sub-parabolic)点であるとは, ξ1κ2 = 0 であるときをいう.

• 臍点であるとは, κ1 = κ2 であるときをいう.

– 楕円的臍点であるとは, Γ > 0 であるときをいう.

– 双曲的臍点であるとは, Γ < 0 であるときをいう.

(図)ただし,

Γ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

κ1u 2κ1v κ2u 0

0 κ1u 2κ1v κ2u

κ1v 2κ2u κ2v 0

0 κ1v 2κ2u κ2v

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(κ1u = ξ1κ1, κ1v = ξ2κ1).

定義域のベクトル v = (α, β) をとる. df(v), ν で張られる平面で曲面を切った時の切

り口の曲率は
Lα2 + 2Mαβ +Nβ2

Eα2 + 2Fαβ +Gβ2

となる. もし K < 0 だと, これをみたす方向が 2 方向あることになる. これを漸近方向

という.

6.2 曲面の射影

[8] f の接ベクトル ξs をとり, ξ = df(ξs) とする. πξ 直交射影を考えると, 特異点を

もつ.

g = πv ◦ f at 0 is cusp if and only if II(ξs, ξs) = 0, d
(
II(ξs, ξs)

)
̸= (0, 0) and

ξs
(
II(ξs, ξs)

)
̸= 0 hold at 0.

つまり, カスプが見えているということは漸近方向から眺めている.



6.3 ガウス写像

6.4 クエンの曲面 [9, Section 19.4]

(
2 sin v(u sinu+ cos u)

u2 sin2 v + 1
,
2 sin v(sinu− u cosu)

u2 sin2 v + 1
,

2 cos v

u2 sin2 v + 1
+ log tan

(v
2

))
(−2π < u < 2π, 0 < v < π)

はガウス曲率 −1 の曲面となる (図). 特異点が見えているが,

λ = u(2− u2 + u2 cos 2v)

u = 0 ならば η = ∂u であり, ce. それ以外ならば η = ∂v であり,

λv = sin 2v, λvv = cos 2v

より, v = π/2 では sw, それ以外は ce.

6.5 Cleave の定理の別証明 [3]

γ: κ > 0 となる単位早さ空間曲線.

F (u, v) = γ(u) + ve(u)

を γ の接線曲面という. S(F ) = {v = 0}. ただし, e, n, b はフルネ枠. ν = b により, 半

波面. τ(u) ̸= 0 なら (u, v) で波面.

基本データーは λ = vκ→ v, η = ∂u+ ∂v なのですぐに判定できて,

• F at (u, v) が ce ⇔ τ(u) ̸= 0.

• F at (u, v) が ccr ⇔ τ(u) = 0, τ(u) ̸= 0.



6.6 平行曲面 [23, Section 11.4], [7]

(この辺から黒板で出来る?)

平行曲面について, 臍点でない点の近くでは, 主方向が座標軸となるような座標 (曲率

線座標)がとれて,

λ = (1− tκ1)(1− tκ2)

となる. 臍点ではグラフで書いておくと次がわかる.

定理 p が臍点でないとき, f の平行曲面 ft は, t = κ1(p) のとき p は特異点で,

• ft at p が ce ⇔ p は f の ξ1 に関する, 副放物点でない第一尾根点.

• ft at p が sw ⇔ p は f の ξ1 に関する, 副放物点でない第二尾根点.

p が臍点のとき, f の平行曲面 ft は, t = κ1(p) = κ2(p) のとき p は特異点で,

• ft at p が D−
4 ⇔ p は f の, 楕円的臍点. (+ ならば双曲)

6.7 漸近チェビシェフの網

[31] θ : U → R 関数で, θuv = sin θ の解とする. このとき, 波面 f : U → R3 (S3, H3)

であって, (
E F

F G

)
=

(
1 cos θ

cos θ 1

)
,

(
L M

M N

)
=

(
0 sin θ

sin θ 0

)
となり, K = −1, u-, v-曲線は共に漸近線で, その角度は θ であるようなものが存在す

る. 向きを適当に入れ替えて, u-, v-曲線の倍法線ベクトルが一致するようにとっておく.

これは fu × fv = sin θν となるので, λ = sin θ となる. S(f) = {θ = 0, π}. また, θ は漸

近線の間の角度なので, θ = 0 のところでは fu − fv = 0 から, η = ∂u− ∂v. θ = π のと

ころでは η = ∂u+ ∂v.

6.8 超幾何微分方程式

[30]
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