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1 Closing Lemma

X を位相空間，Homeo(X)を X 上の同相写像の全体のなす群とする．f ∈
Homeo(X)と整数 nに対して，fn ∈ Homeo(X)を f0 = IdX (X 上の恒等写
像)，n ≥ 1に対して，fn = f ◦ fn−1, f

−n = (fn)−1で定める．x ∈ Xに対し
て，集合O(x, f) = {fn(x) | n ∈ Z}を f による xの軌道という．

x ∈ X が f(x) = xをみたすとき，xは f の不動点であるという．また，
ある n ≥ 1に対して fn(x) = xとなるとき，xは f の周期点であるという．
Fix(f), Per(f)でそれぞれ，f の不動点全体，周期点全体のなす集合を表わす．
Lefschetzの不動点定理を思い出すまでもなく，Fix(f), Per(f)がどのような
集合であるか，その周りで f がどのような振舞いをしているかは，f の挙動
を知る上で最も重要なことの一つである 1．しかし，X がコンパクト集合の
場合でも，一般に f は周期点を持つとは限らない．

Example 1.1 (rigid rotation). S1 = R/Zとする．θ ∈ Rに対して，Rθ ∈
Homeo(S1)を，Rθ([x]) = [x+ θ]で定める ([x]は x ∈ Rが代表する S1の元)．
θが有理数 q/pのときは，Per(Rθ) = Fix(Rp

θ) = S1. しかし，θが無理数のと
きは，Rθは周期点を持たない．

周期性よりも弱い回帰性を持つ点の集合を定義しよう．x ∈ X に対して，
α(x, f), ω(x, f)をそれぞれ，点列 (f−n(x))n≥0, (f

n(x))n≥0 の集積点全体の
なす集合とする．集合

∪
x∈X α(x, f) ∪ ω(x, f)を f の極限集合と言い 2，L(f)

で表わす．x ∈ L(f)であることは，任意の xの近傍 U に対して，y ∈ X で
U ∩O(y, f)が無限集合となるものがあることと同値である．Xがコンパクト

1時間発展を研究対象とする力学系理論において，不動点や不変集合，不変測度といった時
間発展しないものを中心的な役割を果たすことに，筆者は諧謔のようなものを感じるときがあ
る．

2S で S ⊂ X の閉包を表わす．



ならば，L(f)は空集合ではない．x ∈ Xが非遊走点であるとは，任意の xの
近傍U に対して n ≥ 1でU ∩ fn(U) ̸= ∅をみたすものが存在することを言う．
f の非遊走点全体を Ω(f)で表わす．これらの集合はみな f -不変で，

Fix(f) ⊂ Per(f) ⊂ L(f) ⊂ Ω(f)

という包含関係が常に成り立つ．

Example 1.2. Rθを Example 1.1で定義した S1上の回転写像とすると，す
べての θ ∈ Rに対して，L(f) = Ω(f) = S1.

(X, d)がコンパクト距離空間の場合には，

dC0(f, g) = sup
x∈X

[
d(f(x), g(x)) + d(f−1(x), g−1(x))

]
としてHomeo(X)上のC0-距離を定めれば，Homeo(X)は位相群の構造を持
つ．回転写像の例では，θを有理数 q/pで近似することで，Rθを周期点が豊富に
ある写像Rp/qで (C0位相で)近似できる．では，一般の場合も f ∈ Homeo(X)
を周期点が豊富にある写像で近似できるだろうか．その疑問への一つの解答
が次の C0 closing lemma である．

Theorem 1.3 (C0 closing lemma). M をコンパクトな位相多様体 3，f を
M からそれ自身への同相写像とする．x∗ ∈ Ω(f)に対して，f にC0位相で収
束する写像列 (fk)k≥1と x∗に収束するM の点列 (xn)k≥1で，すべての k ≥ 1
について xk ∈ Per(fk)となるものが存在する．言い換えれば，Ω(f)の点の軌
道を写像を C0-摂動することで「閉じる」ことができる．

証明は簡単である．与えられた ϵ > 0に対して，x∗ を中心とする半径が
ϵ/2よりも小さい球体 U を考える．必要ならば ϵをより小さいものに取り変
えることで，U はある座標近傍に入っているとしてよい．x∗ ∈ Ω(f)なので，
N ≥ 1で，fn(U) ∩ U = ∅ (0 ≤ n ≤ N − 1), かつ，U ∩ fN (U) ̸= ∅と
なるものがある．xk ∈ f−N (U) ∩ U ̸= ∅を取り，yk = fN (xk)とすると，
yk ∈ U である. h ∈ Homeo(X)に対して，supp(h) = {x ∈ X | h(x) ̸= x}を
hの台と言う．hk ∈ Homeo(X)で hk(yk) = xk，かつ，supp(hk) ⊂ U であ
るものを取り，fk = hk ◦ f と置けば，dC0(fk, f) = dC0(hk, IdM ) < ϵ．また，
fn(U) ∩ supp(hk) = ∅ (n = 1, . . . , N − 1)であることから，

fN
k (xk) = (hk ◦ f)N (xk) = hk ◦ fN (xk) = hk(yk) = xk.

すなわち，xk ∈ Per(fk)となり，Theorem 1.3が証明できた.
C0 closing lemmaの系として次を示すのはそれほど難しくない 4

3証明を見ればわかるようにコンパクト性は重要でない．
4後述する Pughによる C1 general density theoremの証明 ([16])を見よ．



Theorem 1.4 (C0 general density theorem). M をコンパクトな位相多様体
とする．このとき，

{f ∈ Homeo(M) | Per(f) = Ω(f)}

はHomeo(M)の residualな部分集合 5．

M をコンパクトな (境界を持つかもしれない)多様体とする．1 ≤ r ≤ ∞
に対して，M からそれ自身へのCr級微分同相写像の全体のなす群Diffr(M)
は Cr位相という自然な位相を持つ．Pughは r = 1の場合に次を示した．

Theorem 1.5 (C1 closing lemma [15, 16]). f ∈ Diff1(M)と x∗ ∈ Ω(f)に
対して，f に C1 位相で収束する写像列 (fk)k≥1 と x∗ に収束するM の点列
(xn)k≥1で，すべての k ≥ 1について xk ∈ Per(fk)となるものが存在する．

Corollary 1.6 (C1 density theorem [16]).

{f ∈ Diff1(M) | Per(f) = Ω(f)}

はDiff1(M)の residualな部分集合．

C1 closing lemmaの証明の基本方針は同相写像の場合と同じであるが，hが
半径δの球体に台を持ち，hと IdMのC1-距離が ϵ以下のときには，dC0(h, IdM ) =
O(δϵ)となり 6．そのため，x∗のまわりの摂動だけでは周期軌道を得ることを
期待できない．そこで，x∗を適切に選びなおしてx∗, f(x∗), . . . , f

[1/ϵ](x∗)を中
心とした半径 δの球体における摂動が互いに干渉しあわないようにし，それら
での摂動によって x∗を δϵ · (1/ϵ) = δくらい動かす，というのがPughのアイ
デアである．Pughの方法は体積を保つC1微分同相写像や，C1 Hamiltonian
微分同相写像に対しても有効であり，これらに対してもC1 closing lemmaが
証明されている ([17])．

r ≥ 2の場合には，半径 δの球体に台を持ち，hと IdM の C1-距離が ϵ以
下であるような h ∈ Diffr(M)については，dC0(h, IdM ) = O(δrϵ)となり，一
般には δが制御できないためにC1の場合のPughのアイデアではうまく行か
ない．実際，次に見るように，r ≥ 2の flowの場合にはいくつかの状況で反
例が構成されている．多様体M 上の flow Φに対しても，同相写像の場合と
同様に周期点集合 Per(Φ), 非遊走点集合 Ω(f)が定義される．次のGutierrez
の例は，C0や C1の場合とは異なり，小さな台を持つ C2-摂動では一般には
新たに周期軌道を作ることができないことを示している．

5位相空間 V の部分集合Rが residualであるとは，V の稠密開部分集合の列 (Uk)k≥1 で，∩
k≥1 Uk ⊂ Rとなるものがあることを言う．Baireの定理より，このときRは V の稠密部分
集合となる．

6例えばM が 1次元の場合は簡単な計算からわかる．



Theorem 1.7 (Guttierez [4]). 2次元トーラス T2上の C∞級ベクトル場 X
で，次をみたすものが存在する：

1. Xの零点集合を S，Xが生成する flowをΦとしたとき，Ω(Φ) \ S ̸= ∅.

2. 任意のコンパクト集合K ⊂ T2 \ S に対して，台がK に含まれるよう
なC2ベクトル場 Y が 0にC2位相で十分近ければ，X + Y が生成する
flowはK を通る周期軌道を持たない．

一方，Hermanは，Hamiltonian flowという設定においては，Pugh-Robinson
による C1 closing lemma ([17])とは対照的に，r ≥ 7に対して Cr closing
lemmaが成り立たないことを示した．Hamiltonian flowは体積を保存するた
め，Poincaréの回帰定理 7より，Ω(f)は多様体全体となることに注意する．

Theorem 1.8 (Herman [6, 7]8). T3 を 3次元トーラスとし，T3 × [0, 1]上
の関数H をH0(x, s) = sで定める．T3 × [−1, 1]上の symplectic形式 ωと，
C7(T3 × [−1, 1])におけるH0の C7-近傍 U で，次をみたすものが存在する：
H ∈ U が生成する (T3 × [−1, 1], ω)上の Hamiltonian flowを ΦH とすると，
すべての c ∈ [−1/2, 1/2]に対して，Per(ΦH) ∩H−1(c) = ∅.

closing lemmaを発展させたMañéのC1 ergoding closing lemma [13]や，
林や Bonatti-Crovisierの C1 connecting lemma [5, 2]は，C1 級力学系の研
究には欠かせないものとなっている．その一方で，上で見たようにC2級以上
の滑らかさでは Pughのアイデアを使うことができず，いくつかの状況では
反例もあるために，力学系の回帰性が例外的に統制しやすい閉曲面上の flow
の場合 (Peixoto [14, Lemma 4])を除いて，r ≥ 2の場合のCr closing lemma
は力学系理論における最も有名な未解決問題の一つであり続けている 9．

2 3次元Reeb flowに対するC∞ closing lemma

2015年に，より滑らかな力学系に対する closing lemmaについての画期的な
結果が入江 [10]によって与えられた．本節ではその結果を述べ，次節で証明
のあらましを述べる．

(2n+1)次元の多様体M 上の 1-形式 λが接触形式であるとは，λ∧ (dλ)n

がすべての点で 0でないことを言い，このとき，組 (M,λ)を接触多様体と
いう．

Example 2.1. symplectic多様体 (X,ω)と V の余次元 1部分多様体M につ
いて，M の近傍で定義されたベクトル場X で，LXω = ω, かつ，すべての

7例えば，[8]の 1.4節 Theorem 3.などを参照．
8Hofer-Zehnder[8]の 4.5節にも読みやすい証明がある．
9Smaleによる「21世紀の数学の問題」[18] にも挙げられている．



x ∈ M でX(x) ̸∈ TxM となるものがあるとき，λ = ιXωはM 上の接触形式
となることが知られており 10，このとき，M は接触型超曲面と呼ばれる．例
えば，R2n上の標準的な symplectic形式 ω0 =

∑n
i=1 dxi ∧ dyiについて，R2n

のコンパクト凸領域の境界となっているような余次元 1部分多様体M はこの
条件をみたし，(M, ιXλ)は (2n− 1)次元接触多様体となる 11.

(M,λ) が接触多様体であるとき，M 上のベクトル場 Xλ で ιXλ = 1,
ιX(dλ) = 0となるものがただ一つ存在する．このベクトル場を λの Reeb
ベクトル場と呼ぶ．また，それが生成する flowをReeb flowといい，Φλと
書く．上の symplectic多様体 V (V, ω)の接触型超曲面M の場合には，正則値
cの逆像がM となるような V 上の滑らかな関数H の Hamiltonianベクトル
場XH を考えると，XH はReebベクトル場Xλの正の定数倍となる．すなわ
ち，この状況では (M,λ)のReeb flowとHのHamiltonian flowのH−1(c)へ
の制限は時間の取り替えを除いて一致する．Reeb flowのもう一つの重要な
例は，測地流である．完備なRiemann多様体 (M, g)の接束 TM には余接束
T ∗M 上の自然な symplectic構造から誘導される symplectic構造が入る．単
位接束 SM = {v ∈ TM | ∥v∥ = 1}は TM の接触型超曲面となり，SM 上の
Reeb flow Φλが定まるが，Φλは測地流，すなわち，t 7→ Φt(v)をM に落し
たものが vを初期値とする測地線であるような flowと一致することが知られ
ている．
入江 [10]はReeb flowに関する closing lemmaを次の形で証明した．

Theorem 2.2 (入江 [10]). (M,λ)を 3次元閉接触多様体，f をM 上の恒等
的に 0ではないC∞級非負関数とする．s ∈ [0, 1]に対して，M 上の接触形式
λsを λs = (1+ s · f)λで定め，そのReeb flowをΦλs と置くと，s ∈ [0, 1]で，
Per(Φλs) ∩ supp(f) ̸= ∅ となるものが存在する．

x ∈ M の近傍U と，C∞級 1-formのなす空間における λの近傍 U に対し
て，f を supp(f) ⊂ U , すべての s ∈ [0, 1]に対して λs ∈ U となるように取れ
ば，摂動の台が U に含まれるようなΦλのある摂動Φλs ∈ U が U を通る周期
軌道を持つ．この意味で上の定理は，Reeb flowに対するC∞ closing lemma
(のかなり強い version)と見なすことができる．

Example 2.1でも見たように，4次元 symplectic多様体の接触型超曲面上
のReeb flowはあるHamiltonianian flowの等エネルギー面への制限と同一視
できる．Hermanの反例から，単に Hamiltonian flowの制限であるだけでは
closing lemmaは成り立たない．つまり，Theorem 2.2が成り立つためには，
flowがReeb flowであるという仮定が決定的に効いている．

Pughが扱ったC1の場合と同様に，closing lemmaの系として general den-
sity theorem が得られる．

10LXω は ω の X による Lie微分，ιXλは内部積．
11この辺りのことについては [8]の 4.3節を参照のこと．



Corollary 2.3 ([10]). (M,λ)を 3次元閉接触多様体とする．

{f ∈ C∞(M,R) | Per(Φefλ) = M}

は C∞(M,R)の residualな部分集合．

測地流が単位接束上のReeb flowであることを思い出すと，次を得ること
ができる．

Corollary 2.4 ([10]). (Σ, g)を2次元閉Riemann多様体とする．f ∈ C∞(Σ,R)
に対して，Riemann計量 efg に関する Σ上のすべての閉測地線の和集合を
Γ(efg)としたとき， {

f ∈ C∞(Σ,R) | Γ(efg) = Σ
}

は C∞(Σ,R)の residualな部分集合．

測地流に対するC1 closing lemmaが証明されたのが 2010年代に入ってか
ら ([12])であることを考えると，この測地流への応用は驚くべきものがある．

3 Embedded Contact Homology

本節では，Theorem 2.2の証明のあらましを述べる．詳しいことは本人によ
る優れた解説 [11] がすでにあるので，そちらを，もしくは論文 [10] を参照
してほしい．入江が用いた手法は，Reeb flowに付随する enmedded contact
homology (ECH)とよばれる不変量と接触形式が定める多様体の体積を結び
つけるCristofaro-Gardiner-Hutchings-Ramosの結果 [3]に基づくものであり，
Pughが開発した C1 closing lemmaの証明とは全く異なる．

(M,λ)を 3次元閉接触多様体，Φλを λのReeb flowとする．x ∈ Per(Φλ)
について，T をその (最小)周期，すなわち，T = min{t > 0 | Φt

λ(x) = x}
とすると，(DΦT

λ )x : TxM→TxM は Φλの軌道方向に固有値 1の固有ベクト
ルを持つ．また，Φλは体積形式 λ ∧ dλを保つため，det(DΦT

λ )x = 1である．
従って，(DΦT

λ )xの残りの二つの固有値は (a) ともに実数で，その絶対値は一
方が 1より大きく，他方は 1より小さい, (b) ともに絶対値 1の互いに異なる
複素数で，一方が他方の複素共役，(c) ともに 1，または，ともに −1，のい
ずれかとなる．周期点 xは，(a)のとき双曲型，(b)のとき楕円型といい，す
べての周期点がこれらの二つの場合のいずれかであるとき，Φλは非退化であ
るという．以下，簡単のため，Φλが非退化な場合であると仮定する 12．

Φλの周期軌道の全体をP(M,λ)と書くことにする 13. γ ∈ P(M,λ)に対し
て，[γ]で γが代表するH1(M,Z)の元を，A(γ)で γの最小周期を表わす．正

12genericな接触形式に対して，Reeb flowは非退化になることが知られている．
13周期点集合ではなく {O(x,Φλ) | x ∈ Per(Φλ)}.



の整数の全体を Z+と書き，Z+ ×P(M,λ)の有限部分集合 Γ = {(mi, αi)}i∈I
で次をみたすものをECH生成元と呼ぶ：

1. i ̸= jならば，αi ̸= αj .

2. αiが双曲型周期軌道ならば，mi = 1.

ECH生成元α = {(mi, αi)}i∈Iに対して，[α] =
∑

i∈I mi[αi], A(α) =
∑

i∈I miA(αi)
と定める．空集合もECH生成元で，[∅] = 0, A(∅) = 0である．Φαが非退化で
あるという仮定から，L > 0に対して，A(α) < LとなるECH生成元は有限個
であることがわかる．Γ ∈ H1(M,Z)とL > 0に対して，[α] = Γ, A(α) < Lを
みたす ECH生成元たちが生成する自由 Z/2Z-加群を ECCL(M,λ,Γ)と書く．
直積M × R = {(x, t) | x ∈ M, t ∈ R}は symplectic形式 d(etλ)を持つので，
それに適合したM ×R上の概複素構造 J でよい性質のものを取ると，J-正則
曲線を使って，∂2

J = 0をみたす準同型 δJ : ECCL(M,λ,Γ)→ECCL(M,λ,Γ)
を定めることができる．さらに，そのホモロジー群ECHL(M,λ,Γ)は J の取
り方によらないことや，Lについての帰納極限 lim−→ECHL(M,λ,Γ)が λでは
なく，それが定める平面場 ξ = Kerλのみに依存することも示すことができ
る．そこでこれを ECH(M, ξ,Γ)と書く．

L > 0に対して，ιL : ECHL(M,λ,Γ)→ECH(M, ξ,Γ)を自然な準同型と
する．σ ∈ ECH(M, ξ,Γ) \ {0}に対して，ECHスペクトル不変量 cσ(M,λ)
を

cσ(M,λ) = inf{L > 0 | σ ∈ Im ιL}

で定める 14．このとき次が成り立つ．

1. A(M,λ)+ = {0}+{A(γ1)+ . . .A(γk) | k ≥ 1, γ1, . . . , γk ∈ P(M,λ)}と
定めると，すべてのσ ∈ ECH(M, ξ,Γ)について，cσ(M,λ) ∈ A(M,λ)+.

15

2. (fk)k≥1が定数関数1にC0収束するならば，limk→∞ cσ(M,fkλ) = cσ(M,λ).

c1(ξ)で ξ = Kerλの第一Chern類を，PD(a)で a ∈ H1(M,Z)のPoincaré
双対を表わすことにすると，c1(ξ) + 2PD(Γ)がH2(M,Z)のねじれ元である
ときには，自然な方法で ECH(Y, ξ,Γ)に (相対的な)Z次数を定めることがで
きる．このとき，σ ∈ ECH(Y, ξ,Γ)の斉次的な元に対してその次数を |σ|で表
わすと, ECH(M, ξ,Γ)の元の斉次的な列 (σk)k≥1で，σk ̸= 0, |σk|→∞となる
ものがあることが知られている．ECHスペクトル不変量と λ ∧ dλの積分を
結びつける次の結果が，Theorem 2.2の鍵となる．

14この不変量は Hutcinhs[9]によって導入された．
15Φλ のすべての周期点が非退化ならば，A(M,λ+)が Rの閉部分集合となることから得ら

れる．



Theorem 3.1 (Cristofaro-Gardiner-Hutchings-Ramos). ECH(M, ξ,Γ)の斉
次的な元の列 (σk)k≥1で，σk ̸= 0, |σk|→∞となるものについて，

lim
k→∞

cσk
(M,λ)2

|σk|
=

∫
M

λ ∧ dλ.

以上の準備のもとに，Theorem 2.2の証明のあらましを述べよう．まず，
A(M,λ)+はRの測度0集合であることが知られており，その事実から，A(M,λ)+
は nowhere denseな Rの部分集合である．仮にすべての s ∈ [0, 1]に対して，
Per(Φλs) ∩ supp(f) = ∅であるとすると，Φλs の周期軌道に関する情報はΦλ

のそれと変わらず，すべての t ∈ [0, 1]に対してA(M,λs)+ = A(M,λ)+とな
る．スペクトル不変量の sに関する連続性と，A(M,λ)+が nowhere denseで
あることから，cσ(M,λs) = cσ(M,λ)がすべての s ∈ [0, 1]について成り立つ．
Theorem 3.1より，λs ∧ dλsのM 上の積分は λ ∧ dλのそれと変らない．し
かし，f が非負で supp(f) ̸= ∅なので λs ∧ dλs = (1 + s · f)2λ ∧ dλのM 上
の積分は λ ∧ dλのそれよりも大きくなる．これは上で見たことと矛盾してお
り，Per(Φλs) ∩ supp(f) ̸= ∅となる s ∈ [0, 1]があることになる．

4 閉曲面上のHamilton微分同相写像に対するC∞ clos-
ing lemma

(境界を持つかもしれない)Σをコンパクトな曲面，ωをその上の symplectic形
式とする．Σ上の C∞級関数 hに対して，その Hamiltonベクトル場Xhを，
dh = −ιXh

ωで定める．Σからそれ自身への微分同相写像 φがHamilton微
分同相写像であるとは，[0, 1]×Σ上の関数HとΣのイソトピー (φt

H)t∈[0,1]で，
Ht(x) = H(t, x)と置いたとき，φ0

H = IdΣ，φ1
H = φ, ∂tφ

t
H = XHt (t ∈ [0, 1])

となるものが存在することを言う．このような微分同相写像の全体Ham(Σ, ω)
はC∞位相により位相群となる．f ∈ Ham(Σ, ω)は symplectic形式 ωを保つ
ため，Poincaréの回帰定理から，Ω(f) = Σが成り立つ．
入江のReeb flowに対するC∞ closing lemmaの応用として，講演者と入

江は閉曲面のHamilton微分同相写像に対する C∞ closing lemmaを得た．

Theorem 4.1 (浅岡-入江 [1]). Σを閉曲面，ω をその上の symplectic形式
とする．f ∈ Ham(Σ, ω)と x∗ ∈ Σに対して，f に収束する Ham(Σ, ω)の元
の列 (fk)k≥1と x∗に収束するΣの点列 (xk)k≥1で，すべての k ≥ 1に対して
xk ∈ Per(fk)となるようなものが存在する．

Corollary 4.2 (C∞ general density theorem [1]). {f ∈ Ham(Σ, ω) | Per(f) =
Ω(f)} はHam(Σ, ω)の residualな部分集合．



証明は 2つのステップに分けられる．Σ′を境界を持つ向きづけ可能なコン
パクト曲面，ω′をその上の symplectic形式とする．Σ′上のHamilton微分同
相写像で，境界のある近傍では恒等写像であるようなもの全体のなす集合を
Ham(Σ′, ∂Σ′, ω′)で表わす．最初のステップでは，次のHam(Σ′, ∂Σ′, ω′)にお
ける C∞ closing lemmaを示す．

Lemma 4.3. f ∈ Ham(Σ, ω)と空でないΣの開部分集合Uに対して，fに収束
するHam(Σ, ω)の元の列 (fk)k≥1で，すべてのk ≥ 1に対して supp(fk◦f−1) ⊂
U , Per(fk) ∩ U ̸= ∅となるようなものが存在する．

この lemmaでは摂動も局所化できることを主張していることに注意．証
明は f の suspension flowがある 3次元閉接触多様体の Reeb flowに C∞ 軌
道同値の意味で埋め込むことができるという事実 ([1, Lemma 3.3])を使えば
それほど難しくない．ここで，f の suspension flowとは，写像トーラス
Mf = Σ′×R/(x, s+n) ∼ (fn(x), s)上の flowΨf で，Ψt([x, s]) = [x, s+ t]で
定義されるものを言う．証明においては，Σ′が境界を持つことが本質的で使
われている．実際，閉曲面上のHamiltonian微分同相写像の suspension flow
は多くの場合Reeb flowとは軌道同値にはならない 16．

2つ目のステップでは，閉曲面Σ上のHamilton微分同相写像を変形して，
境界を持つ閉曲面の場合に帰着させる．f ∈ Ham(Σ, ω)と取るとまず閉曲面
においては Arnold予想が解決されているため，f は不動点 pを持つ．f を p
の周りで摂動することで 17，pの周りでは実解析的 18，かつ，pは双曲型，ま
たは，楕円型な不動点であるとしてよい．また，U を小さく取りなおして，p
はU の閉包に入っていないとしてよい．pが楕円的なときはKAM理論を，p
が双曲的なときは Birkhoffの normal formの理論を用いることで，U を含む
ある Σの f -不変な開集合 V と，境界を持つ曲面 Σ′，g ∈ Ham(Σ′, ∂Σ′, ω′)，
C∞埋め込み i : V→Σ′で，i∗ω′ = ω, i ◦ f = f ′ ◦ iとなるものを構成するこ
とができる 19．最初のステップから，i(U)における gの摂動で i(U)を通る周
期軌道を作ることができるので，i(U)とU を同一視して，同じ摂動を f にも
ほどこせば，V の f -不変性から U も周期軌道が通り，証明が終わる．

5 いくつかの問題

閉曲面上のHamilton微分同相写像に対するC∞ closing lemmaの筆者たちの
証明は，ダイナミクスを保つ形で曲面に穴を開けて，その suspension flowを
Reeb flowに埋め込んだ後，Reeb flowに対する結果を適用する，というかな

16例えば，T2 上の恒等写像の suspension flowは Reeb flowと軌道同値にはならない．
17この部分でのみ，Theorem 4.1の closing lemmaにおける摂動の局所性が破れる．
18pが双曲型のとき，Birkhoff normal formの収束をいうのに必要．
19詳細は [1]を参照．



り回りくどいものである．閉曲面上での議論のみによる別証明を見つけるこ
とは，何が本質的に効いているのかを知る上で意味があるだろう．

Question 5.1. ECH スペクトル不変量にあたるものを 2次元Hamilton微分
同相写像に対して定義し，その漸近挙動を見ることで，Theorem 4.1の証明
を再構成することはできるか？

Σを向きづけ可能な閉曲面，ωをその上の symplectic形式とし，Diff0(Σ, ω)
を ωを保つΣ上の微分同相写像で恒等写像とイソトピックなもの全体のなす
集合とする．Σが球面でないときは，Ham(Σ, ω)はDiff0(Σ, ω)の真部分集合
であることが知られている．何が本質的に効いているのかという観点からは，
次の問題も自然であろう．

Question 5.2. Diff0(Σ, ω)において C∞ closing lemmaは成り立つか？

最初の節で述べたように，C1 closing lemmaの様々な変種は，C1微分同
相写像の研究における主要な道具となっている．ECHの理論を何らかの形で
拡張することで，これらの C∞ 版を閉曲面上の Hamilton微分同相写像に対
して示すことはできるだろうか．例えば，次のような問題に答えることはで
きるだろうか．

Question 5.3 (C∞ ergodic closing lemma). Σを閉曲面，ωをその上の sym-
plectic形式とする．f ∈ Ham(Σ, ω)と，Σ上の ergodicな f -不変確率測度 µ
に対して，f に収束する Ham(Σ, ω)の元の列 (fk)k≥1と Σの点列 (xk)k≥1で
次の二つの条件をみたすものを常に取ることができるか？

1. すべての k ≥ 1に対して，xkは fkの周期点．

2. xkの軌道O(xk, fk)上の一様分布が k→∞で µに弱収束する．
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