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1. 序
R. Thomは [23]において，D4特異点の幾何的性質とR3内の正則曲面の臍点 (umbilic)

との類似性を指摘した．その後，I. R. Porteous ([16], [17])は，曲面のいくつかの微分
幾何的性質が距離2乗関数の特異点の観点から記述できることを示し，距離2乗関数の
A3特異点に対応する峰点 (ridge)とよばれる新しい概念を導入した．また，J. Montaldi

([15])は，2つの多様体間の接触の概念を定義し，J. Mather ([13])が導入したK-同値と
の関係を特異点論の言葉による特徴付けた．このことから，距離 2乗関数の特異点を
調べることで曲面と球面の接触が測ることができ，臍点や峰点では曲面は球面と退化
した接触をすると言える．曲面と球面の接触の場合と同様に，曲面と平面との接触は
高さ関数で測ることができ，放物点では曲面は平面と退化した接触をしている．高さ
関数の特異点と曲面の微分幾何的性質の関連性は [3]等にまとめられている．
3次元ユークリッド空間R3内のhomogeneous surfaceは，群O(3)⋊R3のある部分群

の軌道であり，平面，球，および円柱の3つであることが知られている ([22])．特異点
論の観点からの曲面と平面および球面との接触による曲面の微分幾何的性質の研究は
数多くなされ (例えば，[2], [8], [9], [14])，最近では特異点を持つ曲面と平面および球面
との接触の研究もされている (例えば，[6], [21])．したがって，残されたhomogeneous

surfaceである円柱と曲面の接触を考えることは自然である．本稿第 2節では，曲面と
平面および球面との接触を通して曲面の微分幾何的性質を復習し，曲面と円柱との接
触をその微分幾何的性質で記述する．
曲面と平面のA−

1 -接触の kernel fieldは双曲的領域の漸近方向を定め，その積分曲線
である漸近曲線の特異点は分類されている ([1])．また，曲面と球面のA2-接触のkernel

fieldは臍点以外の点での主方向を定め，その積分曲線である曲率線の特異点も分類さ
れている ([4])．曲面と円柱との接触では，A3-接触のkernel fieldが定める方向が考えら
れる．その方向を円柱方向 (cylindrical direction)とよぶ．第3節では，円柱方向の積分
曲線の特異点を紹介する．
曲面の輪郭線 (apparent contourまたは profile)は曲面の正射影の特異値集合である

ことから，R2からR2への写像の特異点と深く関係している．また，曲面の輪郭線は曲
面と円柱との接触にも深く関係している．実際に，点a ∈ R3を通り v ∈ S2に平行な
直線を軸とし，半径が rであるような円柱Cv,a,rは

|q − ⟨q,v⟩v − a|2 = r2 (⟨a,v⟩ = 0, r > 0) (1.1)

を満たす点 q = (x, y, z) ∈ R3で表されることからわかる．ここで，⟨·⟩はR3の標準的
な内積である．可微分写像芽f : R2, 0 → R2, 0の特異点については，T. Gaffney([5])や
J. H. Rieger ([18])による分類や佐治氏 ([19])や加葉田氏 ([10])による判定法など様々な
研究がなされているが，その特異値集合についての幾何学的な観点からの研究は (筆者
の知る限り)ほとんど行われていない．第4節では，円柱方向を応用して得られた曲面
の輪郭線の微分幾何的性質について述べる．
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第 2節および第 3節の内容は埼玉大学の福井敏純氏と中川幸一氏との共同研究 [7]に
基づき，第 4節の内容はサンパウロ大学のM. Salarinoghabi氏との共同研究 [20]に基
づく．

2. 曲面と円柱の接触
2.1. 接触

Xi, Yi (i = 1, 2)をRn内の部分多様体でdimX1 = dimX2かつdimY1 = dimY2を満た
しているものとする．このとき，X1とY1のx1における接触がX2とY2のx2におけ
る接触と同じであるとは，微分同相写像芽Φ : (Rn, x1) → (Rn, x2)でΦ(X1) = X2かつ
Φ(Y1) = Y2を満たすものが存在することである．
J. Montaldiは次のように特異点論の言葉で特徴付けた：

定理 2.1 ([15]). gi : (Ui, ui) → (Rn, xi) (i = 1, 2)をはめ込みで Xi = gi(Ui)，fi :

(Rn, xi) → (Rp, 0)を沈めこみで Yi = f−1
i (0)となるものとする．このとき，X1と Y1

の x1における接触がX2と Y2の x2における接触と同じであるための必要十分条件は
f1 ◦ g1とf2 ◦ g2がK-同値であることである．

ここで，可微分写像芽 f, g : (Rn, 0) → (Rp, 0)がK-同値であるとは，微分同相芽
φ : (Rn, 0) → (Rp, 0)と写像芽A : (Rn, 0) → GL(Rn)が存在して g ◦ φ(x) = A(x)f(x)

を満たすことである．特に本稿では，次の (R2, 0) → (R, 0)のK-同値のクラスに対応す
る接触のタイプについて考える：

A±
k : x2 ± yk+1, D±

k : xy2 ± xk−1 (k ⩾ 4).

A+
1 A−

1 A2 A+
3 A−

3

D+
4 D−

4 D5

図 1: A⩽3, D⩽5-特異点の零点集合．

2.2. 平面との接触

R3内の平面は
⟨q,v⟩ = d (v ∈ S2) (2.2)

を満たすq = (x, y, z)によって定まる．したがって，平面のモジュライ空間は3次元と
なり，曲面と平面のジェネリックな接触は，A1, A2, A3-接触が考えられる．



事実 2.2. R3内の正則曲面Sと (2.2)で定まる平面πv,dとの点p ∈ S ∩ πv,dでの接触は
次のようになる．

(1) A⩾1-接触である必要十分条件はv = ±n(p)である．ここで，n(p)は点pにおけ
るSの単位法ベクトルである．

(2) A⩾2-接触である必要十分条件はv = ±n(p)かつ点pが放物点(parabolic point)(i.e.,

ガウス曲率K(p) = 0)であることである．

(3) A⩾3-接触である必要十分条件は v = ±n(p)かつ点 pが cusp of Gaussであるこ
とである．ここで，点 pが cusp of Gaussであるとは，κi(p) = 0, κj(p) ̸= 0,

viκi(p) = 0であるときを言う．κi(p)は点pにおける主曲率でviκ(p)は点pにお
ける κiの主方向 viに沿う方向微分係数である．また，viκi(p) = 0であるとき，
点pは主方向viに関する峰点 (ridge pointまたは単に ridge)であるという．

2.3. 球面との接触

R3内の球面は
|q − a|2 = r2 (a ∈ R3, r > 0) (2.3)

を満たす q = (x, y, z) ∈ R3によって定まる．したがって，球面のモジュライ空間は 4

次元となり，曲面と球面とのジェネリックな接触は，A1, A2, A3, A4, D4-接触が考えら
れる．

事実 2.3. R3内の正則曲面Sと (2.3)で定まる球面Sa,rとの点p ∈ S ∩ Sa,rでの接触は
次のようになる．

(1) A⩾1-接触である必要十分条件は，点aが点pの法線上にあることである．

(2) A⩾2-接触である必要十分条件は，点aが点pにおけるκiに関する焦点(focal point)

(i.e., a = p+ n(p)/κi(p))であることである．

(3) A⩾3-接触である必要十分条件は，点aが点 pにおける κiに関する焦点で pが vi

に関する峰点であることである．

(4) A⩾4-接触である必要十分条件は，点aが点 pにおける κiに関する焦点で pが vi

に関する2次以上の峰点 (i.e., viκi(p) = v2
i κi(p) = 0)であることである．

(5) D⩾4-接触である必要十分条件は，点pが臍点 (umbilic) (i.e., κ1(p) = κ2(p))であ
り，点aが点pにおける焦点であることである．

2.4. 円柱との接触

R3内の円柱は (1.1)を満たす点 q = (x, y, z) ∈ R3によって定まる．したがって，円柱
のモジュライ空間は 5次元となり，曲面と円柱とのジェネリックな接触はA1, A2, A3,

A4, A5, D4, D5-接触が考えられる．
SをR3内の正則曲面，Cv,a,rを (1.1)で定まる円柱とする．p ∈ S ∩ Cv,a,rでのSと

Cv,a,rの接触に関して以下が成り立つ．



定理 2.4 ([7]). (1) A⩾1-接触する必要十分条件は，v ∈ TpSかつ

a = p− ⟨p,v⟩v + λn(p)

となるようなλ ̸= 0が存在することである．

(2) A⩾2-接触をする必要十分条件は上の条件と次のいずれかが成り立つことである：

(I) 点pは放物点ではなく，vは点pにおける漸近方向ではなく，λ = 1/κcとな
ることである．ここで，κcはv方向から見たときのS の輪郭線のpに対応
する点での曲率である．

(II) 点pは臍点ではない放物点，すなわちκi(p) = 0かつκj(p) ̸= 0で，vはSの
点pにおける漸近方向 (i.e., 点pにおける v方向の法曲率 κn(v) = 0となる
方向)で，λ ̸= 1/κj(p)となることである．

(III) 点pは平坦臍点 (i.e., κ1(p) = κ2(p) = 0)である．

定理 2.4(2)の (I)が成り立つとき，SとCv,a,rの接触は，v方向から見たときのSの
輪郭線の幾何で記述できる．

定理 2.5. ([7]) 定理 2.4(2)の (I)が成り立っているとする．このとき，SとCv,a,rが点
pでAk-接触 (k ⩾ 3)する必要十分条件はv方向から見たときのSの輪郭線がpに対応
する点で (k − 2)次の頂点 (vertex)を持つことである．ここで，平面曲線γ = γ(t)が点
γ(t0)でn次の頂点を持つとは，γの曲率をκ(t)とするとき，

κ(t0) ̸= 0, κ(i)(t0) = 0 (1 ⩽ i ⩽ n), κ(n+1)(t0) ̸= 0

が成り立つときを言う．

定理2.4(2)の (II)または (III)が成り立つ場合のA⩾3-接触の必要十分条件は複雑であ
ることと，本稿第 3節以降の内容には関係ないことから，ここでは省略する．同様に，
D4, D5-接触の必要十分条件もここでは省略する．詳細は [7]を参照されたい．

3. 円柱方向
2つの方向 (dx1, dy1)と (dx2, dy2)が曲面Sの点pにおいて互いに共役 (conjugate)であ
るとは，点pで

Ldx1dx2 +M (dx1dy2 + dx2dy1) +N dy1dy2 = 0

を満たすときを言う．ここで，L, M , NはSの第二基本形式の係数である．
SがMonge標準形

(x, y) 7→ (x, y, f(x, y)) f(x, y) =
n∑

i+j=2

aij
i!j!

xiyj + o(n) (3.4)

で与えられているとする．原点が放物点でないとする．SとCv,a,rが原点でA⩾3-接触を
するとき，(dx, dy)の共役方向(a11dx+a02dy,−a20dx−a11dy)はfの3次の項f3(x, y)の
根である．すなわち，f3(a11dx+a02dy,−a20dx−a11dy) = 0である．このとき，(dx, dy)
は原点におけるSの円柱方向 (cylindrical direction)であると言う．



定義より，円柱方向はジェネリックに1つまたは3つある．f3の判別集合を∆とする
と，∆ = 0となる点では円柱方向は2つあり (1つはf3の重根に対応している)，円柱方
向場はそこで特異点を持つ．円柱方向の積分曲線の特異点は図 2のように分類される．
太線は∆ = 0である．詳細な条件は [7]を参照されたい．

図 2: 円柱方向の積分曲線の特異点．

4. 円柱方向の曲面の輪郭線への応用
2つの可微分写像芽 f, g : Rm, 0 → Rn, 0がA-同値であるとは，可微分同相写像芽
σ : Rm, 0 → Rm, 0, τ : Rn, 0 → Rn, 0が存在し，g = τ ◦ f ◦ σが成り立つときを言う．
R3内の正則曲面の正射影のA-同値によって分類されたジェネリックな特異点は表1

で与えられている．

表 1: 曲面の正射影のジェネリックな特異点．

Name Normal form

Fold (x, y2)

Cusp (x, xy + y3)

Lips/Beaks (x, y3 ± x2y)

Goose (x, y3 + x3y)

Swallowtail (x, xy + y4)

Butterfly (x, xy + y5 ± y7)

Gulls (x, xy2 + y4 + y5)



講演者は [20]において，正射影がジェネリックな特異点を持つときの射影方向の変
化による輪郭線の変形に現れる変曲点 (inflection)，カスプ (cusp)および頂点について
精査した．
曲面を方向vから見たときの輪郭線は，v方向の正射影の特異値集合である．正射影

の特異点が fold，cusp，swallowtail，butterflyの場合は，正射影の特異点集合は非特異
であり，そのパラメータ表示を求めることができる．したがって，そのパラーメタ表
示から輪郭線のパラメータ表示を求めることができ，輪郭線の変曲点，カスプおよび
頂点を調べることができる．一方，正射影の特異点が lips/beaks，goose，gullsの場合
は，正射影の特異点集合は特異点を持つために輪郭線のパラメータ表示を求めること
ができない．本節では，特に正射影の特異点が beaksの場合の輪郭線の変形に現れる
変曲点，カスプおよび頂点について述べる．
R3内の正則曲面Sの局所的なパラメータ表示をφ : U ⊂ R2 → R3とし，Sの正射影

の族を
P : U × S2 → TS2, P (x, y,v) = (v, ⟨φ(x, y), v⟩v)

とする．このとき，Pの第2成分をPvで表す．PvはSのv方向の正射影である．
φとしてMonge標準形 (3.4)を考える．また，v0 ∈ TpSとし，必要ならば座標軸を回

転させることによりv0 = (0, 1, 0)であるとすると，

Pv0 = (x, f(x, y))

と書ける．v0の近くの方向 vを v = (cos(u) sin(v), sin(u) sin(v), cos(v))と表す．Sの
正射影の族Pは，(u, v)に関する座標変換ψとR3の回転で

P̃ (x, y, u, v) = R ◦ P (x, y, ψ(u, v))
= (cos(u)x+ sin(v)y, 0, cos(u) sin(v)y − sin(u) sin(v)x+ cos(v)f(x, y))

と変形できる．ここで，Pv0 = P̃ (x, y, 0, 0)である．今，Pv0の特異点がbeaksであると
仮定する．すなわち，Pv0はbeaksのnormal formとA-同値である．このとき，Pv0の
特異点集合Σ(Pv0)は交差する2つの正則曲線となる．さらに，P̃vの特異点集合Σ(P̃v)

の変形は図3の右のようになり，uの変化に対して安定である．したがって，

F (x, y, v) = P̃ (x, y, 0, v)

として，Fを考える．

∅

図 3: lips (左)とbekas (右)の特異点集合の変形のモデル．

輪郭線の変形に現れる変曲点，カスプおよび頂点を調べるために定義域において，F
の特異点集合Σ(F )と，ある性質をもつ点の軌跡との交点を考える．まずは変曲点につ
いて考察する．J. J. Koenderinkはκn(v) ̸= 0のとき，K = κn(v)κcが成り立つことを



示した ([11], [12])．したがって，κn(v) ̸= 0のとき，K = 0とκc = 0は同値である．こ
こで，

I(x, y) = L(x, y)N(x, y)−M(x, y)2

とすると 1，Σ(F )と I(x, y) = 0の交点はκc = 0となる点，すなわち輪郭線の変曲点に
対応している．
次にカスプについて考察する．κn(v) = 0となる方向は漸近方向で，その方向に正射

影したときの輪郭線はカスプを持つ．ここで，Sの接ベクトルv = aφx + bφyに対し，

C(x, y) = a2L(x, y) + 2abM(x, y) + b2N(x, y)

とすると，C(x, y) = 0は vが漸近方向となる点の軌跡である．したがって，Σ(F )と
C(x, y) = 0の交点は，輪郭線のカスプに対応している．
最後に頂点について考察する．今，(a, b)とv = aφx + bφyを同一視して考える．定

理 2.5と原̇点̇における円柱方向の定義より，vが円柱方向ならば，v方向から見たとき
の輪郭線は原点に対応する点で頂点を持つ．このことから，原点以外に円柱方向を拡
張して，「vが円柱方向であるような点の軌跡」を考えると，変曲点やカスプと同様にし
て輪郭線の頂点がわかる．そこで，次のように円柱方向を原点以外にも拡張する．今，
正則曲面Sの原点におけるパラメータ表示φはMonge標準形 (3.4)で与えられている．
点 (x, y, f(x, y))におけるMonge標準形は次のようになる 2．

φ̃(s, t) = (s, t, f̃(s, t)), f̃(s, t) =
n∑

i+j=2

Aij(x, y)

i!j!
+ o(n)

例えば，

A20(x, y) = a20 + a30x+ a21y + o(1),

A11(x, y) = a11 + a21x+ a12y + o(1),

A02(x, y) = a02 + a12x+ a03y + o(1)

である．構成法の詳細は [20]を参照されたい．したがって，原点 φ̃(0, 0)，すなわち点
(x, y, f(x, y))におけるv = aφ̃s + bφ̃tの共役方向は

(aA11(x, y) + bA20(x, y))φ̃s + (−aA20(x, y)− bA11(x, y))φ̃t

であるから，v = aφ̃s + bφ̃tが円柱方向である必要十分条件は

V (x, y) = f̃3(aA11(x, y) + bA20(x, y), −aA20(x, y)− bA11(x, y)) = 0

である．ここで，f̃3は f̃の 3次の項である．したがって，Σ(F )と V (x, y) = 0の交点
は，輪郭線の頂点に対応している．
今考えているvをC(x, y)とV (x, y)に代入すると，C(x, y) = 0 は I(x, y) = 0と原点

で接し，V (x, y) = 0はジェネリックにD4特異点を持ち，D+
4 のときは 1本の曲線で，

D−
4 のときは交差する3本の正則曲線になる．ここで，V (x, y) = 0がD+

4 特異点を持つ
1 I = 0とK = 0は同値であるが，役割をわかりやすくするために Iとおいた．
2円柱方向の積分曲線を考察するときも同様の原点以外でのMonge標準形を構成する．



beaksをD+
4 -beaksとよび，D

−
4 特異点を持つ beaksをD−

4 -beaksと呼ぶ．D
+
4 -beaksと

D−
4 -beaksのΣ(F ), I(x, y) = 0, C(x, y) = 0およびV (x, y) = 0の配置は，それぞれ図 4

の左と右のようになる．よって，D+
4 -beaksとD−

4 -beaksの変形におけるΣ(F )上での輪
郭線の変曲点，カスプおよび頂点に対応する点は，それぞれ図 5と図 6のようになる．
したがって，次が成り立つ．

定理 4.1. ([20]) R3内の曲面のv方向の正射影のbeaks特異点はジェネリックに2つの
タイプに分類される．1つはD+

4 -beaksで，v方向から見た曲面の輪郭線の変形は図 7

となる．もう1つはD−
4 -beaksで，v方向から見た曲面の輪郭線の変形は図8となる．

Σ(F )
I(x, y) = 0
C(x, y) = 0
V (x, y) = 0

図 4: D+
4 -beaks (左)とD−

4 -beaks (右)のΣ(F ), I(x, y) = 0, C(x, y) = 0およびV (x, y) =

0の配置．

変曲点

カスプ

頂点

図 5: D+
4 -beaksのΣ(F )上の変曲点，カスプおよび頂点に対応する点．

図 6: D−
4 -beaksのΣ(F )上の変曲点，カスプおよび頂点に対応する点．

図 7: D+
4 -beaksにおける輪郭線の変形．



図 8: D−
4 -beaksにおける輪郭線の変形
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