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1. 序文

本稿では多様体の三角形分割の頂点や面の個数の研究に関する最近の話題について
紹介する. 以下, 多様体M の三角形分割と言った時には, 有限単体的複体であってその
幾何学的実現がM と同相であるものを指すこととする. また, 多様体は常に連結で有
限三角形分割可能なもののみを考える.
単体的複体の面の個数を調べることは組合せ論の分野における重要な研究テーマの

一つである. わかりやすい問題を一つ紹介しよう.

問: M を多様体とする. M を三角形分割する為には頂点は幾つ必要か?

例えば, 実射影平面RP 2には 6頂点, 2次元トーラス S1×S1には 7頂点の三角形分割が
存在する (図 1参照). 実は, これより少ない頂点数の三角形分割は存在しないので, 求
めたかった値はRP 2, S1 × S1の場合にはそれぞれ 6, 7である. こういった値を色々な
多様体について求めよう, というのが問題である.
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図 1: RP 2の 6頂点分割と S1 × S1の 7頂点分割

なんだか簡単そうな問題に思えるが, 実は上の問題は非常に難しい. 実際, 19世紀の間
には閉曲面やごく一部の低次元の多様体の場合にしか必要な頂点数の最小値はわかっ
ていなかった. また, 現在でも 4次元射影空間RP 4や 3次元トーラス S1 × S1 × S1の場
合でさえ問題は解決していない.
上では頂点数に関する問題を紹介したが, 一般には i次元面の個数の上限や下限に興

味が持たれる. 実は, 多様体の三角形分割の面の個数に関する研究はここ 10年程で大
きく研究が進んでいる. その要因の一つに h′′列と呼ばれる数を考えることで多様体の
三角形分割の面の個数を組合せ論的・代数的に綺麗に扱えるようになったことが挙げ
られる. 本稿ではこの h′′列に関する理論を紹介することを主な目的としたい.
本稿の前半では先ず組合せ論的な動機を理解して貰う為, 上で述べた多様体の三角形

分割の頂点数に関する問題について少し詳しく紹介する. その後, h′′列の理論について
解説し, h′′列が頂点数の問題にどう応用されるのか簡単に紹介する.
ところで, 多様体の三角形分割の面の個数に関する研究は, 上記の頂点数の問題も含

めて, 結局の所 ‘大したことはわかっていない’というのが現状である. 今から新規参入
してトポロジー的な立場から何か問題に貢献できる余地は大いにあるのでは無いかと
思う.



2. 多様体の三角形分割の最小頂点数

単体的複体は有限抽象単体的複体を指すこととする (但し,位相的な性質を考える際は
その幾何学的実現の性質を考える). 単体的複体∆に対し, その i次元面の個数を fi(∆)
で表す. f0(∆)は頂点の個数, f1(∆)は辺の個数である. また, βi(∆;F)で体 Fを係数と
する被約ホモロジー群 H̃i(∆;F) のベクトル空間としての次元を表すとする. (有限三角
形分割可能な位相)多様体M に対し

fmin
0 (M) = min{f0(∆) : ∆はM の三角形分割 }

と定める. ここで考える問題は次の問題である.

問題 2.1. 与えられた閉多様体M に対し, fmin
0 (M)を求めよ.

2.1. 閉曲面の場合.
最初に閉曲面の場合を考え, 感じを掴んで貰おう. 一般論は後回しにして, まずは図

1のRP 2と S1 × S1 の三角形分割が何故最小の頂点数を持つか説明する. 示さなくては
ならないのは, RP 2の三角形分割が必ず 6個以上の頂点を持つ事, 及び S1 × S1の三角
形分割が必ず 7個以上の頂点を持つ事, である. この事は, Heawoodの不等式と呼ばれ
る次の簡単な結果から確認できる.

定理 2.2 (Heawoodの不等式 [He]). ∆が閉曲面M の v頂点三角形分割なら,(
v − 3

2

)
≥ 3(2− χ(M))(1)

が成り立つ. 但し, χ(M)はM のオイラー数とする.

証明. 簡単なので証明も紹介しよう. ∆の面の個数について次の 2つの等式が成り立つ

v − f1(∆) + f2(∆) = χ(∆), 2f1(∆) = 3f2(∆).

最初の等式はオイラー関係式である. 二つ目の式は, ∆の各辺が丁度 2つの 2次元面
に含まれ, かつ∆の各 2次元面が丁度 3本の辺を含むことから従う. 一方, 明らかに
f1(∆) ≤

(
n
2

)
であるので, 上の二つの等式を用いて f2(∆)を消去して

v − χ(M) =
1

3
f1(∆) ≤ 1

3

(
v

2

)
を得る. 上で得られる不等式 v−χ(M) ≤ 1

3

(
v
2

)
を少し変形すると, 求める不等式

(
v−3
2

)
≥

3(2− χ(M))が得られる. □
Heawoodの不等式をRP 2, S1 × S1 に適応してみよう. χ(RP 2) = 1, χ(S1 × S1) = 2

であるから, 次のように欲しかった不等式が得られる.

•
(
fmin
0 (RP 2)−3

2

)
≥ 3, 即ち fmin

0 (RP 2) ≥ 6.

•
(
fmin
0 (S1×S1)−3

2

)
≥ 6, 即ち fmin

0 (S1 × S1) ≥ 7.

今度は一般の閉曲面について考えてみよう. 閉曲面は種数と向きによって完全に分類
がされているので,それぞれの曲面に対して fmin

0 を求めてやればよい. Sg = (S1×S1)#g

を向き付可能な種数 gの閉曲面, Ng = (RP 2)#gを向き付不可能な種数 gの閉曲面とす
る, 但し, M#gでM の g個の連結和を表す. 実は, 一般の場合もHeawoodの不等式か
らほぼ最小頂点数が決まることが証明されている.

定理 2.3 (Jungerman and Ringel [Ri, JR] 1955, 1980). M が S2, N2, N3以外の連結な
閉曲面である時, (1)を満たす任意の vに対しM の v頂点三角形分割が存在する.



先の定理を示すには, Mの三角形分割を具体的に構成すればよいのであるが, 頂点数
の小さい三角形分割を具体的に構成するのは難しい問題であり, 定理 2.3 の証明も易し
くない. 尚, 上の定理は向き付け不可能な場合が 1955年に Ringelによって示され, 向
き付け可能な場合が 1980年に JungermanとRingelの二人によって示された.
さて, Heawoodの不等式と Jungerman–Ringelの定理を纏めると, 次の結果が得られ,

閉曲面の場合に三角形分割に必要な頂点数の最小値が求まる1.

系 2.4. M が S2, N2, N3以外の連結な閉曲面である時,

fmin
0 (M) = min

{
v ∈ N :

(
v − 3

2

)
≥ 3(2− χ(M))

}
.

尚, 3つの例外 S2, N2, N3については, fmin
0 (S2) = 10, fmin

0 (N2) = 8, fmin
0 (B3) = 9と

なる (系 2.4の右辺より一つ大きい値).

2.2. 一般次元の閉多様体の場合 (古い結果).
ここからは一般次元の多様体の三角形分割の場合の話に移る. 始めに断わっておき

たいのは, 序文にも述べたとおり, 一般次元の場合にはほとんど何もわかっていないと
いうのが現状であるから, 先ほどの系 2.4のような一般的な美しい結果に出会えること
は期待しないで欲しい.
話を始める前に, どういうことを調べなくてはならないのかを明確にしておく. 閉多

様体M が与えられた時, その fmin
0 (M)を求めるには次の二つことが必要である.

(♠) fmin
0 (M)の下限を与える (頂点数の下限を求める).

(♡) fmin
0 (M)の上眼を与える (頂点数の少ない三角形分割を実際に構成する).

上の問題 (♠), (♡)はどちらも難しい. 特に, 具体的に三角形分割を構成しなくてはなら
ない (♡)は閉曲面の場合でも簡単でなく, ある意味職人芸の領域である. 本稿でも (♡)
については触れないことにして主に (♠)の問題について解説する. 閉曲面の場合には
問題 (♠)はHeawoodの不等式で殆ど全てが説明できるので, 次元が 3以上の場合が問
題となる.
問題 (♠)に関する基礎的な結果は 1987年にBrehmとKühnel [BK1]によって示され

た. この節では主に彼らの結果を紹介する. 球面 Snの場合 fmin
0 (Sn) = n + 2となるこ

とはほぼ明らかであるが, 球面でないとわかっている時, 必要な頂点数はどれくらいだ
ろうか? 次の定理がこの問題に良い解答を与える.

定理 2.5 (Brehm–Kühnel 1987). ∆が球面でない閉 n多様体の組合せ三角形分割2なら
f0(∆) ≥ ⌈3

2
n⌉ + 3. 等号成立の時, ∆は RP 2,CP 2,HP 2,OP 2 の何れかと同じホモロ

ジー群を持つ3.

例 2.6. 先の定理で等号が成立する三角形分割について少し補足しておく. 定理 2.5よ
り, その時の次元は n = 2, 4, 8, 16である. (以下 fmin

0 が決まる時には⋆を用いる).

⋆ n = 2の時, そのような分割は一意的でRP 2の 6頂点三角形分割しかない.
⋆ n = 4の時, やはり分割は一意的で, CP 2の 9頂点三角形分割 [KB]しかない.

1定理 2.2や 2.4は 4色問題の閉曲面への一般化の研究の過程で得られたものであり, 三角形分割の頂
点数の最小値を求めることが主目的だったわけではないことを注意しておく.

2組合せ三角形分割とは各頂点の linkが単体の境界と PL同相となる三角形分割の事. 三角形分割の
話は PLの世界で考えることが多いのでこの仮定は自然な仮定である.

3実際にはもう少し強く, [EK]で述べられている combinatorial manifoldになる.



⋆ n = 8の時, 15頂点の球面でない 8次元閉多様体の三角形分割は 3種類知られ
ているが, これらの中にHP 2の三角形分割があるかは未解決問題である4.

• 16次元閉多様体の三角形分割で 27頂点の球面のものがあるかは未解決問題.

BrehmとKühnelはホモロジー群と頂点数の関係についても考察し, 次の定理を得て
いる.

定理 2.7 (Brehm–Kühnel 1987). M が閉 n多様体で, ある i < n
2
に対してHi(M) ̸= 0

であるなら, fmin
0 (M) ≥ 2n+ 4− iである.

注 2.8. 上の定理は i = n
2
の時もほぼ成り立つ. というのは, nが偶数で i = n

2
の時は上

の下限の右辺は 3
2
n+ 4となるが, 頂点数 3

2
n+ 3以下の三角形分割を持つ多様体は定理

2.5にある射影平面のようなものしかないからである.

例 2.9. 定理 2.7により頂点数の最小値が決まりそうな多様体は球面の直積 Si × Sj で
ある. 定理から fmin

0 (Si × Sj) ≥ 2i+ j + 4 (但し, i ≥ jとする)であるが, このことと三
角形分割の具体的な構成から次が決まる.

⋆ fmin
0 (S3 × S2) = 12.

⋆ fmin
0 (S3 × S3) = 13.

⋆ fmin
0 (S2 × S2) = 11.

⋆ fmin
0 (Sd−1 × S1)は dが偶数なら 2d+ 3, dが奇数なら 2d+ 4に一致する.

⋆ fmin
0 (Sd−1×− S1)は dが奇数なら 2d+ 3, dが偶数数なら 2d+ 4に一致する.

但し, Sd−1×− S1は向き付け不可能な S1上の Sd−1束を表す5. S2 × S2の場合は i+2j +4
と異なる値が出ているが, これは 10頂点の S2 × S2の三角形分割の非存在性 [KL]から
最小頂点数が 11であることが決まる. 尚, Sd−1 × S1, Sd−1×− S1に関する結果は (驚くべ
きことに)比較的最近の結果である [BD, CSS].
上記以外の (i, j)に対して, fmin

0 (Si × Sj) の値は未解決である. ([KN]にある球面の
直積の三角形分割の構成から, 2i+ 2j + 4以下であることはわかっている.)

さて, 定理 2.5や 2.7は「球面でない」とか「ホモロジー群が消えていない」などの
かなり限定的な状況を考えているが, 4次元の場合には次のような Heawoodの不等式
の類似が知られている. (後述の定理 2.10の方が良い下限を与える.)

定理 2.10 (Kühnel [Kü2] 1990). ∆が閉 4多様体M の v頂点三角形分割なら(
v − 4

3

)
≥ 10(χ(M)− 2).

例 2.11. 先の定理により,二つの多様体の最小頂点数が決まる. (S2×S2)#2には 12頂点
の, K3曲面には16頂点の三角形分割の存在することと, χ((S2×S2)#2) = 6, χ(K3) = 24
であることから次のことがわかる.

⋆ fmin
0 ((S2 × S2)#2) = 12.

⋆ fmin
0 (K3) = 24.

43つの内の一つが HP 2 の三角形分割になることが予想されている. 具体的な三角形分割が与えられ
ているが, 位相型が決まらないという不思議な問題である. Pontrjagin類を計算すれば良いらしいのだ
か計算機の力で何とかならないのだろうか?

5S1 上の Sd−1 束は向付け可能なものと不可能なものの 2種類しかない [Ste].



2.3. 一般次元の閉多様体の場合 (新しい結果).
最近得られたの結果について二つ紹介しておこう. 最近の結果のポイントは, 定理

2.7のような「ホモロジーが消えていないとき」に関する定理が「ホモロジー群が大き
いときに頂点数も大きい」という定理に拡張できるようになったことである. どういう
道具を使って証明するのかの解説は後回しにしてここでは結果だけ紹介する. 以下, F
は任意の体とする.

定理 2.12 (Novik–Swartz [NS3], M [Mu2]6). ∆が 2k次元閉多様体M の v頂点三角形
分割なら (

v − k − 2

k + 1

)
≥

(
2k + 1

k + 1

)
βk(M ;F).

上の定理は, F = Z/2Zとしてやれば, k = 1の時はHeawoodの定理に一致し, k = 2
の時はKühnelの定理を含む定理になる. 但し, 残念ながら上の定理から fmin

0 が新しく
決まった例はまだ知られていない.
次の定理も最近分かった重要な結果である.

定理 2.13 (Novik–Swartz [NS1], Bagchi [Ba], Datta-M [DM], M [Mu2]7). n ≥ 3とす
る. ∆が n次元閉多様体M の v頂点三角形分割なら(

v − n− 1

2

)
≥

(
n+ 2

2

)
β1(M ;F).

等号が成立する時M は (Sn−1 × S1)#β1(∆) か (Sn−1 ×− S1)#β1(∆)のどちらかに同相.

上の定理から, H1(M) ̸= 0ならば fmin
0 (M) ≥ 2d + 3であることがわかるので, これ

は定理 2.7の i = 1の場合の一般化になっている.

例 2.14. 上の定理から色々な場合で, S1上の Sn−1束の連結和について三角形分割する
為に必要な頂点数の最小値が求まる. 例えば, Lutz–Slanke–Swartz [LSS]において以下
の場合に fmin

0 (S2 × S1)#bと fmin
0 (S2 ×− S1)#bの値が決められている.

⋆ b = 2, . . . , 8, 10, 11, 14 (向き付けに依らない値となる. [LSS, Table 12]参照.)

定理 2.13の不等式で等号が成立する三角形分割は tightな三角形分割と呼ばれ, 具体的
な三角形分割の構成法の研究が進んでおり, 次が示されている.

⋆ [DS] fmin
0 ((Sn−1 ×− S1)#n2+5n+6) = n2 + 5n+ 5 (d:奇数).

⋆ [DS] fmin
0 ((Sn−1 × S1)#n2+5n+6) = n2 + 5n+ 5 (d:偶数).

⋆ [BDSS] fmin
0 ((S2 ×− S1)#99) = 49, fmin

0 ((S2 ×− S1)#208) = 69,
fmin
0 ((S2 ×− S1)#357) = 89, fmin

0 ((S2 ×− S1)#546) = 109, fmin
0 ((S3 × S1)#143) = 71,

fmin
0 ((S3 × S1)#342) = 101, fmin

0 ((S4 ×− S1)#390) = 97.

面白い問題として, nが奇数 (偶数)の時に定理 2.13で等号成立する様な三角形分割で
向き付け可能 (不可能)なものがあるかは未解決である（簡単に見つかりそうな気がす
るのだが不思議である）.

定理 2.13の i ̸= 1の場合の一般化については次が予想されているが未解決

予想 2.15 (Kühnel). 1 ≤ r < n
2
. ∆が n次元閉多様体M の v頂点三角形分割なら,(

v − n− 2 + r

r + 1

)
≥

(
n+ 2

r + 1

)
βr(M ;F).

6基本的には [NS3]の結果. 向き付け不可能で正標数以外の場合のみ [Mu2]の結果.
7基本的には [NS1]の結果. 3次元の等号の場合が [Ba, DM], 向き付不可能で正標数の場合が [Mu2].



最後に. 最小頂点数問題については Lutz [Lu]に詳しく述べられているのでそちらも参
照して欲しい. 本稿で省いた射影空間8 やトーラス9 などの話も述べられている

3. h′′列と面の個数の双対性

前のセクションにある定理 2.12や定理 2.13は多様体の三角形分割の一般次元の面の
個数の研究, 特に, h′′列と呼ばれるものの組合せ論的・代数的な研究から導かれた定理
である. h′′列は非常に良い対称性をもち, かつスタンレー・ライスナー環と呼ばれる環
の代数的な双対性と深く関係する. この章では h′′列の理論について, その双対性の話
を中心に, どのような理論なのか解説しよう.

3.1. 面の個数の対称性.
n次元単体的複体に対し, その面の個数を並べてできる数列

f(∆) = (f0(∆), f1(∆), . . . , fn(∆))

を∆の f 列と呼ぶ. 単体的複体の面の個数を調べるという事は, その f 列の性質を調
べる事と思うことができる. 多様体の三角形分割の場合には f 列にDehn–Sommerville
等式と呼ばれる対称性が存在する. まずはそれを見て貰う事にする.
最初に閉曲面の場合を考えよう. ∆が閉曲面M の三角形分割であるとすると, 明ら

かに
• f0(∆)− f1(∆) + f2(∆) = χ(M)
• 3f1(∆) = 2f2(∆)

が成り立つ. (二つ目の等式は全ての辺が丁度二つの三角形に含まれるという事実から
従う). 上の二式から f1, f2は f0のみを使って表せることがわかり, 結局

f(∆) =
(
f0(∆), 3(f0(∆)− χ(M)), 2(f0(∆)− χ(M))

)
となる. 特に, f(∆)は頂点の数のみから決まることがわかる.
次に 3次元閉多様体の三角形分割について考えよう. ∆を 3次元閉多様体の三角形分

割とする. この時, f(∆)は f0(∆), f1(∆), f2(∆), f3(∆)の４つ整数からなるが, 閉曲面の
場合と同様に

• f0(∆)− f1(∆) + f2(∆)− f3(∆) = 0
• 2f2(∆) = 4f3(∆)

の等式が成り立つので, 結局

f(∆) =
(
f0(∆), f1(∆), 2f1(∆)− 2f0(∆), 2f1(∆)

)
となり, f(∆)は頂点の個数 f0と辺の個数 f1から決まる.
さて, 上で 2次元, 3次元の場合を見てきたが, 一般次元では何が起こるのだろう? 上

の例から f 列を知るためには, 大体 f 列の最初の半分位の値がわかれば良さそうだ, と
いうのがなんとなく推察できるのではないだろうか. このことは実際に正しいのだが,
きちんと説明する為には h列と呼ばれる数を導入するのが便利である. (n− 1)次元単
体的複体∆に対し, その h列 h(∆) = (h0(∆), h1(∆), . . . , hn(∆)) ∈ Zn+1を

hi(∆) =
i∑

j=0

(−1)i−j

(
n− j

i− j

)
fj−1(∆)

(但し f−1(∆) = 1とする) で定義する. この時, fi−1(∆) =
∑i

j=0

(
n−j
i−j

)
hj(∆) であり,

f(∆)を知ることと h(∆)を知ることは同値であることに注意して欲しい.

8fmin
0 (RP 3) = 11, fmin

0 (RP 4) = 16だが fmin
0 (RP 5)が未解決. 22以上 24以下であることが既知.

9fmin
0 (S1 × S1 × S1)が 15であることが予想されているが未解決. 15以下であることは既知.



さて, 上記の『閉多様体の三角形分割の f 列を知るには, f 列の最初の半分の値がわ
かればよさそう』というのは, 次の綺麗な等式で説明される.

定理 3.1 (Dehn–Sommerville等式 [Kl]). ∆が閉 (n − 1)次元多様体の三角形分割であ
る時, 次が成り立つ.

hi(∆) = hn−i(∆) +

(
n

i

)
(−1)n−i(χ(∆)− χ(Sn−1)) (i = 0, 1, . . . , n).

例 3.2. ∆が右の八面体の境界複体となっている場合を考え
てみよう. この時∆は球面 S2に同相で,

f(∆) = (6, 12, 8)

である. h列を定義通りに計算すると

h(∆) = (1, 3, 3, 1)

となり hi(∆) = h3−i(∆)が成り立っていることがわかる.

1

2

3

4
5

6

3.2. スタンレー・ライスナー環の双対性.
Dehn–Sommerville等式はスタンレー・ライスナー環における代数的なポアンカレ双

対性から来る対称性として説明することができる. このことは球面の場合は良く知られ
ていたことであるが, 多様体の場合にも同様のことが成り立つことが最近証明された.
始めにスタンレー・ライスナー環について説明する. 以下 Fは無限体, ∆を頂点集合

を V とする単体的複体とし, 多項式環 S = F[xv : v ∈ V ]を考える. 但し, 多項式環には
各変数の次数を 1とする次数を入れる. この時, イデアル I∆を

I∆ = (xv1xv2 · · · xvk : {v1, . . . , vk} ⊆ V, {v1, . . . , vk} ̸∈ ∆) ⊂ S

で定義する. 環 F[∆] = S/I∆ を (体 F上の)∆のスタンレー・ライスナー環と呼ぶ. ∆
が (n− 1)次元である時, 環 F[∆]のKrull次元は nである. このことは, Fが無限体の時
は, 上手く n個の一次式 θ1, . . . , θnを選ぶと, F[∆]/(θ1, . . . , θn)F[∆]がアルチン環 (クル
ル次元 0の環のこと) になることを意味する. このような θ1, . . . , θnを F[∆]の線形な巴
系 (linear system of parameters)と呼ぶ.

例 3.3. 例 3.2の八面体の場合を考えると, スタンレー・ライスナー環は

F[∆] = F[x1, x2, . . . , x6]/(x1x2, x3x4, x5x6).

である. このとき x1 − x2, x3 − x4, x5 − x6は F[∆]の線形な巴系となる. 実際,

F[∆]/(x1 − x2, x3 − x4, x5 − x6) ∼= F[x1, x3, x5]/(x
2
1, x

2
3, x

2
5)

である. (上の右辺に現れる環を Rとすると, R = R0 ⊕ R1 ⊕ R2 ⊕ R3で, dimFR0 =
1, dimFR1 = 3, dimFR2 = 3, dimF R3 = 1 となっていることに注意して欲しい.)

先ず, 比較的昔から良く知られていた球面の場合の双対性について説明しよう. ∆が
n球面 Snの三角形分割である時, Dehn–Sommerville等式は hi(∆) = hn−i(∆)という単
純な対称性を与えることに注意しよう. 有限次元次数付代数10R =

⊕s
i=0Ri が (次数 s

の)ポアンカレ双対代数 (Poincaré duality algebra)であるとは, Rs
∼= Fであり, か

つ掛け算写像
Ri ×Rs−i → Rs

が全ての i = 0, 1, . . . , sに対して perfect pairing11を与える時にいう, 但しRiはRの次
数 iの斉次成分とする. Rがポアンカレ双対代数なら明らかにRi

∼= Rs−iが成り立つ.

10有限次元代数とは多項式環を斉次イデアルで割ったものでベクトル空間として有限次元なもの
11掛け算から誘導される写像 Ri → HomF(Rs−i, Rs)が同型になるという意味



次の定理から, Dehn–Sommerville等式は球面三角形分割の場合にはポアンカレ双対性
からくる対称性と思うことができる ([Sta]等を見よ).

定理 3.4 (スタンレー・ライスナー環のポアンカレ双対性 (球面の場合)). ∆をホモロ
ジー (n − 1)球面の三角形分割とし, Θ = θ1, . . . , θnを F[∆]の線形な巴系とする. この
時次が成り立つ.

(1) dimF(F[∆]/ΘF[∆])k = hk(∆) for k = 0, 1, . . . , n.
(2) F[∆]/ΘF[∆]は次数 nのポアンカレ双対代数である.

次に, 上の定理が一般の多様体の三角形分割へ一般化されることを紹介する. 定理
3.4は, ホモロジー球面のスタンレー・ライスナー環はCohen-Macaulayである, という
代数的な事実に基づいており, そのままでは多様体の三角形分割に一般化できない. 上
を一般化する為, 二つ定義を与える.

(n − 1)次元単体的複体∆に対し, その h′′-列 h′′(∆) = (h′′
0(∆), h′′

1(∆), . . . , h′′
n(∆))を

次で定義する12.

h′′
i (∆) =

{
hi(∆)−

(
n
i

)
(
∑i

j=1 βj−1(∆;F)), (i ̸= nの時)

hn(∆)−
(
n
i

)
(
∑n−1

j=1 βj−1(∆;F)), (i = nの時).

(尚, h′′
n(∆) = βn(∆;F)である) なんだかよくわからない定義だと思うので, 少し例を挙

げよう.

例 3.5. 右ののトーラス S1 × S1 の 7頂点三角形分割∆を考
えると

f(∆) = (7, 21, 14)

であり, h(∆) = (1, 4, 10,−1). β1(S1 × S1) = 2であるから

h′′(∆) = h(∆)− 2(0, 0, 3,−1) = (1, 4, 4, 1)

となる. (対称な数列が出て来たことに注意!)

2 3 1

12 3

4

5

4
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次の等式が成り立つ事が知られている (本質的には定理 3.1と同じもの).

定理 3.6 (h′′-列に対するDehn–Sommerville等式 [No]). ∆が向き付け可能な閉 (n− 1)
多様体の三角形分割である時, 次が成り立つ.

h′′
i (∆) = h′′

n−i(∆) (i = 0, 1, . . . , n).

Krull次元nの有限生成次数付S-加群W とその線形な巴系Θ = θ1, . . . , θnに対し, W
の部分加群Σ(Θ;W )を次で定義する13.

Σ(Θ;W ) = ΘW +
n∑

i=1

(θ1, . . . , θ̂i, . . . , θn)W :W θi.

但し, W の部分加群W ′と Sの元 f に対し,

W ′ :W f = {m ∈ W : fm ∈ W ′}

である. 上の加群はBuchsbaum環と呼ばれる環の研究の中で後藤 [Go]により考案され
た. こちらも, なんだかよくわからない定義だと思うが, 要は定理 3.4におけるΘF[∆]
をΣ(Θ,F[∆])に変えれば上手くいく, というのが最近分かったことである.

12h′ 列と呼ばれるものもある. h′
i = h′′

i +
(
n
i

)
βi−1 (i ̸= n), h′

n = h′′
n で定義される.

13“ΘW+”の所は n ≥ 2の時は不要.



定理 3.7 (スタンレー・ライスナー環のポアンカレ双対性 (多様体の場合) [NS1, NS2]).
∆を (n− 1)多様体M の三角形分割, Θ = θ1, . . . , θnを F[∆]の線形な巴系とする.

(1) dimF(F[∆]/Σ(Θ;F[∆]))k = h′′
k(∆) for k = 0, 1, . . . , n.

(2) M が向き付け可能または char(F) = 2なら (F[∆]/Σ(Θ;F[∆]))は次数 nのポア
ンカレ双対代数.

例 3.8. 余り良い例はないのだが,具体例を挙げておこう. F =
Z/2Zとし, 右の射影平面RP 2 の 6頂点三角形分割∆を考え
る. この時

I∆ =

(
x1x2x3, x1x2x5, x1x3x6, x1x4x5, x1x4x6

x2x3x4, x2x4x6, x2x5x6, x3x4x5, x3x5x6

)
であり,

Θ = (x1 + x3 + x5, x2 + x3 + x5, x4 + x5 + x6)
1

3

3

2

2

1

4
5 6

は F[∆]の線形な巴系. Σ(Θ, R)は I∆とΘに加え, 次の三つの元を生成元に持つ

X =

 x1x3 + x2x5 + x3x5 + x1x6 + x3x6 + x5x6,
x1x4 + x3x5 + x1x6 + x3x6 + x5x6,
x2x4 + x2x5 + x3x5 + x2x6 + x3x6 + x4x6 + x5x6

 .

定理 3.7で与えられるポアンカレ双対代数は (不要な変数を消すと)

F[x1, . . . , x6]/(I∆ + (Θ) + (X)) ∼= F[x, y, z]/(x2 + xy + yz, y2 + xz + yz, z2 + xy + xz)

という代数になる.

3.3. 境界のある多様体の三角形分割.
定理 3.7は境界を持つ多様体の場合にも拡張できる. ∆が境界を持つ多様体Mの三角

形分割なら, ∆の面で境界部分にあるもの全体の集合 ∂∆は ∂Mの三角形分割になるこ
とに注意する. 単体的複体のペアΓ ⊆ ∆に対し, fi(∆,Γ)を∆に属するがΓに属さない
i次元面の個数とし, βi(∆,Γ;F) = dimF H̃i(∆,Γ;F)とする. この時, h(∆,Γ), h′′(∆,Γ)
を通常の単体的複体の場合と同様に定義すると次の形の等式が成り立つ.

定理 3.9 (Dehn–Sommerville等式 [MN] (essentially [Gr])). ∆が向き付け可能な (n−1)
次元多様体の三角形分割なら

h′′
i (∆) = h′′

n−i(∆, ∂∆) (i = 0, 1, . . . , n).

また, ペア Γ ⊆ ∆のスタンレー・ライスナー加群 F[∆,Γ] を

F[∆,Γ] = IΓ/I∆

で定義すると次が成り立つ.

定理 3.10 ([MNY]). ∆を可能な (n−1)多様体の三角形分割, R = F[∆], W = F[∆, ∂∆],
Θ = θ1, . . . , θnをRの線形な巴系とする. M が向付け可能もしくは char(F) = 2の時,
次が成り立つ.

(1) dimF(R/Σ(Θ;R))k = h′′
k(∆) for k = 0, 1, . . . , n.

(2) dimF(W/Σ(Θ;W ))k = h′′
k(∆, ∂∆) for k = 0, 1, . . . , n.

(3) ∆が向き付可能である時, 積写像

(R/Σ(Θ;R))i × (W/Σ(Θ;W ))n−i → (W/Σ(Θ;W ))n

は perfect pairingである.



注 3.11. 定理 3.10は細かい所を端折ったが, (W/Σ(Θ;W ))n ∼= Fであることや, 積写像
R/Σ(Θ;R) × W/Σ(Θ;W ) → W/Σ(Θ;W )の well-defined性などは [MNY]を参照して
欲しい.

3.4. どうやって頂点数問題へ応用するか?
今まで述べてきた話は一般的過ぎて, セクション 2で述べたような具体的な問題にど

う応用するかはちょっとわかりにくい. 実際, 具体的な問題に応用するときは少しテク
ニカルで泥臭い議論が必要になる.
雰囲気を見てもらうために定理 2.12の証明の概要を紹介しておこう.

定理 2.12の証明の概要. 簡単の為M は向き付け可能な閉 2k多様体とする. ∆をM の
v頂点三角形分割とし,

(
v−k−2
k+1

)
≥

(
2k+1
k+1

)
βk(M ;F) を示す. R = F[∆]とし, ΘをRの線

形な巴系とすると, 実は次のことが知られている.

(1) dimF(R/ΘR)i − dimF(R/Σ(Θ, R))i =
(
2k+1

i

)
βi−1(M ;F),

(2) 任意の多項式 f に対し f · Σ(Θ, R) = 0.

ここで, R/ΘRにおいてゼロでない一次式 wをとると, (2)より (R/(Θ, w)R)k+1のベ
クトル空間のとしての次元は dimF(R/ΘR)k+1 − dimF(R/Σ(Θ, R))k より大きいのだが,
(R/Σ(Θ, R))k ∼= (R/Σ(Θ, R))k+1 なのでこれは (1)の右辺に一致する. 一方, F[∆]は n
変数多項式環を割った環で, Θ, wは F上一時独立な 2k + 2個の一次式からなるので次
が得られる(

n− k− 2

k + 1

)
= dimF(F[x1, . . . , xn−2k−2])k+1 ≤ dimF(R/(Θ, w)R)k+1 ≤

(
2k + 1

k + 1

)
βk(M ;F).

(定理 2.12の不等式の左辺を多項式間の k + 1次の F-次元とみるのがポイント.) □

定理 2.13の方も簡単に説明しておこう. こちらの定理は, 実は辺の個数に関する以下
の結果から従う.

定理 3.12 ([NS1, Ba, DM, Mu2]). n ≥ 3とする. ∆を閉 n多様体Mの v頂点三角形分
割とすると, 次が成り立つ.

f1(∆) ≥ (n+ 1)v +

(
n+ 2

2

)
(β1(M ;F)− 1).

等号成立の時, M は (Sn−1 × S1)#β1(∆) か (Sn−1 ×− S1)#β1(∆)のどちらかに同相.

上の定理は一番目のホモロジー群の次元が大きくなると, それに依存して辺の数もそ
れなりに大きくならないといけないと言っている. 実は, これは頂点数に関する下限も
与えていて, 実際, 頂点数 f1(∆)に関する自明な上限 f1(∆) ≤

(
v
2

)
を定理 3.12に代入す

ると定理 2.13を得る.

定理 3.12の証明の概要. 簡単の為, M は向き付け可能とする. R = F[∆]とする. 実は
線形な巴系 Θ = θ1, . . . , θn+1と一次式 wを上手く取ると積写像 ×w : (R/ΘR)n−2 →
(R/ΘR)n−1 が全射になることがわかっている [Sw2]. このことと, 先の証明の (1), (2)
から不等式

dimF(R/(Σ(Θ;R)))n−1 +

(
n+ 1

2

)
βn−1(M ;F) ≥ dimFR/(Σ(Θ;R)))n−1

がわかるのだが, 定理 3.7と 3.6を使うと上は h′′
1と h′′

2に関する不等式に書き直せる. 書
き直したものを f 列の言葉に直したものが求める不等式となる. □



3.5. その他.
頂点数の話だけで結構な分量になってしまったので一般次元の面の個数について述

べるスペースがなくなってしまったが, 多様体の三角形分割の面の個数に関する最近の
仕事は [KN, Sw2]に良くまとまっているのでそちらを参照して欲しい. また, 3次元多
様体の三角形分割の面の個数に関しては [LSS]に良く纏められて書いてあるのでそちら
も参照して欲しい14. また, h′′列の理論は単体的複体を少し一般化した単体的セル複体
と呼ばれるものに応用することもできる. 此方については [Mu1]を参照して欲しい.
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