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1. はじめに

単純グラフとは二重線およびループのある頂点を持たないグラフのことである．nを非

負整数とする．単純グラフGのn-彩色とは，Gの頂点集合V (G)からn点集合{1, · · · , n}
への写像φであって，v, w ∈ V (G)が辺で結ばれているとき，φ(v) ̸= φ(w)となるもの

である．Gのn-彩色が存在するようなnのうち最小のものをGの彩色数といいχ(G)で

表す．グラフの彩色数を決定することをグラフの彩色問題という．これはグラフ理論

において古くから考えられてきた問題である [4]．

グラフの彩色問題に代数トポロジーを初めて応用したのは Lovász である． Lovász

はグラフGに対し，近傍複体N(G)を定義し，N(G)がn-連結ならばGの彩色数χ(G)

はn+ 3以上であることを証明した．そしてこの手法を用いて， Lovász は Kneser 予

想を解決した．

Hom 複体とは，二つのグラフ T , Gに対し定義されるCW複体Hom(T,G)であり，

Babson-Kozlov [1], [2] によって本格的に研究が始められた．Hom 複体は次の意味で近

傍複体の一般化になっている：K2により二つの頂点とそれらを結ぶ辺のなすグラフを

表すとする．このときHom(K2, G)と近傍複体N(G)とはホモトピー同値になる．K2

への二つの頂点を入れ替えるZ2の群作用によって，Hom(K2, G)もZ2-空間となるが，

このZ2-空間を箱複体といい，特別によく研究されている [3]．

Hom 複体の研究において，中心的な話題となっていた概念として， Kozlov のホモ

トピーテストグラフ [11] がある．グラフTがホモトピーテストグラフであるとは，任

意のグラフGに対し，不等式

χ(G) > conn(Hom(T,G)) + χ(T )

が成り立つことをいう．ここで空間Xに対し，conn(X)によってXがn-連結であるよ

うな最大のnを表している．上記の Lovász の近傍複体に関する結果は「K2がホモト

ピーテストグラフである」と言い換えられる．また Lovász は奇数次のサイクルグラフ

C2r+1 ((2r + 1)角形の頂点と辺のなすグラフ）がホモトピーテストグラフであること

を予想し， Babson と Kozlov は [2]においてこの予想を解決した．それ以来， Hom 複

体の研究が盛んに行われるようになった．

Hom 複体や近傍複体から，n-彩色の障害を引き出す方法について述べる．その前に，

以下の基本的な用語を準備しておく．グラフGからグラフHへのグラフ準同型とは，

頂点集合の間の写像f : V (G) → V (H)であって，v ∼G wならf(v) ∼H f(w)が成り立

つことをいう．ここでv ∼G wはvとwはグラフGにおいて辺で結ばれていることを意

味する．Knにより完備n-頂点グラフを表す．すなわちV (Kn) = {1, · · · , n}であって，
a, b ∈ V (Kn)はa ̸= bのとき辺が張られている．このときグラフGのn-彩色は，Gから

Knへのグラフ準同型と同一視できる．
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Hom(T,G)のトポロジーからGのn-彩色の障害を求めたい．そのためにまずTに適切

な群作用を考える．すると Hom複体の関手性から，空間Hom(T,G)に群作用が誘導され

（第２節参照），グラフ準同型 f : G1 → G2は同変写像 f∗ : Hom(T,G1) → Hom(T,G2)

を誘導する．したがってグラフGに対しHom(T,G)からHom(T,Kn)への同変写像が存

在しないことが証明されれば，Gのn-彩色が存在しないことがわかる．特にT = K2のと

きは，Hom(K2, Km) ≈Z2 S
m−2 (n ≥ 1)であることが知られている(Babson-Kozlov [1])．

ここで (m− 2)-球面Sm−2は対蹠写像によりZ2-空間とみなしている．もしHom(K2, G)

がn-連結ならば，簡単な障害理論からSn+1からHom(K2, G)へのZ2-同変写像が存在

することがわかるが，n+ 1 > m− 2ならばSn+1からSm−2へのZ2-同変写像は存在し

ない（Borsuk-Ulam の定理）．したがってn+ 1 ≤ m− 2，すなわち

χ(G) ≥ conn(Hom(K2, G)) + 3 = conn(Hom(K2, G)) + χ(K2) + 1

を得る．すなわちK2はホモトピーテストグラフである．このように Hom 複体の（同

変）ホモトピー型とグラフの彩色数とが関係していることがわかる．

本講演では与えられたグラフT に対し， Hom 複体Hom(T,G)の構造が，どの程度

グラフGの彩色数に制限を与えるのかということについて述べる．第２節において近

傍複体と Hom 複体の正確な定義を与える．

第３節ではホモトピーテストグラフに関してより詳しく述べ「全ての二部グラフは

ホモトピーテストグラフ」という Kozlov の予想の肯定的な解決について述べる．

Hom複体Hom(T,G)のホモトピー不変量がGの彩色数に制限を与えることを述べた

が，それでは「TがホモトピーテストグラフならばGの彩色数は Hom 複体Hom(T,G)

のホモトピー型から決定されるか」という問いが自然に生ずる．しかし続く第４節に

おいて任意の有限グラフ T に対し，「χ(G) > 2ならばHom(T,G)のホモトピー型はG

の彩色数を決定しない」ということを示す．より正確に言えば，χ(G) > 2のとき，グ

ラフHであって，χ(H)はχ(G)に比べてはるかに大きいにも関わらず，Hom(T,G)と

Hom(T,H)はホモトピー同値であるものが存在することがわかる．

したがって Hom 複体Hom(T,G)からχ(G)を決定するには，Hom(T,G)のより精密

な情報を調べなくてはならない．しかし箱複体Hom(K2, G)のZ2-CW-複体としての構

造は，元のグラフGを孤立点を除いて決定してしまう（第５節参照）．一方，Z2-作用

を考えないならば次が成り立つ：二つのグラフGとHに対し，箱複体Hom(K2, G)と

Hom(K2, H)が CW-複体として同型ならば， Kronecker 二重被覆K2×GとK2 ×Hは

同型である．このことを用いると，箱複体（あるいは近傍複体）が CW-複体として同

型であるにも関わらず，彩色数が全く異なる例を構成することができる．

第６節においてグラフの圏のモデル構造について述べる．この節において，グラフ準

同型f : G → Hで箱複体の間の写像f∗ : Hom(K2, G) → Hom(K2, H)がZ2-ホモトピー

同値のとき弱同値とするようなモデル構造を導入し，それがZ2-空間の圏に Quillen 同

値になることを述べる．箱複体でグラフの彩色数の下界を得る方法は，いわばグラフ

の圏とZ2-空間との圏とを比較して得られるものであった．つまり「GからHへのグラ

フ準同型が存在するならば，B(G)からB(H)へのZ2-写像が存在する」ということに

着目していた．一方，上記の第４節における結果は「B(G)からB(H)へのZ2-同変写

像が存在するからといって，GからHへのグラフ準同型が存在するとは限らない」と

いえる．したがってグラフの圏とZ2-空間の圏は一致はしないのだが， Quillen 同値と

いうことはこの二つのモデル圏のホモトピー圏は同値になるということである．



2. 基本的な用語

この節では講演で必要となる用語の定義を述べる．半順序集合のことをポセットと呼

ぶ．ポセットPの部分集合で，Pの順序に関して全順序になるものをPのチェインとい

う．Pの有限チェイン全体のなす単体的複体を∆(P )で表し，その幾何学的実現を |P |
で表す．|P |をPの分類空間という．以下の議論において，ポセットはしばしばその分

類空間と同一視する．

本講演において，グラフとは集合 V (G)と V (G) × V (G)の対称部分集合E(G)の組

(V (G), E(G))のことを指す．v ∈ V (G)が (v, v) ∈ E(G)なるとき vはループを持つと

いう．第１節冒頭で単純グラフの定義を述べたが，このグラフの定式化においては，単

純グラフとはループを持つ頂点が存在しないグラフのことである．グラフ準同型とは，

写像 f : V (G) → V (H)であって (f × f)(E(G)) ⊂ E(H)なるものである．第１節で述

べたようにGのn彩色はGからKnへのグラフ準同型と同一視され，Gの彩色数χ(G)

は以下のように定式化できる：

χ(G) = inf{n ≥ 0 | GからKnへのグラフ準同型が存在する．}. (1)

Gをグラフとする．v ∈ V (G)に対し，N(v) = {w ∈ V (G) | (v, w) ∈ E(G)}をvの近

傍という．Gの近傍複体N(G)とは，Gの孤立していない頂点全体を頂点集合とする単

体複体であって，単体の集合が

{σ ⊂ V (G) | σは有限集合でσ ⊂ N(v)となる v ∈ V (G)が存在する．}

により定義される抽象的単体複体である．

Hom 複体の定義を述べる．グラフ T からグラフGへの多重準同型写像とは，写像

η : V (T ) → 2V (G) \ {∅}であって，

(v, w) ∈ E(T ) ⇒ η(v)× η(w) ⊂ E(G)

を満たすものである．ここで2V (G)はV (G)の冪集合を表す．η, η′を多重準同型写像と

するとき，各 v ∈ V (T )に対して η(v) ⊂ η′(v)なるとき，η ≤ η′と書く．そしてT から

Gへの多重準同型写像全体のなすポセットをHom 複体といい，Hom(T,G)で表す．

f : T → Sをグラフ準同型とするとき，順序を保つ写像f ∗ : Hom(S,G) → Hom(T,G)

をf ∗(η) = η◦fにより定める．またグラフ準同型g : G → Hに対し，g∗ : Hom(T,G) →
Hom(T,H)をg∗(η)(v) = g(η(v))とする．これにより Hom 複体Hom(T,G)は，Tおよ

びGに関し関手的になる．

3. ホモトピーテストグラフ

グラフTがホモトピーテストグラフであるとは，

χ(G) > conn(Hom(T,G)) + χ(T )

が任意のグラフGに対して成立するときに言うのであった．第１節でも述べたように，

Lovász の近傍複体に関する結果はK2がホモトピーテストグラフであることを意味す

る．その他のホモトピーテストグラフの例としては，nを 3 以上の整数としたときの

n-頂点完備グラフKn，n-サイクルグラフCnなどがある（それぞれ [1], [2]）．Hom 複



体が導入された当初， Lovász は辺を一つ以上持つ全てのグラフは Hom 複体であると

予想したが，これは Hoory と Linial により否定的に解決された [8]．その他のホモト

ピーテストグラフの例や，ホモトピーテストグラフにならない例などは，[6]や [18]な

どに詳しく書かれている．

Kozlov は [11]において全ての二部グラフ（グラフ T でχ(T ) = 2なるもの）はホモ

トピーテストグラフであると予想したが，私はこの予想を肯定的に解決した．

定理 3.1 (M. [13]). χ(T ) = 2ならば，グラフTはホモトピーテストグラフである．

証明は Hom 複体の関手性から簡単にわかるので，ここに書くことにする．

まずグラフT がχ(T ) = 2ならば，K2はT のレトラクトである．すなわちグラフ準

同型 i : K2 → T と r : T → K2で riが恒等写像になるものが存在する．K2はホモト

ピーテストグラフだから，次のことを見ればよい．

補題 3.2. TとSをグラフとし，Tはホモトピーテストグラフであるとする．もしTが

Sのレトラクトならば，Sはホモトピーテストグラフである．

証明：まずグラフ準同型 f : G → Hが存在するならば，χ(G) ≤ χ(H)であることに

注意する．これは第２節の式 (1)から明らかである．次に補題の状況に戻って，グラ

フ準同型 i : T → S，r : S → T で ri = idT なるものをとる．上に述べたことから，

χ(T ) = χ(S)である．

Hom(S,G)が n-連結であると仮定して，χ(G) > n + χ(S)を示せばよい．ここで

Hom(T,G)はHom(S,G)のレトラクトであることに注意する．実際 i∗r∗ = (ri)∗ = id

だから．したがってHom(S,G)がn-連結なので，Hom(T,G)もn-連結である．Tはホ

モトピーテストグラフだったから

χ(G) > conn(Hom(T,G)) + χ(T ) ≥ n+ χ(S)

となり，Sがホモトピーテストグラフであることがわかる．

一般に n頂点完備グラフ Kn をレトラクトとして含むグラフを完全グラフという．

n ≥ 2ならばKnはホモトピーテストグラフだから，補題 3.2により彩色数が 2以上の

完全グラフはホモトピーテストグラフである．

4. Hom 複体のホモトピー型について

TがホモトピーテストグラフならばHom(T,G)のホモトピー型がχ(G)の下界を与える

ことは前節で述べた．それでは Hom 複体のホモトピー型がグラフの彩色数を決定し得

るのかという問題が生じる．この問題に関連して，Walker [19]はT = K2のときに，次

のことを証明した．G1とG2を以下の図で描かれるグラフとする．このときχ(G1) = 4

かつχ(G2) = 3であって，Hom(K2, G1) ≃Z2 Hom(K2, G2)であることがわかる．
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すなわち箱複体Hom(K2, G)がZ2-ホモトピー同値であるにも関わらず，彩色数が異

なる例が存在することがわかる．上記の Walker の例がそのような例として唯一知ら

れているものだったが，私はそのような例が非常にたくさんあることを示した：

定理 4.1 (M. [16]). Tを有限グラフ，Gを彩色数が3以上のグラフとする．このとき任

意の整数nに対し，グラフHで次の性質を満たすものが存在する．

(1) Hom(T,G)とHom(T,H)はホモトピー同値である．

(2) χ(H) > n

さらにT = K2のときは (1)においてHom(K2, G)とHom(K2, H)がZ2-ホモトピー同値

であるようにとることができる．

特に Hom 複体Hom(T,G)のホモトピー型は，χ(G) > 2ならばGの彩色数を決定し

ないことがわかる．前節においてTがホモトピーテストグラフならばHom(T,G)のホ

モトピー型はχ(G)の下界を与えることについて述べたが，定理 4.1からHom(T,G)の

ホモトピー型はχ(G)の上界を与えることはないこともわかる．特にT = K2のときは，

以下のことが別に知られている．Z2-空間Xに対し，XからSnへのZ2-同変写像が存在

するような最小のnをXのZ2-指数といい，indZ2(X)で表す．Hom(K2, Kn) ≈Z2 S
n−2

(n ≥ 1)だから，

χ(G) ≥ indZ2(Hom(K2, G)) + 2 (2)

が成立する [12]．一方，右の下界は以下の意味で最大であることが， Dochtermann-

Schultz [6]において示されている：任意の有限 Z2-CW-複体 X に対し，グラフ Gで

Hom(K2, G) ≃Z2 Xかつχ(G) = indZ2(Hom(K2, G)) + 2なるものが存在する．

したがって定理4.1と組み合わせることで，Hom(K2, G)に関しては，そのZ2-ホモト

ピー型に着目するとき，不等式 (2)以上の情報は得られないことがわかる．

定理 4.1の証明の概要を，T = K2の場合に述べる．記号を短くするために，以下

Hom(K2, G)をB(G)と書くことにする．その証明に使うグラフ理論の有名な定理を紹

介する．グラフGの内周g(G)(girth)とは，Gに埋め込まれたサイクルの最小の長さの

ことを言う．内周が大きいグラフは，局所的には木 (tree)であるグラフ，と考えること

ができる．木は常に 2 彩色可能である．したがって下記の定理は，彩色数がグラフの

大域的な性質であることを示している．

定理 4.2 (Erdős [7]). 任意の整数m,nに対し，g(G) > mかつχ(G) > nなる有限グラ

フGが存在する．

一方で次がわかる．（例えば Walker [19] の第12節を参照）

補題 4.3. グラフGの内周 g(G)が 4より大きいならば，B(G)は 1次元のZ2-CW-複体

とZ2-ホモトピー同値である．

一方で箱複体に関しては以下の近似定理が成り立つ．（この「近似」は単体近似定理

のような意味合いで使っている）

命題 4.4 (M. [17]). GとHを有限グラフとし，φ : |B(G)| → |B(H)|をZ2-同変写像と

する．このとき有限グラフG′とグラフ準同型ε : G′ → G，f : G′ → Hが存在して次の

性質を満たす．



(1) ε∗ : B(G) → B(H)はZ2-ホモトピー同値である．

(2) 図式

|B(G)| φ−−−→ |B(H)|

ε∗

x ∥∥∥
|B(G′)| f∗−−−→ |B(H)|

はZ2-ホモトピーを除いて可換である．

定理 4.1 の証明の概略を述べる．Gは彩色数が3以上のグラフで，nを任意の整数と

する．定理 4.2から内周が 4 より大きい有限グラフXでχ(X) > nなるものが存在す

る．このとき |B(X)|は一次元Z2-CW-複体とZ2-ホモトピー同値である．Gの彩色数

が 3以上であるという条件から S1から |B(G)|へのZ2-写像が存在することがわかる．

これは十分大きな rに対し，C2r+1からGへのグラフ準同型が存在するという事実と，

B(C2r+1) ≈Z2 S1なることからわかる．したがって |B(X)|から |B(G)|へのZ2-同変写

像が存在する．

上記の近似定理を用いることで，有限グラフX ′とグラフ準同型 ε : X ′ → X, f :

X ′ → Gであって，ε∗ : B(X ′) → B(X)がZ2-ホモトピー同値になるものが存在する．

次にX ′の “長さmのシリンダーX ′ × Im”を考える（Dochtermann [5]）．ここでmは

2以上の整数で，Imは長さmの道のグラフの各頂点にループを付け加えて得られたも

のである．このシリンダーX ′ × Imの両端を ε : X ′ → X，f : X ′ → Gにより貼り付け

て得られるグラフをHとおく．

このHが定理 4.1の条件を満たす．実際，HはXを部分グラフとして含んでいるか

らn < χ(X) ≤ χ(H)である．上記のHの構成は空間のホモトピー押し出し (homotopy

pushout)に似ているが，実際にB(H)は ε∗ : B(X ′) → B(X)と f∗ : B(X ′) → B(G)の

ホモトピー押し出しである．ε∗ : B(X ′) → B(X)はZ2-ホモトピー同値だから，B(G)

とB(H)はZ2-ホモトピー同値となることを得る．

5. 箱複体のセル構造と Kronecker 二重被覆

前節で述べた結果から，グラフの箱複体の同変ホモトピー型は彩色数を決定しないこ

とがわかった．したがってグラフの彩色数のより詳細な情報を調べるためには，Hom

複体のより精密な構造を調べる必要がある．しかし以下の定理が示すように，箱複体

のZ2-ポセットとしての構造は元のグラフGの構造を，孤立点を除いて決定する．（特

に彩色数も等しくなる）

定理 5.1. GとHを孤立点を持たないグラフとする．このとき以下が成立する．

(1) B(G)とB(H)がZ2-ポセットとして同型であることと，GとHが同型であるこ

とは同値である．

(2) B(G)とB(H)がポセットとして同型であることと，K2 ×GとK2 ×Hが同型で

あることは同値である．

(3) K2 × G ∼= K2 ×H ⇒ N(G) ∼= N(H)である．さらにGとHが stiff (後述)であ

ると仮定すると，N(G) ∼= N(H) ⇒ K2 ×G ∼= K2 ×Hが成り立つ．



グラフGが stiff であるとは，任意のGの頂点 v, wに対し，N(v) ⊂ N(w) ⇒ v = w

が成り立つことをいう．

上記の定理において，K2 ×GはGのKronecker 二重被覆と呼ばれている [9]．まず

グラフの積G×Hを定義する．グラフGとHに対し，その積G×Hを，

V (G×H) = V (G)× V (H),

E(G×H) = {((v, w), (v′, w′)) | (v, v′) ∈ E(G), (w,w′) ∈ E(H)}

により定義する．この積 “×” は Kronecker 積と呼ばれることもある．グラフ準同型

p : G → Hは各v ∈ V (G)に対し，p|N(v) : N(v) → N(p(v))が全単射になるとき被覆と

いう．K2 × Gの第 2 射影K2 × G → Gは被覆になっている．これが Kronecker 二重

被覆という名前の所以である．

Kronecker 二重被覆は以下のように幾何学的に簡明な定式化を持つ．Xを二部グラ

フとする．Xの対合写像 (involution)とは，グラフ準同型写像 τ : X → Xであって，

τ 2 = idXなるものを指す．τが奇 (odd)であるとは各 v ∈ V (X)に対し，vから τ(v)を

結ぶ道で長さが偶数のものが存在しないことをいう．Xが連結二部グラフならば，こ

れはXのある頂点 vに対し，vから τ(v)への長さが奇数な道が取れることと同値であ

る．対合写像 τが与えられると，XのZ2-作用が得られるが，その作用による商をX/τ

で書くことにする．グラフGに対し，Gの Kronecker 二重被覆K2 × Gに対しては，

(1, v) ↔ (2, v)とすることで奇な対合写像が定義される．そしてこのZ2-作用による商

はグラフGに一致する．一方で以下の定理が古典的に知られている．例えば [9]を見よ．

補題 5.2. Xを二部グラフ，τをXの奇な対合写像とする．このときK2 × (X/τ) ∼= X

である．

この補題を用いることで次の命題が示される．後の例 5.5において，以下のm = 4，

n = 3の場合の例を挙げる．

命題 5.3 (M. [15]). 任意の 2以上の整数 m,n に対し，グラフ G,H で χ(G) = m，

χ(H) = nかつK2 ×G ∼= K2 ×Hなるものが存在する．

定理 5.1 の (2), (3) と命題 5.3により次がわかる．

系 5.4 (M. [15]). 任意の 2以上の整数 m,n に対して，グラフ G,H で χ(G) = m，

χ(H) = nであるにも関わらず，N(G) ∼= N(H)かつB(G)とB(H)がポセットとして

同型であるようなものが存在する．またm,nが3以上ならGとHは連結であるように

取ることができる．

Lovász は近傍複体を初めて導入した論文 [12]において，グラフの彩色数χ(G)を近

傍複体N(G)の位相的不変量で特徴付けられないかという問いかけをしているが，系

5.4 はそのような位相的不変量は存在しないということを示している．

例 5.5. 下の図で描かれているグラフGとHはm = 4，n = 3のときの命題 5.3の例で

ある．GとHの彩色数がそれぞれ4，3なることは簡単に示せる．GとHの Kronecker

二重被覆はともにグラフZに同型になる．これを見るために，Zの奇な対合写像 τ1，τ2
を以下のように定義する．まず τ1を水平の線に関し線対称に写すZの対合写像，τ2を



縦の線に関し線対称に写すZの対合写像とする．このとき τ1，τ2は奇な対合写像であ

り，かつZ/τ1 ∼= G，Z/τ2 ∼= Hがわかる．したがって補題5.2により

K2 ×G = K2 × (Z/τ1) = Z = K2 × (Z/τ2) = K2 ×H

がわかる．

r r
r r r

r r
r r r

r r�
�

@
@�

�
�
�@

@
@
@�

�
�
�A

A
A
A�

�
�
�@

@
@
@�

�

@
@ r

r r rr
r

rr
r r r

r
�
�
�
�@

@
@
@�

�
�
�
�
�

�
�

@
@

@
@

A
A
A
A�

�
�
�@

@
@
@

G H

rr r rr r rr

r
r

r
rr

r
r
r

rr r rr r rr

�
�

@
@
����

HHHH

�
�

@
@
�
�

@
@

�
�

@
@

�
�

@
@
����

HHHH

�
�

@
@
�
�

@
@

�
�

@
@

HHHH

����

�
�
�
�A

A
A
A����

HHHH

HHHH

����

�
�
�
�A

A
A
A����

HHHH

-� τ2

6

?

τ1

Z

6. 単体的手法とモデル構造について

この節では，グラフの圏にモデル構造を導入し，それがZ2-空間の圏と Quillen 同値に

なることを述べる．モデル圏とは弱同値・コファイブレーション・ファイブレーショ

ンと呼ばれる三種の射の族が与えられた圏で，いくつかの性質を満たすものとして定

義される．モデル圏が導入されるとそのホモトピー圏なるものが定義される．例えば

位相空間の圏のモデル構造の場合，そのホモトピー圏はCW-複体を対象とし，連続写

像を射とする圏を，ホモトピックな写像を同一視することで得られる圏に同値になる．

二つのモデル圏が Quillen 同値ならば，この二つのホモトピー圏は圏同値になる．

グラフの彩色問題へのHom複体の応用は，Hom複体を通してグラフの圏と，ある群Γ

のΓ-空間の圏との比較から得られるものだったと言える．話を単純にするため，Γ = Z2，

T = K2でZ2のK2への作用が二つの頂点をひっくり返すものとする．このとき Csorba

は任意の自由なZ2-CW-複体Xに対し，単純グラフGでHom(K2, G)とXがZ2-ホモト

ピー同値となるものが存在することを証明した．一方でZ2-写像φ : |B(G)| → |B(H)|
が与えられたとき，GからHへのグラフ準同型f : G → Hでf∗ ≃ φ : |B(G)| → |B(H)|
なるものが存在するかというと，それは一般には成り立たない．実際，第４節でも述

べたように，B(G1) ≃Z2 B(G2)であってもχ(G1) ̸= χ(G2)なることがある．これは一

方のG1ではKnにグラフ準同型があり，したがって |B(G2)| ≃Z2 |B(G1)|から |B(Kn)|
へのZ2-写像があるものの，G2ではKnにはグラフ準同型が存在しないということで

ある．

したがってグラフの圏とZ2-空間の圏は同値ではない．しかしモデル構造を導入する

と，そのホモトピー圏は一致している．それが上記に述べた結果の主旨である．

以下その詳細と正確な主張について書く．箱複体に限らず，より一般の場合の Hom

複体 Hom(T,G) に話を戻す．グラフ T を固定したとき，グラフ Gに対しポセット

Hom(T,G)を対応させる関手は右随伴関手にも左随伴関手にもならない（したがって

Quillen 随伴関手にはならない）．そこで次の概念を導入する．



nを非負整数とする．グラフΣnをV (Σn) = [n] = {0, 1, · · · , n}, E(Σn) = [n]× [n]と

おく．グラフの圏をGにより表す．単体的集合Sing(T,G)を

Sing(T,G)n = G(T,G)

とし，面写像および退化写像を自然に定義することによって得られるものとする．こ

の単体的集合Sing(T,G)を特異 Hom 複体とよぶ．このとき次が成り立つ．

定理 6.1 (M. [14]). グラフT , Gに対し自然なホモトピー同値

|Sing(T,G)| ≃−−−→ |Hom(T,G)|

が存在する．

一方で上記の特異 Hom 複体Sing(T,G)は右随伴関手になる．より一般に，Tに群Γ

が作用しているとき，Sing(T,G)にも群作用が誘導されΓ-単体的集合になる．このと

き次が成り立つ．（次の定理は東大数理の藤内翔太さんが証明してくださったものです．

この場をお借りして感謝させていただきます）

定理 6.2 (藤内， M. [17]). 上記において，関手

SingT : G −→ SSetΓ, G 7→ Sing(T,G)

は右随伴関手である．ここでGはグラフの圏，SSetΓはΓ-単体的集合の圏である．

ATをSingTの左随伴とする．このとき次の定理が成り立つ．

定理 6.3 (M. [17]). グラフの圏Gには以下のようなモデル構造が入る．

(1) グラフ準同型f : G → Hはfが誘導するZ2-写像f∗ : B(G) → B(H)がZ2-ホモト

ピー同値であるとき弱同値とする．

(2) コファイブレーションはZ2-単体的集合の包含 i : K ↪→ LでAK2 ◦ Sd3(i)と書か

れるグラフ準同型である．

そしてこのとき随伴関手の対

(AK2 ◦ Sd3,Ex3 ◦ SingK2
) : SSetZ2 −→ G

は Quillen 同値である．

この定理は一般のΓ-グラフTに一般化することはできない．実際，随伴関手の対

(AT ◦ Sdk,Exk ◦ SingT ) : SSetΓ −→ G

が Quillen 同値ならば，（右）Γ-グラフTは次の性質が成り立たなくてはならない．

• 群Γの任意の部分群Γ′に対し，ユニットの定める写像Γ/Γ′ −→ Sing(T, T/Γ′), γΓ′ 7−→
p ◦ αγはΓ-ホモトピー同値である．ここでαγはT → T , v 7→ vγにより定まる写

像であり，p : T → T/Γ′は自然な射影である．

この性質はT = K2，Γ = Z2ならば成立する．その他にはT = 1すなわち一つのルー

プを持つ頂点からなるグラフでΓが自明の時に成り立つ．しかしそれ以外のグラフで，

上記の性質が成り立つΓ-グラフTの例としてK2とも1とも本質的に違う場合が存在す

るのかはわからない．
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