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1. はじめに
種数 g の有向閉曲面を考えると，g = 0 の時は球面，g = 1 の時はトーラス R2/Z2 で
あり，それぞれ自然に球面構造とユークリッド構造を持つことは誰の目にも明らかで
ある。双曲幾何の初歩を勉強すると，種数 g ≥ 2 なら双曲構造を持つこともすぐに理
解できる。そうすると一歩進めて，３次元多様体でも同じようなことが成り立つので
はないかと考えるのは（今となっては）極めて自然なことであり，きっとそのような
発想をした人も過去にいたのではないかと想像できる。例えば，ザイフェルト・ファイ
バー束の概念を導入し完全に分類したザイフェルトなら，そのようなことを考えてい
たとしても不思議ではない。また，1977年という（Thurstonがプリンストン大学で講
義を開始した1978年直前の）絶妙のタイミングで御著書「非ユークリッド幾何の世界」
をブルーバックスより出版された日本の結び目理論の創始者・寺阪英孝先生も，その
ようなことを考えられたことがあるかも，と想像することがある。
Thurstonは３次元多様体のトポロジーと幾何の相性が格段に良いことに気づき，沢

山の研究者を巻き込みながら，全く新しい視点から３次元トポロジーの研究を行い，結
び目理論を含む低次元トポロジーの世界を一変させた。Thurstonが1982年に出版した
記念碑的サーベイ論文 [101]で提出した24の問題は，低次元トポロジー研究の指標とな
り，この分野を極めて豊穣なものとした。そして驚くべきことに，それらの問題のう
ちYes-Noで尋ねている問題は，一つの未解決問題（数論が絡む問題23）を除いて全て
肯定的に解決され，Thurstonが思い描いていたビジョンに狂いがなかったことが証明
された。（[16, 87, 98]を参照されたい。）
一方，ファイバー結び目の名が示すようにファイバー構造（曲面束の構造）は結び

目理論研究者にとって非常に重要な概念であり，村杉邦男先生により生み出された村
杉和（Murasugi sum）は，結び目理論の研究において必要不可欠な道具となっている。
（結び目理論全般については [54]を参照されたい。）また，Rileyによる双曲構造の発見
とThurstonによるハーケン多様体の双曲化定理において，ファイバー結び目は特別な
役割を果たしている。
本論説では，曲面束の構造と幾何構造との関係を中心に，現在までに明らかにされ

たことの解説を試みた。また最後の２つの節では，筆者が大切であると考える課題を，
独善的であることは承知の上で述べた。沢山のページ数を使わせていただいたのにも
かかわらず，筆者の力不足のために舌足らずでしかも偏った論説になったことを，ご
容赦下さい。
なお，蒲谷祐一氏，金英子氏，古宇田悠哉氏，和田昌昭氏には，拙い原稿に対して

貴重なコメントをいただくと同時に沢山の修正点をご指摘いただきました。（残りの誤
りは筆者の責任です。）心よりお礼申し上げます。
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2. 双曲空間と双曲多様体
2.1. 双曲幾何

計量 ds2 = (dx2
1 + · · · + dx2

n)/x
2
n を持つ上半空間Hn = {(x1, · · · , xn) | xn > 0} を双

曲n次元空間と呼ぶ。∂Hn := (Rn−1 × {0}) ∪ {∞} を Hn の無限遠境界と呼ぶ。和集
合 H̄n := Hn ∪ ∂Hnは自然な位相に関して n次元球体と同相である。Hn の等長変換
群 Isom(Hn) は ∂Hn に直交する n − 1次元球面に関する反転で生成される。n = 2

のとき，H2は複素上半平面 {z ∈ C | ℑ(z) > 0} と同一視され，向き保存等長変換群
Isom+(H2) は PSL(2,R) = SL(2,R)/⟨−E⟩ と同一視される。ここでPSL(2,R) は一次
分数変換 z 7→ (az + b)/(cz + d) として H2 に作用する。n = 3 のとき，H3 は C×R+

と同一視され，Isom+(H3) は PSL(2,C) = SL(2,C)/⟨−E⟩ と同一視される。PSL(2,C)
は一次分数変換としてリーマン球面∂H3 = C∪{∞} に作用し，そのポアンカレ拡大と
してH3 に作用する。向き保存等長変換群 Isom+(Hn) の非自明元 γ は次の３種類に分
類される。

1. 双曲型変換：γ は丁度１本の測地線 ℓ を保存し，ℓ には一定距離 d > 0 の移動と
して作用する。また ∂Hn における ℓ の２つの端点は，γ の吸引的・反発的不動
点となる。

2. 放物型変換：γ は ∂Hn 上に唯１つの固定点 p を持つ。このとき， γ は p を中心
とするホロ球体（すなわち，p で ∂Hn と接するユークリッド距離に関する n次
元球体と Hn の共通部分）を保存する。特に p =∞ の場合，γ は Hn のユーク
リッド距離に関する不動点を持たない向き保存等長変換として作用する。

3. 楕円型変換：γ は Hn 内に固定点を持つ。

2.2. 双曲多様体

n次元多様体 M 上の双曲構造とは，M 上の定断面曲率 −1 の完備リーマン計量（の
イソトピー類）のことである。M 上の双曲構造は，同相写像 M ∼= Hn/Γ （但し，Γ

は楕円型変換を含まない Isom(Hn) の離散部分群）として得られる。この同相写像が
導く表現 ρ : π1(M) → Γ < Isom(Hn) を双曲構造のホロノミー表現と呼ぶ。M 上
の２つの双曲構造のホロノミー表現が Isom(Hn) の内部準同型を法として一致すると
き，その２つの双曲構造は同値であるという。Hn 内の点 x の軌道 Γx の H̄n におけ
る集積点集合 Λ(Γ) は ∂Hn の最小 Γ 不変閉集合を形作り，Γ の極限集合と呼ばれる。
補集合 Ω(Γ) = ∂Hn \ Λ(Γ) は Γ の不連続領域 と呼ばれ，その上に Γ は真性不連続
に作用する。商空間 (Hn ∪ Ω(Γ))/Γを Γが定めるクライン多様体と呼ぶ。Ω(Γ)/Γ は
Ω(Γ) ⊂ ∂Hn の共形構造を受け継いでおり，双曲多様体 Hn/Γ の無限の彼方で貼り付
いている。極限集合 Λ(Γ) の H̄n における凸包と Hn の共通部分を C(Λ(Γ)) としたと
き，C(Γ) := C(Λ(Γ))/Γ ⊂ Hn/Γ を双曲多様体 M = Hn/Γ の凸核と呼び，C(M) と表
す。M 内の閉測地線は，Γ の双曲型元 γ の軸 ℓ の像として得られ，ℓ の両端点は Λ(Γ)

に含まれるので，C(M) は M の全ての閉測地線を含む。凸核 C(M) は M の凸部分
空間で，C(M) から M への包含写像はホモトピー同値であり，しかもこの２つの性質
を持つ部分空間で最小なものである。双曲多様体 M あるいはクライン群 Γ が幾何学
的有限であるとは，凸核 C(M)の近傍で有限体積であるものが存在するときをいう。



以下では主にM が向き付けられた多様体上の双曲構造を取り扱う。この場合は，
Γ < Isom+(Hn) であり，同相写像 M ∼= Hn/Γ は向き保存であることを要請する。
n = 2, 3 に応じて，Isom+(Hn) の離散部分群をフックス群，クライン群と呼ぶ。

2.3. 双曲曲面とタイヒミュラー空間

種数 g の有向曲面 Σg からn個の点を除いて得られる曲面を Σg,n で表す。任意の有限
面積有向双曲曲面は，オイラー標数がχ(Σg,n) = 2− 2g − n < 0を満たす Σg,n に同相
である。更に，それぞれの穴はカスプ {z ∈ H2 | ℑ(z) ≥ c}/(z ∼ z + 1) （c > 0 は定
数）と等長的な近傍を持つ。
最も簡単な (g, n) = (0, 3) の場合，Σ0,3 上の双曲構造は理想測地三角形（即ち，∂H2

でのみ交わる３本の測地線で囲まれる領域）２つのコピーをその境界で貼り合わせて
得られる。理想測地三角形のかわりに，∂H2 でも共通部分を持たない３本の測地線に
より囲まれる開いた３角形領域の２つのコピーをその境界で貼り合わせると，球面か
ら互いに交わらない３つの円板を除いて得られる開多様体に同相な無限面積双曲曲面
P = H2/Γ を得る。このとき極限集合 Λ(Γ) はカントール集合，クライン多様体は P

に３つの円周を付け加えて得られるコンパクト曲面，凸核 P0 := C(P ) は３本の単純
閉測地線で囲まれる P のコンパクト部分曲面である。ここで P0 は球面から互いに交
わらない３つの円板の内部を除いて得られるパンツに同相である。双曲的パンツ P0 の
等長型は境界の長さが作る３つの実数の組で決まり，しかもこの３つ組は R3

+の任意
の値を取り得ることがわかる。もし境界の長さが 0に退化して，カスプを形成する場
合を込めると，そのような双曲曲面全体はR3

≥0 でパラメータ付け出来る。
一般の曲面 Σ = Σg,n の双曲構造を記述するには，Σ を 3g− 3+n本の本質的単純閉

曲線（Σ 内の円板または穴あき円板を切り取らない単純閉曲線）で切り開いて |χ(Σ)|
個のパンツに分解すればよい。Σ の双曲構造が与えられると，これらの単純閉曲線は
互いに交わらない単純閉測地線にイソトピックであり，それらは双曲曲面を |χ(Σ)|個
の双曲的パンツに分解する。各双曲的パンツの等長型は 3g − 3 + n本の単純閉測地線
の長さで決まる。またこれらの単純閉測地線それぞれにおいて，双曲的パンツの貼り
合わせの自由度が R 分だけある。従って，Σ の双曲構造は R3g−3+n

+ ×R3g−3+n に値を
持つパラメータにより完全に記述できる。しかも，逆に任意のパラメータを実現する
Σ の双曲構造が存在することも，前文節より明らかである。以上により，Σ 上の双曲
構造全体が作るタイヒミュラー空間 Teich(Σ) は次のように記述される。

定理 2.1 (フェンチェル・ニールセン座標)

Teich(Σg,n) ∼= R3g−3+n
+ × R3g−3+n ∼= R6g−6+2n

古典的一意化定理により， Teich(Σ) はΣ 上の共形構造全体が作る空間でもあるこ
とを注意する。
Σの双曲構造は上で述べた自由度を持つが，その面積はガウス・ボンネの定理によ

り，2π|χ(Σ)|であり，そのため有限面積双曲曲面の面積全体が作る R+ の部分集合 V2

は2πNに一致することを注意する。もっと一般に，自然数 n ≥ 2 に対して，有限体積
双曲n次元多様体の体積全体が作る R+ の部分集合を Vn とすると，n = 3 の場合を除
けば，Vn は離散的であり，順序集合としての同型 Vn

∼= N が成立する。



2.4. 有限体積双曲３次元多様体

有限面積双曲曲面がコンパクト部分多様体とカスプの和集合であったのと同様に，有
限体積有向双曲３次元多様体はコンパクト部分多様体 M0 とトーラスカスプの和集合
になる。ここで，トーラスカスプとは，ホロ球 H := {(z, t) ∈ H3 | t ≥ c}（c > 0は定
数）を（∞ ∈ ∂H3を固定する）放物型変換が生成する階数 2 の自由アーベル群で割っ
て得られる部分多様体のことであり，位相的には T 2 × [0,∞) と同相である。従って，
有限体積有向双曲３次元多様体は境界が空であるかあるいは有限個のトーラスから成
るコンパクト多様体の内部と同相である。２次元の場合は，双曲構造は連続変形を許
したが，３次元以上の有限体積双曲多様体に対しては，次のMostow-Prasad剛性定理
により，基本群の代数構造により双曲構造が完全に決定され，従って双曲構造は一意
的である。

定理 2.2 (Mostow-Prasad剛性定理) n ≥ 3 とし，M = Hn/Γ，M ′ = Hn/Γ′ を有限
体積双曲 n 次元多様体とする。このとき，基本群の間の同型写像 ϕ : Γ→ Γ′ が存在す
れば，それは等長写像 f : M →M ′ により実現される。

従って，有限体積双曲３次元多様体に関しては，体積，閉測地線の長さ，カスプの形，
等長変換群，などの双曲不変量が位相不変量になっており，結び目および３次元多様体
の位相的研究で重要な役割を果たす。Mostow-Prasad剛性定理により，完備性を保った
まま有限体積３次元多様体の双曲構造を変形することはできない。しかしながら，カ
スプ付き３次元双曲多様体 M は，完備でない双曲多様体に連続変形でき，その完備
化は一般にはハウスドルフですらないが，特別な場合には再び双曲多様体になり，位
相的には M のデーン充満，即ち，ソリッドトーラス D2 × S1 の M0 への貼り合わせ，
により得られる。しかも，M の“ほとんど全ての”デーン充満は，上記の方法により双
曲構造を持つ（デーン充満定理）。更に M のデーン充満により得られる双曲多様体の
体積はMの体積より小さいが，その体積全体がつくる集合は M の体積を集積点とす
る。実際，有限体積双曲３次元多様体の体積全体の集合 V3 は，順序集合として次の整
列集合と同型である（Jorgensen-Thurston理論）。

ωω = {1, 2, 3, · · · , ω, ω + 1, ω + 2, · · · , 2ω, 2ω + 1, · · · , 3ω, · · · , ω2, ω2 + 1, · · · , ω3, · · · }

ここで，1 は最小体積の閉双曲多様体に対応し，ω はカスプを１つだけ持つ双曲多様体
の内で最小体積を持つものに対応する。尚，同じ体積を持つ双曲３次元多様体は有限
個しか存在しない。最小体積あるいは小さな体積を持つ双曲３次元多様体や，指定さ
れた数のカスプを持つ双曲３次元多様体のうちで最小体積あるいは小さな体積を持つ
ものを決定するという興味深い問題については，様々なことがわかってきている（[39]

および参考文献参照）。しかしながら，Thurstonの問題23「Show that the volumes of

hyperbolic 3-manifolds are not all rationally related.」はまだ未解決である。すなわち，
体積比が有理数にならない双曲多様体対の存在は，まだ証明されていない。

2.5. 双曲３次元多様体の変形理論

前節で述べたように有限体積３次元多様体の双曲構造は（完備性を保った）変形を許
さないが，一般の場合は連続変形が可能である。以下で，最も基本的な３次元多様体
Σ × R（Σ = Σg,n）の場合を解説する。有限面積双曲曲面 Σ ∼= H2/Γ の基本群である
フックス群Γ < PSL(2,R) をPSL(2,C) の部分群とみなすと，勿論クライン群である。



このとき H3/Γは全測地的部分曲面 Σ = H2/Γを含み，Σ×Rに計量 (cosh2 t)ds2+dt2

を入れたリーマン多様体と同一視できる。ここで，ds2 は Σの計量，tは Rのパラメー
タである。極限集合 Λ(Γ) は Ĉ = ∂H3 内の真円 R̂ であり，不連続領域 Ω(Γ) は２つの
成分Ω±(Γ) := {z ∈ C | ± ℑ(z) > 0} から成る。従ってクライン多様体 (H3 ∪Ω(Γ))/Γ
はΣと閉区間 [−∞,∞] = R ∪ {±∞} の直積と同相であり，２枚のリーマン面 C±/Γ

が双曲３次元多様体 H3/Γ ∼= Σ× R の無限の彼方で貼り付いている。
勿論 Γ はフックス群として変形可能であるが，真に３次元的な変形も可能である。

例えば，Σ ∼= H2/Γ の単純閉測地線 α を選び，それに沿って Σ をΣ×R ∼= H3/Γ 内で
少しだけ折り曲げることを考える。α の H2 における逆像は互いに交わらない H2 の無
限個の測地線から成るので，この操作は H3 において H2 をその無限個の測地線に沿っ
て一斉に少しだけ同じ角度だけ折り曲げることに対応する。折り曲げ角が十分小さけ
れば，この操作（による共役を取ること）により，新しいクライン群 Γ′ が得られ，そ
の極限集合 Λ(Γ′) は位相的には円であり続けるが，そのハウスドルフ次元は 1 より真
に大きくなる。
このようにフックス群の変形で得られ，極限集合が Ĉ 内の円であるような群 Γ′ を

擬フックス群と呼ぶ。擬フックス群 Γ′ の不連続領域は２つの開円板 Ω±(Γ
′) から成り，

Γ′ のクライン多様体はフックス群の場合と同じくΣ× [−∞,∞] と同相であり，また凸
核は（フックス群でないなら）Σ × [−1, 1] に同相であり，従って Γ′ は幾何学的有限
である。凸核の２つの境界成分のそれぞれは，「双曲曲面をある測地的ラミネーション
（2.6参照）に沿って折り曲げた形」をしている。この双曲構造H3/Γ′は，無限の彼方
にある２枚のリーマン面Ω±(Γ

′)/Γ′ = Σ× {±∞} により完全にコントロールされる。
正確な意味を述べるために，曲面 Σ = Σg,n に対して，基本群 π1(Σ) の型保存

PSL(2,C)表現の共役類全体の空間をR(Σ) とする。ここで表現が型保存であるとは，
穴のまわりを一周するループで代表される基本群の元の像は放物型変換となることで
ある。R(Σ) の部分空間で π1(Σ) の擬フックス表現（すなわち，忠実，離散，型保存
表現で，その像が擬フックス群になっているもの）全体が作る部分空間を QF(Σ) で
表し，擬フックス空間と呼ぶ。このとき，次の定理が成り立つ（[47]参照）。

定理 2.3 (Bersの同時一意化定理) 上述の対応は全単射で，下記の同相写像を導く。

QF : Teich(Σ)× Teich(Σ) ∼= QF(Σ)

忠実離散表現全体が作る R(Σ) の部分空間をDF(Σ) で表す。DF(Σ) は閉集合であ
り，そのため QF(Σ) ⊂ DF(Σ) となる。Minskyを始めとする沢山の研究者の汗の結
晶として，Thurstonが [101]で提案したクライン群の変形と分類に関する一連の問題
（Problems 5,6, 9-12）が完全に解決され，特に DF(Σ) に関しては次のことが証明され
た（[64, 65, 73, 98]参照）。

定理 2.4 (1)(Density Conjecture) π1(Σ)の任意の型保存離散忠実表現は擬フックス
表現の極限として得られる。すなわち，QF(Σ) = DF(Σ)である。
(2)(Ending Lamination Conjecture) DF(Σ)の元は，「エンド不変量」により完

全に分類できる。
(3)(Tameness Conjecture) 任意の ρ ∈ DF(Σ) に対して，その像として得られる

クライン群 Γ から得られる双曲多様体 H3/Γ はΣ× R に同相である。



(4)(Ahlfors Measure Conjecture) 任意のクライン群の極限集合はリーマン球面
Ĉ に一致するか，あるいはルベーグ測度 0 である。

定理 2.4(2)は，双曲多様体がそのエンド（コンパクト集合の補集合が作る部分集合
族の逆極限）における漸近挙動から定まるエンド不変量により，完全に決定されるこ
とを主張しており，３次元Mostow-Prasad剛性定理の究極の一般化といえる。

2.6. タイヒミュラー空間のThurstonコンパクト化とエンド不変量

エンド不変量を説明するために，まずはタイヒミュラー空間のThurstonコンパクト化
を説明する。曲面 Σ = Σg,n 内の本質的単純閉曲線のイソトピー類全体が作る集合を S
とする。Σ 上の双曲構造 X ∈ Teich(Σ) を固定すると，任意の α ∈ S は単純閉測地線
にイソトピックとなる。その長さを考えることにより，長さ関数 ℓX : S → R+ が定ま
る。双曲構造 X は，ℓX のある有限部分集合 S0 ⊂ S への制限により特徴付けられる，
即ち，長さ関数は埋め込みTeich(Σ) ↪→ RS0 を定める。更に閉曲線の長さそのもので
なく，長さの比により双曲構造が定まることが知られており，無限次元射影空間への
埋め込みTeich(Σ) ↪→ P(RS) を得る。この像の閉包をとると，Teich(Σ) を内部とする
6g−6+2n次元球体を得る。これが Teich(Σ)のThurstonコンパクト化である。ここで
コンパクト化で付け加わる 6g− 7+2n次元球面は，Thurston境界と呼ばれ，射影的測
度付きラミネーション空間 PML(Σ) と同一視できる。このことを見るために各 α ∈ S
に位相的交点数関数 Int(α, ·) : S → Z≥0 を考えることにより，埋め込み S ↪→ P(RS)

を得ることに注意する。ここで，双曲曲面 X ∈ Teich(Σ) において，一つの単純閉測
地線 α の長さを 0 に近づける変形を考えると，α のカラー近傍はどんどん幅を広げ，
そのためα と位相的に交わる曲線の長さは（交点数に応じて）どんどん長くなる。こ
のことから，この Teich(Σ) 内の道の極限が α であり，従って，S はThurston境界の
部分集合であることが了解できるであろう。更に，SがThurston境界内で稠密である
ことが知られている。
Σ上の双曲構造を指定すると，S の各元は単純閉測地線として実現できる。単純閉

測地線に正実数の重み µ を与えた重み付き単純閉測地線の一般化として，測度付きラ
ミネーション (λ, µ) が以下のように定義される。まず λ は（測地的）ラミネーション，
即ち，双曲曲面 Σ の閉部分集合で，互いに交わらない（一般的に非可算無限個の）単
純閉測地線の和集合として表せる閉集合である。（一般的な状況では，λ は局所的には
カントール集合と開区間の直積に同相であり，Σ 内で測度 0 である。）そして µ は λ

の横断方向の測度（λ と横断的に交わる弧に対して正実数を対応させる）である。但
し，測度 µ のサポートが λ 全体であることを要請する。測度付きラミネーション全体
の空間 ML(Σ) は適当な位相の下で，R6g−6+2n に同相である。ML(Σ) \ {0} において
測度が定数倍であるものを同一視して得られる空間が射影的測度付きラミネーション
空間 PML(Σ) であり，これがThurston境界を与えているのである。
測度付きラミネーション空間 ML(Σ) \ {0} において，測度の情報を忘れて測度のサ

ポートであるラミネーションが一致しているものが同値であるとみなして得られる商空
間 UML(Σ) を測度無視ラミネーション空間（unmeasured lamination space）と呼ぶ。
エンド不変量は，非コンパクト双曲多様体のエンド E に対して定義され，E ∼= Σ×

[0,∞) であるときは，大雑把に述べると，Teich(Σ) あるいは UML(Σ) に値をとる（詳
細は [73, 98]参照）。具体的に，どのように定義するかについては，第4.3節を見ていた
だくことにして，穴あきトーラスの場合のエンディング・ラミネーション定理を述べ



る。この時は，次の自然な同一視があることに注意する：

Teich(Σ1,1) = Teich(Σ1) = H2， UML(Σ) = PML(Σ1,1) = ∂H2 = R ∪ {∞}

定理 2.5 (Minsky[72]) 全単射

ν : DF(Σ1,1)→ (H2 ×H2
) \∆(∂H2) (∆(∂H2)は∂H2の対角線集合)

が存在する。

Minskyとその共同研究者はこれを足がかりとして，一般の場合のエンディング・ラ
ミネーション予想を完全に解決したのであった [74, 24]。尚，ここで ν−1 は連続である
が，ν 自身は連続でない。そのため，表現空間 R(Σ1,1) におけるDF(Σ1,1) の形は極め
て複雑であり，非常に興味深い研究対象となっている（[48]及び参考文献参照）。

3. 幾何化定理
3.1. 幾何化定理と８つの３次元幾何構造

本節では，Thurstonにより予想され，Perelmanにより証明された幾何化定理と，その
定理における双曲幾何の役割を述べる（[15, 78]参照）。

定理 3.1 (幾何化定理) 任意のコンパクト３次元多様体は，幾何構造を持つ多様体への
自然な分解を持つ。

KneserとMilnorによる一意素分解定理により，任意のコンパクト有向３次元多様体
は，素な３次元多様体の連結和として一意的に表される。ここでコンパクト３次元多
様体 M が素であるとは，もし M を連結和 M1#M2 として表したなら少なくとも一
方の成分 Mi は S3 に同相になることである。任意の素なコンパクト有向３次元多様
体 M に対して，埋め込まれたトーラスによる標準的な分解（Jaco-Shalen-Johansonn

分解）を持つことが知られている。幾何化定理は，任意のコンパクト有向３次元多様
体からこの２段階の分解を施して得られる各３次元多様体の内部が幾何構造を持つこ
とを主張している。
ここで幾何構造とは，単連結，等質的，完備リーマン多様体 X のことであり，多

様体 M が X を幾何構造に持つとは，X に等長的かつ自由に作用する群 Γ による商
空間 X/Γ として M が得られる事である。ここで X が等質的とは，その等長変換群
Isom(X) が X に推移的に作用することである。３次元幾何構造は（本質的に）８つ
有り，各点の固定化群の連結成分が SO(3), SO(2), SO(1) = 1 に応じて３種類に分か
れる。

1. 定曲率空間　S3， E3， H3.

2. 直積空間　S2 × E1，H2 × E1，および３次元リー群　Nil， ˜SL(2,R).

3. ３次元可解リー群　Sol.

ここでH3以外の幾何構造を持つ３次元多様体の位相型は次のように完全に分類でき
る。Sol構造を持つ３次元多様体はアノソフ・モノドロミーを持つ円周上のトーラス束，
あるいはそれを２重被覆にもつ３次元多様体である。H3，Sol 以外の幾何構造を持つ



ものは，（円周の非交和として得られる）ザイフェルト束空間である（[97]参照）。円周
上のトーラス束は，実はポアンカレが分類しており（こうしてホモロジー群が同じだ
が同相でない３次元多様体対の最初の例を発見した），ザイフェルト束空間はザイフェ
ルトにより完全に分類されている。このため，双曲多様体の研究が最も重要なものと
なる。

3.2. 双曲化定理

最も重要な幾何構造である双曲構造を持つための条件を述べるために，３次元多様体
の基本事項を復習する（[79]参照）。M をコンパクト有向３次元多様体とする。M が既
約であるとは，M 内に埋め込まれた任意の２次元球面が M 内の３次元球体の境界に
なっていることである。球面定理により，これは π2(M) = 0 であることと同値である。
M 内のコンパクト有向曲面 Σ が適切に埋め込まれているとは，Σ∩ ∂M = ∂Σ が成立
することである。M 内に適切に埋め込まれた曲面Σ が圧縮可能であるとは，M 内に
埋め込まれた円板 D でD ∩ Σ = ∂D であり，しかも ∂D は Σ 内の本質的な単純閉曲
線であることである。曲面 Σ が圧縮不可能とは圧縮可能ではないことである。ループ
定理により，この条件は，包含写像 j : Σ→M が誘導する準同型 j∗ : π1(Σ)→ π1(M)

が単射であることと同値である。M 内に適切に埋め込まれた曲面 Σ が境界平行であ
るとは，M の部分空間 N で，

(N,Σ, N ∩ ∂M) ∼= (Σ× [0, 1]/ ∼,Σ× {0},Σ× {1})

となるものが存在することである。但し ∼ は Σ× [0, 1] 上の同値関係で，各 x ∈ ∂Σ に
対して{x}× [0, 1] 上の全ての点を同値とすることにより生成されるものである。M 内
に適切に埋め込まれた曲面 Σ が本質的であるとは，Σ が圧縮不可能であり境界平行で
ないことである。アトロイダルという用語は，文献によって微妙に違う意味で使用さ
れるが，本稿では，M がアトロイダルであるとは，次の２条件が成立することとする。

1. π1(M) の階数２の自由アーベル群 Z2 に同型な部分群 H を含めば，H は周辺的
である（即ち，∂M の成分であるトーラスの基本群（の像）の部分群に共役であ
る）ことである。

2. M は T 2× [0, 1]，K2×̃I（クラインボトル上の有向 I束）どちらにも同相でない。

トーラス定理を用いれば，既約な３次元多様体 M がアトロイダルであるための必要
十分条件は，M が本質的なトーラスを持たなく，更にM がザイフェルト束空間でも
ないことである。
幾何化予想の解決により，コンパクト有向３次元多様体 M が有限体積双曲構造を持

つ（即ち，その内部が有限体積完備双曲構造を持つ）ための必要十分条件が，以下の
形で与えられる。

定理 3.2 無限基本群を持つコンパクト有向３次元多様体 M が有限体積双曲構造を持
つための必要十分条件は，∂M が高々圧縮不可能なトーラスから成り（空集合でも良
い），Mが既約かつアトロイダルであることである。

３次元多様体 M がハーケン多様体である場合，即ち M が既約であり本質的な曲面
を持つ場合，については，上の定理はThurstonによるハーケン多様体の双曲化定理と



して証明された。この証明は，HakenおよびWaldhausenにより証明された，ハーケン
多様体に対するヒエラルキーの存在（即ち，本質的曲面で切り開いていくと有限回で
３次元球体の非交和に到達する）を出発点としている。この意味では第2.3節で紹介し
たパンツ分解を用いた曲面の双曲構造の構成に似ている。しかし，様々な深い数学を
必要するその厖大な内容にちなみ怪物定理と呼ばれていた（[60]参照）。怪物定理では
周辺構造，すなわち ∂M 上の単純閉曲線 γ で，それが代表する π1(M) の元がホロノ
ミー表現により放物型変換に写されるもの，の情報を込めたpared多様体 (M,P )（こ
こで P は γ の ∂M における正則近傍，あるいは ∂M のトーラス成分）に対する双曲
化定理として証明される（[60, 52, 65, 67]参照）。
既約な多様体が空でない境界を持てば，３次元球体あるいはハーケン多様体になる。

特に，結び目補空間（正確には結び目外部）はハーケン多様体であり，Riley予想「結
び目Kの補空間が（有限体積）双曲構造を持つための必要十分条件は，Kがトーラス
結び目でもサテライト結び目でもないことである」が従う。この事実が結び目理論に
与えた影響は計り知れない。

4. 曲面束の幾何構造とNielsen-Thurston理論
4.1. 曲面束

曲面 Σ = Σg,n 上の向き保存自己同相写像 φ が与えられた時，有向３次元多様体

Mφ := Σ× R/(x, t) ∼ (φ(x), t+ 1)

は Σ をファイバーとする S1 = R/Z 上のファイバー束である。これをφをモノドロ
ミーとする曲面束と呼ぶ。Σ 上の向き保存自己同相写像のイソトピー類全体が作る群
を Σ の写像類群と呼び MCG(Σ) で表すと，曲面束 Mφ は φ が代表する写像類群の元
[φ] により定まる。以下，誤解の心配がないときは，自己同相写像とそれが定める写像
類群の元を区別せずに同じ記号で表す。以下で Mφ が持つ幾何構造を調べる。
まず下記の単純な曲面の写像類群は簡単な有限群になり ([36]参照），曲面束はザイ

フェルト束空間であり，S2 × EまたはE3の構造を持つ。

MCG(Σ0,0) = 1, MCG(Σ0,1) = 1, MCG(Σ0,2) ∼= Z/2Z, MCG(Σ0,3) ∼= S3

トーラス Σ1,0 = T 2 に対しては，MCG(T 2) ∼= SL(2,Z) であり，与えられた A ∈
SL(2,Z) に対して，それが定める R2 の線形変換が T 2 = R2/Z2 に誘導する自己同相
写像φA が A ∈ MCG(T 2) を代表する。
Case 1. A = ±E の時：MA は３次元トーラス T 3 = R3/Z3 であるか，または T 3 を

２重被覆に持ち，そのため E3 構造を持つ。
Case 2. |trA| < 2の時：Aは周期が 3, 4, 6いずれかの周期写像であり，従ってT 3を

有限巡回被覆に持ち，そのためE3構造を持つ。

Case 3. |trA| = 2, A ̸= ±Eの時：Aは±

(
1 n

0 1

)
(n ̸= 0) と共役になり，ただ１つの

１次元固有空間を持つ。この固有空間に平行な直線族は，T 2の本質的単純閉曲線によ
るφA不変な葉層構造を定め，これはMAはザイフェルト束構造を定める。その底空間
はトーラスまたはクラインボトルであり，更にオイラー数は消えない。これより，MA

はNil構造を持つ。



Case 4. |trA| > 2の時：Aは２つの１次元固有空間を持つので，R2の座標変換によ
り次の変換と共役である。

(x, y) 7→ ±(Kx,
1

K
y) (K > 1)

従って T 2上に２つの互いに横断的な１次元葉層構造があり，φAは一方の葉層構造で
は各葉の上でK倍という拡大写像，他方の葉層構造では各葉の上で1/K倍という縮小
写像として作用するアノソフ写像である。これよりMAはSol構造を持つ。

4.2. Nilesen-Thurston理論

一般の曲面 Σ = Σg,n に対しても，穴あきトーラスの場合と同様に任意の写像類 φ ∈
MCG(Σ)に対して下記のいずれかが成立する (Nilesen-Thurston分類 [103]）。

1. 周期的：φ は周期写像である。

2. 可約：Σ 上の互いに交わらない本質的単純閉曲線の族 C でφ で保存されるもの
が存在する。

3. 擬アノソフ：Σ の特異ユークリッド構造で次の条件を満たすものが存在する。

(a) その局所座標の下で φ は表示 (x, y) 7→ ±(Kx, 1
K
y) (K > 1) を持つ。この

K を擬アノソフ写像 φ の拡大係数と呼ぶ。

(b) 各特異点は π の自然数倍の錐角を持つ。

この分類は，Isom+(Hn) の元の分類と同じように，タイヒミュラー空間のThurstonコ
ンパクト化Teich(Σ) ∼= B6g−6+2n への写像類の作用の固定点を調べることにより得ら
れる。ちなみに，擬アノソフ写像はモジュライ空間Mod(Σ) = Teich(Σ)/MCG(Σ) の
タイヒミュラー距離に関する閉測地線に対応し，その長さは logK (K は拡大係数）で
与えられる（[47]参照）。
上の分類に応じて，曲面束 Mφ は，(1) ザイフェルト束空間であるか，(2) 非自明な

JSJ分解（トーラス分解）を持つか，(3) 双曲構造を持つ。

4.3. 曲面束の双曲構造とエンド不変量

擬アノソフ写像 φをモノドロミーにもつ曲面束Mφ = Σ×R/(x, t) ∼ (φ(x), t+1)の双
曲構造がどのような形をしているか考えてみよう。いまMφ

∼= H3/Γとし，p : H3 →Mφ

を普遍被覆射影，Σ ⊂ Mφ をファイバー曲面，Σ̃を p−1(Σ) の連結成分，τ ∈ Γ を Mφ

の無限巡回被覆 Σ× R の被覆変換 (x, t) 7→ (φ(x), t+ 1) の普遍被覆空間 H3 への持ち
上げとする。このとき，次が成立していなくてはならない。

1. Σ̃ は Σ の普遍被覆 H2 と同相であり，H3 内に適切に埋め込まれている。

2. 等長変換が作る群 ⟨τ⟩ による Σ̃ の像{τn(Σ̃)} は互いに交わらない。

3. ファイバー曲面の基本群 Γ̂ = π1(Σ) はΓ = π1(Mφ) の無限正規部分群であるので
極限集合Λ(Γ̂) = Λ(Γ) である。一方，Mφ = H3/Γ は有限体積なので，Λ(Γ) は
∂H3 全体となる。従って Λ(Γ̂) = ∂H3 を得る。このため，平面 Σ̃ のH3 ∪ ∂H3 に
おける閉包は ∂H3 全体を含む！



曲面群に同型なクライン群としてすぐに思いつく擬フックス群に対しては，極限集合
は円であり，最初の条件以外は満たさないということもあり，このようなことは不可
能なように思える。Thurston自身も一瞬そのように思ったそうである。しかしながら，
Riley [90]が穴あきトーラス束である８の字結び目補空間の双曲構造を構成しており，
また Jorgensen[49] も曲面束の双曲構造を組織的に構成していた。Thurstonはこれら
の研究に触発され，程なく望みの性質を持つファイバー群 Γ̂ は，擬フックス群の極
限として得られることを証明した ([87]参照）。実際，モノドロミー φ のタイヒミュ
ラー空間への作用を用いると，任意の X ∈ Teich(Σ) に対して擬フックス群の無限列
{QF(φ−n(X), φn(X))}はDF(Σ) 内で収束し，その像が Mφ のファイバー群 Γ̂ を与え
るのである（二重極限定理：[86]参照）。
このファイバー群 Γ̂のエンド不変量（エンディングラミネーション）は以下のように記

述できる。Σ上の本質的単純閉曲線αを選び，Mφ の無限巡回被覆M̃φ = H3/Γ̂ ∼= Σ×R
内で α にホモトピックな閉測地線を α∗ とする。この閉測地線の被覆変換 τ̂ の羃によ
る像 τ̂n(α∗) は n→ ±∞ とするとき，± 側のエンドに向かっていく。一方，τ̂n(α∗) は
Σ 上の本質的単純閉曲線 φn(α) にホモトピックである。n→ ±∞としたときφn(α) は
PML(Σ) 内で収束する。この極限が定める測度無視ラミネーション（∈ UML(Σ)）が，
エンディングラミネーションである。
穴あきトーラスの場合，擬アノソフ写像 A ∈ SL(2,Z) ∼= MCG(Σ1,1)をモノドロミー

とするΣ1,1-束 MA のファイバー群の２つのエンディングラミネーションは，行列A の
２つの固有空間の傾きである二次無理数となる。
ファイバー群 Γ̂ を近似する擬フックス群の極限集合は，とてつもなく複雑な曲線で

ある。（Mumford-Series-Wrightによる素晴らしい著書 [80] または小森洋平による翻訳
[81]を参照されたい。また和田昌昭が開発したソフトOPTi[104]を使えば，極限集合が
変化していく様子をリアルタイムで見ることができる。）更に驚くべきことに，ファイ
バー群 Γ̂ の極限集合 Λ(Γ̂) は，実は球面充満曲線（Cannon-Thurston写像）の像とし
て理解できるのである（[30, 76]及びその引用文献を参照）。

5. Thurstonノルムとファイバー面
曲面束 M の射影 f : M → S1 は H1(M ;Z) の非自明元（ファイバーが連結である
なら原始元）を定める。これをファイバー類と呼ぶ。もし１次元ベッチ数 b1(M) が
1 であるなら，M のファイバー構造は（被覆 S1 → S1 の合成を除いて）一意的であ
る。しかし，もし b1(M) > 1 であるなら，次のように射影 f を「微小変形」するこ
とにより，無限個のファイバー構造 f ′ : M → S1 を得る。S1 = R/Z の標準的 1-形
式 dt の f による引き戻し ω を考える。ω は非特異閉形式なので，それを微少変形し
て得られる閉形式 ω′ も非特異であり，kerω′ は余次元 1の葉層構造F ′ を定める。今，
[ω′] ∈ H1(M ;Q) = Hom(H1(M ;Z);Q) とすると，像 [ω′](H1(M ;Z)) は Q の離散部分
群であり，従って rZ（r ∈ Q）の形をしている。M の基点を定めて，基点と M の各
点を結ぶ道に沿うω′ の積分は写像 f ′ : M → R/rZ ∼= S1 を定める。これは特異点を持
たず，F ′ をファイバーとする曲面束構造の射影を与える。
Thurstonは H1(M) 上のノルム（Thurston norm）を導入し，上述の現象のより精

密な記述を与えた ([102], [52, Section 2]参照）。以下，M をコンパクト有向３次元多
様体とする。H1(M ;Z) ∼= H2(M,∂M ;Z) の任意の元は，M 内に適切に埋め込まれた
（連結とは限らない）コンパクト有向曲面S により実現できる。S から S2 成分および



D2 成分を除いて得られる曲面を S0 とし，Sの複雑度をχ−(S) := |χ(S0)| で定める。
α ∈ H2(M,∂M ;Z) のノルム ||α|| を以下で定義する。

||α|| = min{χ−(S) | [S] = α}

定理 5.1 (1) || · || は連続写像 || · || : H1(M ;R) ∼= H2(M,∂M ;R)→ R≥0 に拡張してベ
クトル空間H1(M ;R)上の擬ノルムを定める。さらに，もし非自明なホモロジー類を
表すMに適切に埋め込まれた任意のコンパクト有向曲面が負のオイラー標数を持つな
ら，|| · || はノルムである。
(2) || · || がノルムである時，単位球

BM = {α ∈ H1(M ;R) | ||α|| ≤ 1}

は有限個の面からなる多面体で，しかもその頂点集合は有理点からなる。
(3) || · || がノルムであるとする。BMの有限個の余次元 1 の面 F1, · · · , Fn で次の条

件をみたすものが存在する。

1. Fi の原点からのコーン R+ ·Fi の内部に含まれる任意の整数点はファイバー類に
なる。

2. 逆に，任意のファイバー類はあるコーン R+ · Fi に含まれる。

上の定理において，各 Fi をファイバー面と呼ぶ。ファイバー面 F に対して，その
コーン R+ ·F の内部に含まれる無限個のファイバー構造を統合的に扱う研究が，Fried，
Long-Oertel，松元重則，McMullen等により行われている（[68]及び参考文献参照）。
Friedは，有限体積双曲多様体 M の各ファイバー面 F に対して, M のラミネーション
で，コーン R+ ·F の内部に含まれる任意のファイバー類に対してそのファイバー曲面
と横断的に交わるもの，が存在することを証明し，McMullenは，その結果を用いてタ
イヒミュラー多項式 θF ∈ Z[H1(M ;Z)] を導入した。

定理 5.2 (1) コーン R+ · F は，θF のニュートン多面体の頂点集合の双対である。
(2) コーン R+ · F に含まれる任意のファイバー類ϕ ∈ H1(M ;Z) に対して，それが

定めるファイバー構造のモノドロミーである擬アノソフ写像の拡大係数 K(ϕ) は，整
数係数１変数多項式 ϕ(θF ) の最大実根である。
(3) 関数 ϕ 7→ K(ϕ) は，コーン R+ · F 上の実解析的凸関数に拡張する。

アレクサンダー多項式を用いて定義されるアレクサンダーノルムとThurstonノルムは，
ファイバー類に対しては同じであり，更に，もしファイバー面に付随するラミネーショ
ンが横断的に向き付け可能なら，アレクサンダー多項式はタイヒミュラー多項式を割
ることが示されている。（最初の主張は，ファイバー結び目のアレクサンダー多項式の
次数は結び目の種数の２倍である，という古典的結果の一般化である。）
たった一つの双曲多様体が，無限個のファイバー構造（即ち，擬アノソフ写像，言い

換えればモジュライ空間の閉測地線）を定めるのはとても面白い現象であり，この現
象を出発点とした様々な興味深い研究が発表されている（[44, 57]及び参考文献参照）。



6. バーチャル・ファイブレーション予想
6.1. バーチャル・ファイブレーション予想とその根拠

円周上の曲面束は非常に特別な３次元多様体であり，３次元多様体全体の中のほんの
一部を占めるといえる。しかしながら，有限被覆を取るという操作を許すなら，任意
の有限体積双曲３次元多様体が曲面束の構造を持つという，信じることができそうに
ない予想をThurstonは提案した。

予想 6.1 (バーチャル・ファイブレーション予想) 任意の有限体積双曲３次元多様体
は，円周上の曲面束を有限被覆に持つ。

３次元多様体が種数２以上の曲面を境界に持つ場合や既約でない場合は，明らかに曲
面束を有限被覆に持つことは不可能であり，またザイフェルト多様体に対しては，曲面
束を有限被覆に持つための必要十分条件は，そのオイラー数が 0 となる事であるので，
上の予想において，有限体積双曲構造を持つという仮定は本質的である。Thurstonが
このような一見非常識と思える予想を提案した背景には，後にAgolとCalegari-Gabai

により証明されたテーム・エンド予想およびCanaryの被覆定理の帰結として得られる
次の事実にある（[29, Corollary 8.1]）。

定理 6.2 有限体積双曲３次元多様体 M = H3/Γ の基本群 Γ の任意の有限生成部分群
Γ̂ は，次のいずれかの条件を満たす。

1. 幾何学的有限である

2. バーチャル・ファイバー群である。即ち，M のある有限被覆が曲面束の構造を
持ち，Γ̂ はそのファイバー曲面の基本群である。

特にMが閉双曲３次元多様体であり，Γ̂ が閉曲面群（球面以外の有向閉曲面の基本
群）であるときは，Γ̂ は擬フックス群であるか，あるいはバーチャル・ファイバー群で
ある。また M が双曲結び目補空有間で Γ̂ が最小種数ザイフェルト曲面 Σ の基本群で
あるときは，Γ̂ は擬フックス群であるか，あるいはファイバー群（従って Σ はファイ
バー曲面）である [37]。

6.2. Waldhausenの問題とその解決

もし予想6.1が正しいなら，任意の閉双曲３次元多様体は閉曲面群を部分群にもつこと
になるが，これは，３次元多様体論における長年の懸案であったWaldhausen[106]の問
題が解決されることになる。

問題 6.3 (Waldhausen) Mを既約な有向閉３次元多様体で，その基本群は無限群で
あるとする。このときπ1(M)は閉曲面群を部分群に含むか？

バーチャル・ファイブレーション予想が解けた背景には，この問題に対するKahn-

Markovic [51]による驚くべき精密な肯定的解答がある。

定理 6.4 (Kahn-Markovic) M = H3/Γを閉双曲３次元多様体とする。このとき，任
意の ϵ > 0 に対して，Γ の部分群 Γϵ で次の条件を満たすものが存在する。

1. Γϵ は擬フックス閉曲面群である。



2. 双曲曲面 Σ = H2/Γ
(0)
ϵ と (1 + ϵ) 擬等長写像 g : ∂H3 → ∂H3 が存在し，Γϵ =

gΓ
(0)
ϵ g−1 が成立する。

条件2において H2 は H3 の全測地的部分空有間と同一視している。ϵ > 0 を限りなく
小さな正数に選ぶと，Γϵ は限りなくフックス群に近く，そのため，その極限集合は限
りなく真円に近い。Γ の元による Γϵ の共役を考えると，∂H3 の任意の点の近くにそ
れを取り囲む限りなく小さく限りなく真円に近い曲面群の極限集合が存在することに
なる。

6.3. 立方複体と閉３次元双曲多様体

バーチャル・ファイブレーション予想証明の鍵を握るのは，Wiseにより展開された立
方体複体（cube complex）の理論である。立方複体（cube complex）とは，ユークリッ
ド立方体 In = [−1, 1]n の非交和から，それらの面を等長写像で貼り合わせて得られる
胞体複体のことである（[43, Definition 2.1]参照）。例えば，In において各対面を自然
に貼り合わせるとn次元トーラス T n を底空間とする胞体複体が得られるが，これは立
方複体となっている。また1次元立方複体は，各辺の長さが2であるような（多重辺や
ループ辺を許す）グラフに他ならない。連結な絡み目ダイアグラムから得られるデー
ン複体（[23, II.5.41]）は，2次元立方複体であり，絡み目外部のスパインを形作る。更
に境界トーラスからデーン複体への自然な写像の写像柱は絡み目外部に立方複体の構
造を与える。ちなみに，体積予想で重要な役割を果たす結び目補空間のThurston-横田
分解（[109]参照）は，この立方複体から構成される。
立方複体 X が非正曲率であるとは，グロモフ条件「各頂点のリンクが旗単体的複体

である」を満たすときをいう。ここで，旗単体的複体とは，単体的複体 Lで，Lの頂点
集合の部分集合 {v0, v1, . . . , vk} の任意の２点が互いに辺で結ばれているなら，それが
k単体の頂点集合となっているものである。例えば，２つの正方形をその境界で貼り合
わせて得られる立方複体 X0 の任意の頂点のリンクは２つの頂点を２つの辺でつない
でできるグラフであり，単体的複体ではないので，X0 は非正曲率ではない。３次元立
方体の境界∂I3の任意の頂点のリンクは，２単体の境界と同型な単体的複体であるが，
旗単体的複体ではないので，立方複体 ∂I3は非正曲率ではない。I2の対辺を自然に同
一視してできる T 2 を底空間とする立方複体 X1 の頂点のリンクは，長さが 4 のサイ
クルが作る旗単体的複体であるので，X1 は非正曲率である。有向閉曲面 Σg （g ≥ 2）
のパンツ分解において，各々のパンツを２つの６角形に分割することにより，Σg の６
角形によるタイル貼りを得るが，この双対として得られる立方複体 Xg の任意の頂点
のリンクは長さが6のサイクルが作る旗単体的複体であるので，Xg（g ≥ 2）は非正曲
率である。連結な絡み目ダイアグラムから得られるデーン複体および立方複体が非正
曲率であるための必要十分条件は，そのダイアグラムが既約かつ交代的であることで
ある。この事実の結び目理論への興味深い応用が [10, 4]により与えられている。
３次元多様体M が本質的な曲面を含んでいるなら，π1(M)は（１次元立方複体であ

る）ツリーに作用する。曲面が埋め込まれていなくても基本群が単射になるように曲面
が M にはめ込まれていたなら，π1(M) は非正曲率立方複体に作用することを, Sageev

[93] は Bass-Serre理論の一般化として証明した。Bergeron-Wise [14]は，この理論と
Kahn-Markovicの定理 6.4を用いて，任意の閉双曲３次元多様体Mに対して，それと
ホモトピー同値な非正曲率立方複体X が存在することを証明した。交代結び目補空間
のような特別な３次元多様体が，非正曲率立方複体の構造を持つことだけでも十分面



白いが，任意の閉双曲多様体の基本群がある非正曲率立方複体Xの基本群と同型であ
る，というのは驚きである。

6.4. 立方複体内の超平面と特別立方複体

立方複体 X の各立方体 [−1, 1]n は n枚の超平面（ある座標成分xi = 0で与えられる）
を持ち，これらの超平面は貼りあって X 内にはめ込まれた “余次元 1” の立方複体を
形作る。例えば，T n = In/ ∼ では n− 1 枚の T n−1 を形作り，デーン複体から得られ
る結び目補空間を底空間とする立方複体では，デーン複体と２つのチェッカーボード曲
面を得る。これらの超平面が全て埋め込みになっていて，しかも「その 1-近傍が，お
互いに分離されている」ような立方複体を特別立方複体と呼ぶ。Haglund-Wise [43]は，
任意の非正曲率特別立方複体はあるSalvetti複体 S(Γ) に局所等長写像を持ち，従って
その基本群 π1(X) は直角アルティン群 A(Γ) に埋め込まれることを証明した。ここで，
直角アルティン群 A(Γ)とは（多重辺やループ辺を持たない）有限グラフ Γから群表示

A(Γ) = ⟨v ∈ V (Γ) | [v, w] ({v, w} ∈ E(Γ))⟩

で定まる群のことであり，Salvetti複体 S(Γ) は，この群表示に付随する２次元胞体複
体に，３次元以上の立方体を適切に貼り付けて得られる非正曲率立方複体である。こ
こで任意の直角アルティン群は，ある直角コクセター群

C(Γ′) = ⟨v ∈ V (Γ′) | v2, [v, w] (v ∈ V (Γ′), {v, w} ∈ E(Γ′))⟩

埋め込まれる。
直角コクセター群C(Γ′)はvirtually RFRS (residually finite rationally solvable) と呼

ばれる極めて良い性質を持っている [5, Theorem 2.2]。即ち，C(Γ′) のある有限指数部
分群はGは，以下の条件を満たす可解列を持つ：G = π1(Y ) とすると，cofinalな有限
巡回被覆の列 Y ← Y1 ← Y2 ← Y3 ← · · · が存在し，各有限巡回被覆 Yi+1 → Yi は，
無限巡回被覆 Ỹi+1 → Yi の商として得られる. ここで，cofinalであるとは，π1(Yi) を
π1(Y ) の部分群とみなしたときに，∩∞

i=1π1(Yi) = 1 となることである。古典的結び目理
論研究者にとって，無限巡回被覆の商として有限巡回被覆を構成するのは日常茶飯事
であるが，（まず最初に適当に有限被覆をとってから）そのような操作の繰り返しの極
限として普遍被覆が得られるという調子のよい性質が，virtually RFRSである。Agol

[5] は，この性質が，バーチャル・ファイブレーションを持つための必要十分条件であ
ることを示していた。

定理 6.5 (Agol) M をコンパクト既約有向３次元多様体で，∂M は高々トーラスから
成るとする。このとき，M が virtually fiberedであるための必要十分条件は，π1(M)

がvirtually RFRSであることである。

与えられた非分離的な曲面 F がファイバー曲面であるための必要十分条件は，M を
F で切り開いて作られる縫い目付き多様体 M \F が積縫い目付き多様体であることで
ある。適切な被覆空間を取り，その中で生じる新しい２次元ホモロジー類で縫い目付
き多様体を切り開いて，その複雑度を下げていき，ついには複雑度 0 の積縫い目付き
多様体を見付けるというのが証明のアイデアである。有限巡回被覆 Yi+1 → Yi に関す
る条件は，Yi 内に棲む縫い目付き多様体が，その有限巡回被覆 Yi+1 へ持ち上がること
を保証するために使われる。
そこで残るのは次の予想の証明となる。



予想 6.6 (Wise) 非正曲率立方複体Xの基本群Gが双曲群であるなら，Xのある有限
被覆 X̃は特別非正曲率立方複体になる。

この予想は，Agol [7]により，以下の結果に基づく議論により証明された。

1. Virtually special hyperbolic group （特別非正曲率立方複体の基本群を有限指数
部分群として含む双曲群）はバーチャル・ハーケン多様体の群論的類似であり，
したがって，ハーケン多様体に対するヒエラルキーと類似の群論的ヒエラルキー
を持つ双曲群の有限次拡大になっている（Wise [108]）。

2. カスプ付き３次元双曲多様体に対する双曲的デーン充満定理（十分複雑なデー
ン充満を施せば閉双曲多様体を得る）の群論的類似である，相対双曲群の「デー
ン充満」に関するMalnomal Special Quotient Theorem （擬凸であるMalnomal

subgroupを周辺群とする相対双曲群に十分複雑な「デーン充満」を施せば，双曲
群を得る（Wise [108]）。

証明の最後のステップは，「Weak Separation Theorem」で存在を保証したある性質を
もつ無限被覆を，一旦基本領域に切り分けてそのピースを使って同じ性質をもつ有限
被覆を構成することからなる。
なお，カスプ付き双曲多様体の基本群は双曲的でないため，上の議論は適用できな

いが，Wise [108, Theorem 14.29]により, virtually special であること，即ち，有限被
覆が特別非正曲率立方複体と同じ基本群をもつことが証明されている。従って，カス
プ付き双曲多様体に対してもvirtual fibration 定理は成立する。
Bestvina [16]が述べているように，この証明で特徴的なことは，たとえ閉双曲３次

元多様体の基本群に限っても，３次元多様体の世界の中だけではWise予想を証明する
ことは出来なくて，幾何学群論においてバーチャル・ハーケン多様体の類似を考える事
により，証明が完成された事である。また，直角アルティン群は（自由群と自由アー
ベル群の間を補完する）極めて特別な群であるにもかかわらず，任意の双曲閉３次元
多様体の基本群を（その指数有限部分群を取れば）埋め込みを許容するという事実は，
印象的である。以上の議論はバーチャル・ファイブレーション予想の証明だけにとど
まらず，様々な応用がある（[12, Chapter 5]）。なお，バーチャル・ファイブレーッショ
ン予想の背景と証明については，蒲谷祐一氏による素晴らしいノート [50]がある。

7. 曲面束とヘガード分解
任意の有向閉３次元多様体 M は２つのハンドル体をその境界で貼り合わせることに
より得られる。言い換えれば，M は２つのハンドル体 V1, V2 に分解できる。これをヘ
ガード分解と呼び，Σ = ∂V1 = ∂V2 をヘガード曲面と呼ぶ。境界があるコンパクト有
向多様体に対しても，ハンドル体の代わりに圧縮体（Σ× [0, 1] の片側の境界に２ハン
ドル，３ハンドルを貼り付けて得られる３次元多様体）を用いれば，同様の分解が得
られ，これもヘガード分解と呼ばれる。３次元球面内の絡み目 (S3, L) は２つの自明タ
ングル（３次元球体 B3 とその中に自明に埋め込まれた弧 t の対 (B3, t)）に分解でき，
これは橋分解と呼ばれる。これもヘガード分解の一種である。
筆者は，以下に述べる３つの理由により，ヘガード分解の構造と曲面束の構造には

相通ずるところがあると考えている。また，その観点から，興味深いと思える問題が
たくさん生じる。



（１）ファイバー構造：曲面束は S1 上のファイバー構造である。それに対して，ヘ
ガード分解は１次元軌道体 I := S1/(z ∼ z̄) 上の特異曲面束と理解出来る。この軌道
体の底空間 |I| は閉区間 [−1, 1] で，両端点 {±1} が特異点である。特異点上のファイ
バーは，Σ/h，ただし h はヘガード曲面 Σ 上の１次元固定点集合を持つ向き逆転対合，
と表される。この特異ファイバー構造を軌道体被覆 S1 → I で引き戻すと，円周上の
曲面束を得る。これを言い換えれば，分岐ファイブレーション定理「任意の有向閉３
次元多様体 M は曲面束を２重分岐被覆に持つ」を得る [96, 26, 77, 13]。

（２）モノドロミー群：円周上の曲面束 Mφ はモノドロミー φ により決定され，そ
れが生成するモノドロミー群 ⟨φ⟩ ⊂ MCG(Σ) は，以下の性質を持つ：ファイバー曲面
上の２本の本質的単純閉曲線がMφ の中でホモトピックとなる必要十分条件は，モノ
ドロミー群の作用で写り合うことである。ヘガード分解 M = V1 ∪Σ V2 に対しても，類
似の性質をもつ「モノドロミー群もどき」が拡大写像類群 MCG±(Σ) の部分群として
以下のように定まる。各 i = 1, 2 に対して，MCG±(Σ) の元で，ハンドル体 Vi の自己
同相写像に拡張し，その拡張が Vi の恒等写像にホモトピックなもの全体が作る部分群
をGi とする。G1 と G2 が生成する MCG±(Σ) の部分群 G は，下記の理由により「モ
ノドロミー群もどき」と考えることが出来る。G の作用で写り合うヘガード曲面 Σ 上
の２本の本質的単純閉曲線はM内でホモトピックである。しかも，ヘガード分解が十
分高いHempel距離を持ち「有界組み合わせ構造」を持つときは，部分的にこの逆も成
立する [85]。更に，２橋絡み目の２橋分解に対して，同様の群 G を考えると，きちん
と記述できる例外を除いて，その逆も成立する（[62]及び参考文献参照）。また面白い
ことに，前述の分岐ファイブレーション定理で生じる曲面束のモノドロミー φ は，Gi

に含まれる向き逆転対合 hi を使ってφ = h1h2 と表せる。

（３）表現空間における位置：穴あきトーラス Σ = Σ1,1 に関するKeen-Seres[55]の理
論により，擬フックス空間 QF(Σ)はプリーツ部分多様体の族{P(λ−, λ+)}(λ−,λ+)∈R̂×R̂\∆
が定めるプリーツ座標を持つ。ここで，P(λ−, λ+)はその凸核の２つの境界が測地的ラ
ミネーション λ± で折れ曲がった双曲曲面となる擬フックス表現全体が作るQF(Σ)の部
分空間である。今，曲面束のファイバー群のエンディングラミネーションを (λ−, λ+)と
すると，ファイバー群はP(λ−, λ+)の「終点」（特別な境界点）となっている。一方，有理
的プリーツ部分多様体P(r−, r+)（r± ∈ Q）は QF(Σ)の外部への自然な延長 P̂(r−, r+)
を持ち，その「終点」（特別な境界点）が，２橋結び目補空間基本群の２橋分解から定ま
る表現になっていることを [11]でアナウンスしている。つまりファイバー群が定める忠
実離散表現とヘガード分解が定める忠実でない離散表現は，（少なくとも穴あきトーラ
スの世界では）プリーツ部分多様体（の拡張の）特別な境界点になっているのである。
一般にΣ をヘガード曲面とする双曲多様体 M = H3/Γ の基本群 Γ は π1(Σ) の商

群であるため，π1(Σ) の忠実でない離散表現 ρM の像として得られる。D(Σ) を π1(Σ)

の離散表現全体から成るR(Σ) の部分空間とすると，Mostow-Prasad剛性定理により，
ρM は D(Σ) \DF(Σ) の孤立点である。しかしながら，ヘガード分解が十分複雑である
なら，クライン群の空間の孤島といえる ρM は，次のようにしてクライン群の空間の
大陸である QF(Σ) と次のような航路で結ばれていると予想している。QF(Σ) の「有
理的」プリーツ部分多様体P(r−, r+) は QF(Σ) の外部への自然な延長 P̂(r−, r+) を持
ち，ρM は（それに対応する） P̂(r−, r+) の「終点」（特別な境界点）となっている。有



限体積双曲多様体 M は Σ× [−1, 1] に２ハンドルと３ハンドルを貼り付けて得られる
が，良い状況では，この位相的操作が，双曲的錐多様体の連続族により，幾何的に実
現できるだろうというのが予想（願望）の意味である。この予想は，もっとも単純な
場合は次の予想となる。

予想 7.1 ([11]) K を S3 内のトンネル数１の双曲結び目とし，τ を解消トンネルとす
る。このとき，S3 \K を底空間，τ を錐軸とする双曲錐多様体の連続族で錐角が 0 か
ら 2π まで動くものが存在する。

この予想は，Adams予想「双曲結び目の解消トンネルは測地線にイソトピックであ
る」(ホモトピックであることは自明だがイソトピックかどうかは非自明であることに
注意）[2] の精密化と考えることができる。尚，Adams予想に関しては大きな進展が
Cooper-Futer-Purcell [31] により得られている。

8. 今後の課題
問題 8.1 （１）表現空間 R(Σ) における離散表現全体がつくる部分空間（クライン群
の空間）D(Σ) の配置を調べよ。特にどのような D(Σ) の孤立点が錐多様体の連続族で
DF(Σ) に結ばれるか調べよ。
（２）曲面 Σ の代わりにハンドル体または自明タングル補空間を選んだときに同様
の問題を考えよ。

２糸自明タングル補空間 B3−tに対する上記の問題は２つの放物型変換が生成する群
の研究と同値である。先駆者Rileyは，パンチカード時代のコンピュータ環境の下で大変
な苦労の末に，２つの放物型変換が生成するクライン群の空間D(B3−t) ⊂ R(B3−t) ∼=
C \ {0} を特大用紙に描き，様々な予想を立てた（[11, Figure 0.2a], [91, 92]参照）。特
にそのようなクライン群の分類に関する予想は，ねじれ元のない場合はAdams [3] に
より，一般の場合についてはAgol [4]により証明されている（[63]参照）。尚，どちらの
証明も，Thurstonの軌道体定理 ([19, 32]参照）を本質的に使う。山下靖は，[11, Figure

0.2b]の中で D(B3 − t) 及びその孤島を大陸に結ぶ絵を描いた。その絵に明らかに存在
する美しいパターンに，我々がまだ知らない数学が隠されているのではないかと想像
を逞しくしている。尚，この錐多様体を用いるアプローチは，Martinが推進している
プロジェクト「2元生成算術的クライン群の決定」（[66]参照）に優れた効力を発揮す
ることが山下靖により示されており，今後の進展が期待される。
Kim-Lecuire-Ohshika[56]はハンドル体 V の基本群の表現空間 R(V ) を研究し，特

にV を一方のハンドル体とするようなヘガード分解を持つ双曲多様体のホロノミー表
現全体の集積点集合（孤島全体の集積点集合）がショットキー空間（大陸）の境界に一
致することを証明している。

問題 8.2 幾何化定理を精密化して，幾何構造を目で見えるようにせよ。

幾何化定理で幾何構造の存在は保証されるが，その幾何構造がいったいどのような
ものであるかというと，まだわからないことだらけである。任意の結び目は結び目ダ
イアグラムで表現できるが，そのダイアグラムの組み合わせ情報がどれだけ幾何に反
映されているであろうか？　例えば，交差点が定める結び目補空間の弧は測地線にイ
ソトピックか？　またそうだとすると，その測地線達の相互位置関係はダイアグラムで
読み取れるものと同じか？　カスプから出てカスプに戻る“最短”測地線（そして最短



閉測地線）はダイアグラム上でどのように見えるか？　という問題に関しては，２橋
結び目の場合を除けば，まだほとんど何もわかっていないようである。２橋結び目を
特別な場合として含む交代絡み目に関しては，Menasco-Thistlethwaite[70] によるTait

フライプ予想の解決により，それを表す（既約）交代ダイアグラムは，フライプを法
として一意的なので，交代ダイアグラムから得られる組み合わせ情報は，幾何構造に
よく反映されると予想している。特に，予想7.1の類似が交代絡み目補空間の交差点が
定める弧に対して成立するのではないかと想像している。また逆に，Tait フライプ予
想を双曲幾何の立場から（あるいは立方複体の観点から）証明することも可能かもし
れない。
A’Campo[1]が，（複素）平面曲線の特異点のリンクとして得られる結び目の一般化と

して導入したディバイド結び目は，特殊なモノドロミー（右ひねりデーンツイストの
積）を持つファイバー結び目であり，その出自からしても極めて興味深い結び目であ
る。この結び目補空間の双曲構造を目で見ることはできないだろうか？
Purcellは，この種の問題を “Effective Geometrization” または “WYSIWYG Topol-

ogy: What you see is what you get”と呼び，Futer, Kalfagianni等との共同研究で，こ
の方向の研究を精力的に進めている。同じ思想のもとで，Namazi-Souto[83]はヘガー
ド分解と幾何構造の関係に関する重要な研究成果を上げた。また，これを含む一般的
な結果がBrock-Minsky-Namazi-Souto [25] により得られている。

問題 8.3 一般の表現に対するエンド不変量を研究せよ。

Bowditch[21]は（離散とも忠実とも限らない）一般の表現ρ ∈ R(Σ1,1) に対してエン
ド不変量の集合 E(ρ) ⊂ R̂ を定義した。ρ が忠実離散表現である時は，E(ρ) は通常の
エンド不変量からエンディング・ラミネーション成分だけを集めたものになっており，
特に ρ が擬フックス表現のときは E(ρ) = ∅ である。BQ予想「E(ρ) = ∅ なら ρ は擬
フックス表現か？」[21, Conjecture A]という極めて興味深い予想は，まだ未解決であ
る。また |E(ρ)| > 2 となる時は，一般にはカントール集合になると予想されているが
[99, Conjeture 1.8] ，そのような表現でエンド不変量の具体的な形が決定された唯一の
例は，２橋結び目の双曲構造に由来する表現のみである（[62]参照）。予想「E(ρ) が２
つ以上の点を含み全体集合でもないときは，表現の共役類がエンド不変量で決定され
だろう」[99, Conjecture 1.9]は，エンディング・ラミネーション予想の一般化とみなせ
て，とても興味深いが，まだ何もわかっていない。

問題 8.4 双曲的穴あき曲面束の標準的理想胞体分割と変針理想単体分割を比較せよ。

Epstein-Penner[35]により，有限体積カスプ付き双曲多様体は，一意的に定まる幾何
的理想胞体分割（標準的理想胞体分割）をもつことが示されている。２次元において
は，標準的分割のイソトピー型により双曲構造をグループにまとめることにより，タ
イヒミュラー空間の自然な分割を与えることができる（[22]参照）。３次元以上におい
ては，双曲構造が一意的なので，標準的分割の組み合わせ構造が有限体積カスプ付き
双曲多様体の完全な位相不変量になる。精度保障付計算により標準的分割を求めるプ
ログラム [46, 34] も開発されており，様々な応用が与えられている。
一方，擬アノソフモノドロミー φ ∈ MCG(Σ) の不変特異ユークリッド構造がカスプ

以外に特異点を持たない時は，Agol[6]により，φ が生み出す力学系の観点から自然な
Mφ の位相的理想単体分割（変針理想単体分割）が一意的に存在することが証明され



ている。Guéritaud [41] により，変針（veering）理想単体分割は，ファイバー群に付随
するCannon-Thurston写像の性質をよく反映するCannon-Thurston-Dicksフラクタル
タイル貼りと密接な関係があることが示されており（[33]参照），その意味でも興味深
い分割である。
それでは，Mφ の２つの自然な分割の間にどのような関係があるのであろうか？　

一般には，変針理想単体分割は幾何的分割ですらないことがあることがあるが [45]，穴
あきトーラス束や，正負のホップバンドを交互にプラミングして得られる２橋ファイ
バー絡み目については，両者は一致する [94]。２つの自然な分割の共通点と差異を解明
するのは，興味深い問題である。

問題 8.5 楕円的モンテシノス結び目の球面的軌道体としての構造と，その補空間の双
曲構造を，比較せよ。

楕円的モンテシノス絡み目 K に対して，K で分岐する S3 の２重分岐被覆 M は球
的多様体 S3/G （G は S3 に等長的かつ自由に作用する有限群）となり，その（有限）
普遍被覆空間 M̃ は再び S3 となる。M̃ = S3 における K の逆像 K̃ は S3 の大円が作
る絡み目となる [28, 95]。実際，二重分岐被覆 M 上の被覆変換は球面構造に関する等
長変換であるので，その普遍被覆 M̃ = S3 への持ち上げと G が生成する群（π-軌道
体 (S3, K) の軌道体基本群 [20]） G̃ はS3 の等長変換群であり，K̃ は G̃ の特異集合で
ある。このため， K̃ の S3 における配置は，かっちりと決まり，この意味で，S3 \ K̃
には球面座標が入る。一方，一般的には楕円的モンテシノス絡み目 K は双曲絡み目な
ので，S3 \ K̃ には一意的に双曲構造が入る。この双曲構造を球面座標の下で書き下す
ことはできるであろうか？　S3 \ K̃ が同時に併せ持つ，かっちりとした球面座標と双
曲座標を比較するのは大切な問題だと30年以上思い続けているが，また吉田正章氏の
論説 [110]に鼓舞されたこともあったが，残念ながらまだ何の進展もない。しかしなが
ら，せめて K̃ が S3 内で「良い位置」にあることを確認したいと思い，結び目のエネ
ルギーを定義するという問題を提案したところ，福原真二氏の先行研究 [38]に触発さ
れた今井（大原）淳氏が結び目のエネルギーの理論を打ち立てられた [84]のは望外の
喜びであった。
ちなみに，この大円絡み目から，簡単だが面白い次の２つの話が生まれていた。通

常２橋絡み目の分類には，Schubertによる２橋球面の一意性の証明，またはライデマ
イスター・トーションによる（２重分岐被覆である）レンズ空間の分類定理を必要と
するが，実は大円絡み目 K̃の絡み数という単純な不変量だけで分類が可能である [27]。
大円絡み目の補空間は容易に曲面束の構造を持つことがわかるのに対し，楕円的モン
テシノス絡み目は一般にはファイバー絡み目でないので，ここから直ちにバーチャル・
ファイブレーション予想の非自明な例が生まれる [107]。同様のアイデアにより多くの
（楕円的ではない）モンテシノス絡み目補空間もバーチャル・ファイブレーションを持
つことが示されている [9, 42]。

問題 8.6 (Long-Reid) ２つの結び目群が同型な副有限完備化（profinte completion）
を持てば，その２つの結び目群は同型か？

一般に群 G の副有限完備化とは，その有限商群全体が作る逆系の逆極限のことであ
る。上の問題は次のようにも言い換えることができる：結び目群 G(K) = π1(S

3 \K)に



対して，その有限商群全体の集合を Q(G(K)) とする。２つの結び目群 G(K1), G(K2)

に対してQ(G(K1)) = Q(G(K2)) なら G(K1) ∼= G(K2)か？
BoileauとFriedlは，上の問題を「３次元多様体の基本群の副有限完備化から３次元

多様体のどのような性質が引き出せるか？」という広い観点で捉えることにより，様々
な研究成果を挙げつつある（[18]参照）。
筆者がこの問題に興味を持ったのは，児玉宏児氏との共同研究 [59]がきっかけとなっ

ている。そこでは互いにミュータントな結び目の対を区別する必要があった。我々が
取った方法は，結び目 K で分岐する S3 の分岐被覆のうち，与えられた有限次数 d を
もつものを全部書き上げ，その１次元ホモロジーを比較するというものである。（計算
の実行は児玉氏が開発していたコンピュータソフト [58]で行った。）この方法で15組の
ミュータント対を調べたところ，14組は d = 5 で区別がつき，残りの 1組は d = 6 で
区別がついた。児玉氏のソフトのおかげで計算できたとはいえ，このような小さな次
数の分岐被覆を比較するだけで複雑な結び目の対を区別できたのは驚きであった。ま
た歴史的には，Perko[88]が分岐被覆のホモロジー不変量を用いて10交点までの素結び
目の分類を完成させたという経緯もある。そこで，次の問題を提案したい。

問題 8.7 (1) 相異なる２つの素結び目は，上の様にその有限分岐被覆を調べることに
より区別できるか？
(2) 上の (1)において，被覆の次数をあらかじめ評価することができるか？例えば，

２つの結び目の交点数が共に n 以下であるなら（または体積が n 以下であるなら）,

n だけで決まる評価可能な自然数 d(n) が存在して，次数 d(n) 以下の分岐被覆を調べ
るだけで，２つの結び目を区別できるか？
(3) 問題 8.6直後に述べた言い換えにおいて，上の (2)と同様に，考える有限商群の

位数を，２つの結び目群の複雑度であらかじめ決まる定数 dで抑えることができるか？

上で述べたように，結び目で分岐する３次元球面の分岐被覆のホモロジー群を調べ
るのは，結び目理論における極めて有効な常套手段であったが，すべての有限分岐被
覆を考えて，その漸近挙動を調べると，想像を絶するようなことが起こることがLe[61]

により明らかにされた。

定理 8.8 (Le) (1) K を S3 内の結び目， X = S3 \K とする。結び目群 Π = G(K)

の有限指数部分群 Γ に対して，X̂Γ を K で分岐する S3 の Γ-分岐被覆とする。この
時，次が成り立つ。

lim sup
lnTorH1(X̂Γ;Z)

[Π : Γ]
≤ vol(X)

6π

(2) X を有向コンパクト既約３次元多様体で ∂X は高々トーラスからなるとする。
基本群 Π = π1(X) の有限指数部分群 Γ に対して，XΓ を X のΓ-被覆とする。この時，
次が成り立つ。

lim sup
lnTorH1(XΓ;Z)

[Π : Γ]
≤ vol(X)

6π

但し，vol(X) は X の双曲ピースの体積の和である。

更に， Leは上の定理で等号が成立することを予想しているのである。Kashaev-村上
斉-村上順 [53, 82]の体積予想にも驚愕したが，昔馴染みの有限被覆のホモロジー群に
このような側面があるのを知って，ただただ畏れ入るばかりである。



9. おわりに
筆者は神戸大学理学部および大学院修士課程で細川藤次先生と鈴木晋一先生のご指導
を，そして大阪市立大学大学院博士課程で田尾鶉三先生と河内明夫先生のご指導を受
ける幸運に恵まれました。結び目理論が盛んになり出した頃に，四先生のご指導の下，
先輩・同輩・後輩と一緒に，のびのびと結び目理論の勉強と研究に勤しめたのは本当
に幸せなことでした。因みに，お世話になった四先生全員が寺阪英孝先生の直接のお
弟子さんでした。筆者は四重の意味で寺阪先生の孫弟子と言えます。
細川藤次先生は2014年11月27日に，田尾鶉三先生は2016年5月11日に，永眠され

ました。拙い論説ではありますが，両先生の御冥福を心よりお祈り申し上げ，この論
説を両先生に捧げます。
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