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曲面Sの写像類群MCG(S) の上のランダムウォークを考える．ランダムウォークに
より“ランダム”に写像類を生成することができる．もう少し正確に言うと，ランダム
に複雑さを増していく写像類の列を得ることができる（写像類群の任意の元が等確率
で生成されるような枠組みではないことに注意する）．これにより，写像類群の統計的
な情報を研究することができる．また，写像類から写像トーラスやHeegaard 分解を考
えることにより，３次元多様体を生成することもでき，複雑さを増していく３次元多
様体の列をランダムウォークから得ることができる．本予稿ではまず，群の上のラン
ダムウォークについて，定義を与える．その後，写像類群上のランダムウォークにつ
いて知られている事実をいくつか紹介する．

1. 群上のランダムウォーク
1.1. 定義
離散群Gを考える．群の上でのランダムウォークを考えることは，無限列の集合である
GZ>0の上の確率測度を考えることである．確率測度は，標本空間と可測集合全体の集合
であるσ-代数に対して定義されることを思い出す（例えば [舟木]を参照のこと）．まず，
今回考える σ-代数の生成系となるシリンダー集合を定義する．群の元 x1, . . . , xn ∈ G

によって与えられるシリンダー集合 [x1, . . . , xn]は次のように与えられる．

[x1, . . . , xn] := {ω = (ωi) ∈ GZ>0 | ωi = xi for 1 ≤ i ≤ n}.

シリンダー集合全体で生成されるσ-代数をB と書く．このBは，G に離散位相を与え，
GZ>0 に直積位相を与えた際の，ボレル集合族と一致する．
確率測度 µ : G → [0, 1] とは，ここでは単に

∑
g∈G µ(g) = 1 を満たす写像である．

Kolmogorov拡張定理（[舟木]の7章など）により，確率測度µ はGZ>0上のBに関する
確率測度Pをただ一つ定める．確率測度P はシリンダー [x1, x2, . . . , xn]に対して，

P([x1, x2, . . . , xn]) = µ(x1)µ(x
−1
1 x2) · · ·µ(x−1

n−1xn)

となる．この確率は群の単位元から出発したランダムウォークが，x1, x2, . . . , xn と順
番に通っていく確率である．確率測度µ は遷移確率と呼ばれる．このµ を“サイコロ”

とみなし，µ で得られた新しい元を右からかけていくことで，今回考えているランダ
ムウォークが得られる．群G の有限生成集合A上の一様測度がµ の例である．その場
合はランダムウォークはCayleyグラフ上のランダムウォークとなる．群やグラフの上
のランダムウォークの様々な話題に関しては [Wo]など参照されたい．

本研究は科研費（課題番号：15J08142）の助成を受けたものである．
2010 Mathematics Subject Classification: 57M60, 37B40
キーワード：写像類群，ランダムウォーク
∗〒 153-8914， 東京都目黒区駒場 3-8-1東京大学大学院数理科学研究科
e-mail: masai@ms.u-tokyo.ac.jp



1.2. 群作用と有限一次モーメント
群G が連結距離空間 (X, dX) に等長に作用しているとする．元 g ∈ Gの translation 距
離 τ(g)とはx ∈ Xに対し，

τ(g) := lim
n→∞

dX(x, gnx)

n

と定義される量である（三角不等式によりこの量はx ∈ Xによらない）．
確率測度µがdX に関して有限一次モーメントを持つとは，任意のx ∈ X に対して

∑

g∈G

µ(g)dX(x, gx) < ∞

となることを言う．Kingman の劣加法的エルゴード定理 (Kingman’s subadditive er-

godic theorem) により，µ が有限一次モーメントを持つ場合，P-a.e. ω = (ωn) ∈ GZ>0

に対して，極限
lim
n→∞

dX(x,ωnx)

n

が存在し，その値はx，ω によらないことがわかる．この値をランダムウォークの dX
に関するドリフトと呼ぶ．ドリフトはランダムウォークの translation 距離とみなすこ
とができる．
また，群Gが空間Y に作用している時，Y 上の測度νがµ-stationaryであるとは，任

意の可測集合Aに対して
ν(A) =

∑

g∈G

µ(g)ν(g−1A)

が成り立つことをいう．µ-stationary 測度はharmonic 測度ともよばれる．

2. 曲線複体とTeichmüller空間
ここでは有限型の曲面S，すなわち種数gの閉曲面からn個の点を取り除いた曲面を考え
る．以降3g−3+n > 0を仮定する．曲面Sの写像類群MCG(S) := Homeo+(S)/homotopy

を考える．群の性質を研究する際に，群が等長に作用する良い空間を見つけることは
非常に有効であることが知られている（幾何学的群論）．写像類群が作用する良い空間
として，曲線複体やTeichmüller空間などがある．特に曲線複体は，写像類群の “双曲
性”をとらえるにあたり重要な空間である．本節では，曲線複体と Teichmüller 空間に
ついて概説する．

2.1. 曲線複体
曲面の上の自己交差を持たない閉曲線を単純閉曲線という．単純閉曲線は１点もしく
は取り除いたn個の点の一つにホモトピックでないとき本質的という．以降，単純閉曲
線は自由ホモトピー類を指すこととする．曲面Sの曲線複体C(S)は，各頂点が本質的
単純閉曲線に対応し，k 個の頂点は対応する閉曲線が交差を持たない形で曲面上で実現
できるとき，k次元の単体を貼るという条件で定義される複体である．空間は「すべて
の３角形が細い」ときGromov双曲的と呼ばれる（詳しい定義は [BH, Bow1]などを参
照されたい）．次のMasur-Minsky の結果は様々な応用が知られる重要なものである．

定理 2.1 ([MM1]). 有限型の曲面S の曲線複体C(S) はGromov双曲的である．



群に対しても，有限生成系を固定しCayleyグラフを考えることで，Gromov双曲性が
議論できる．写像類群MCG(S)はGromov双曲的ではないことが知られている．しか
しながら，曲線複体への作用から写像類群MCG(S)の“双曲性”を抽出することができ
る．写像類群上のランダムウォークの様々な結果は，Gromov双曲群のランダムウォー
クについて知られている事実を曲線複体への作用を用いて写像類群に拡張する，という
形で得られている（例えば [MT]）．本予稿では双曲群上のランダムウォークについては
触れないが，Calegariによる双曲群の定義を含めたサーベイ論文がある [Cal]．また，曲
線複体は局所無限であるため議論に困難が生じる場合があることに注意する．この局所
無限性から生まれる困難を回避する様々な試み（hierarchy [MM2], acylindricity[Bow2]

など）が成功していることをコメントしておく．

2.2. Teichmüller空間
Teichmüller空間の正確な定義は [FLP, FM, IT] などに譲ることにし，ここでは簡単な
説明をすることにとどめる．まずX をリーマン面もしくは双曲曲面であるとする（一
意化定理，等温座標の理論を用いることにより曲面の上では複素構造と双曲構造は１
対１に対応することに注意する．[IT]などを参照のこと）．同相写像 f : S → X によ
り，S 上に複素構造，もしくは双曲構造を定義することができる．これを標識付き複
素または双曲構造という．Teichmüller空間は曲面S 上の標識付き複素構造，もしくは
双曲構造全体を適切な同値関係で割った空間である．Teichmüller空間には写像類群が
標識の取り換えとして作用している．Teichmüller空間には様々な距離が定義されてい
るが，今回は次の二つの距離を考える．

• Teichmüller距離 dT（複素構造の変形の度合いを測る），

• Thurstonの非対称距離 da（双曲構造の変形の度合いを測る）．

この二つの距離の様々な比較をまとめたPapadopoulos-Théret [PT]などの文献がある．
二つの距離は完全には一致しないが，Teichmüller空間の“太い”部分では有限の誤差を
除いて一致することがChoi-Rafi により示されている [CR]．[CR] の系として次の命題
が成り立つ．

命題 2.2. 確率測度µ : MCG(S) → [0, 1]について次は同値．

• Teichmüller距離dT について有限一次モーメントを持つ．

• Thurstonの非対称距離 daについて有限一次モーメントを持つ．

さらに，dT についてのドリフトとda についてのドリフトも一致する．

Teichmüller空間のコンパクト化を次のように与える．測度付き葉層とは曲面S 上の
葉層Fで有限個の特異点を持つものに，横断的測度µ を与えたものである．実際には，
各本質的単純閉曲線αに対して値 inf{µ(a) | aはαの表現}を返すRS

>0の元としてとら
え，適切な同値関係を与えたものを考える．ここでS(= C0(S))は本質的単純閉曲線全体
の集合である．詳しくは上で挙げた文献 [FLP, FM, IT]を参照していただきたい．測度
付き葉層全体の空間をMF(S)と書き，測度を正の実数倍するという作用で射影化した
空間をPMF(S)と書く．RS

>0の射影化を考えることにより，Thurston はTeichmüller

空間T (S) をPMF(S) を用いてコンパクト化し，写像類群の作用が連続に拡張するこ



とを示した．これをThurston コンパクト化といい T̄ (S) := T (S) ∪ PMF(S)とする．
PMF(S)の元 (F , µ)はMF(S)の元として，もし同じ葉層を持つ (F , µ′) ∈ MF(S)が
あったとき，必ずµ = tµ′ がある t ∈ R>0に対して成り立つとき，uniquely ergodicと
いう．UE(S) ⊂ PMF(S)をuniquely ergodic な葉層全体の集合とする．写像類群同様
Teichmüller 空間はGromov双曲的ではないが，双曲空間と様々な類似が成り立つこと
が知られている ([Raf]など)．双曲空間の理想境界とThurston コンパクト化の境界と
してのPMF(S)を比べたとき，特に良い類似が見られるのがUE(S)である．

3. Nielsen-Thurston 分類
写像類φはNielsen-Thurston 分類により

1. 周期的（∃n ̸= 0 s.t. φn = id），

2. 既約（∃Ω ⊂ S 1-submanifold s.t. φ(Ω) = Ω），

3. 擬アノソフ（∃(Fs, µs), (Fu, µu) ∈ MF(S), ∃λ ∈ R>0 s.t. φ(Fs, µs) = (Fs, µs/λ)

かつ φ(Fu, µu) = (Fu,λµu)）

のいずれかとホモトピックである事が知られている（[Thu2, FLP, FM]など）．擬アノ
ソフのFsを安定葉層，Fuを不安定葉層と呼ぶ．これらはPMF(S)の元として擬アノ
ソフφで固定されており，Fix(φ) = {Fs,Fu}がPMF(S)で成り立つ．また，FsとFu

はuniquely ergodic であることも知られている．Thurston コンパクト化の言葉で擬ア
ノソフ φの安定葉層Fsは次のように特徴づけられる．任意のX( ̸= Fu) ∈ T̄ (S)に対し
て，T̄ (S)の元として

lim
n→∞

φnX = Fs．

同様に，X( ̸= Fs) ∈ T̄ (S)の極限φ−n(X)はFuに収束する．
写像φ : S → Sに対して写像トーラスは

S × [0, 1]/(φ(x), 0) ∼ (x, 1)

として定義される．擬アノソフは写像トーラスが双曲構造をもつことと同値であるこ
とがThurston [Thu1]によって示されている．
擬アノソフの定義に現れる λ を擬アノソフの dilatation と呼ぶ．この dilatation は

様々な特徴づけができる．その例としてThurston とBers の定理をあげる．

定理 3.1 (Thurston,[FLP]参照). 写像類φ を dilatation λを持つ 擬アノソフであると
する．任意の本質的単純閉曲線αと計量ρ に対して，

lim
n→∞

log(lρ(φn(α)))

n
= log λ

が成り立つ．ここで，lρ はρ に関するα の長さである．

定理 3.2 ([Ber]). 写像類φ をdilatation λを持つ擬アノソフであるとする．擬アノソフ
φのTeichmüller距離に関する translation 距離は log λと一致する．



4. 写像類群上のランダムウォーク
写像類群の部分群H < MCG(S)がnon-elementaryであるとは，擬アノソフ写像φ1,φ2 ∈
HでFix(φ1) ∩ Fix(φ2) = ∅となるものが存在することをいう.

以降，確率測度µ : MCG(S) → [0, 1] で次のいずれかの条件を満たすものを考える．

条件 4.1. 確率測度µ : MCG(S) → [0, 1] は

• Teichmüller空間上のTeichmüller距離に関して有限一次モーメントを持つ，

• 台によって生成される群 ⟨supp(µ)⟩はnon-elementary である．

条件 4.2. 確率測度µ : MCG(S) → [0, 1] は

• 台は有限個の元からなる．

• 台によって生成される群 ⟨supp(µ)⟩はnon-elementary である．

ここで条件4.2 は条件4.1 よりも強い条件であることに注意する．漸近挙動の収束に
関する定理（Kingmanの劣加法的エルゴード定理など）が条件4.1 のもとで成り立つ．
条件4.2 を仮定することで，収束が指数的であることが証明できることが多々ある．そ
の例として，次のMaher による結果がある．

定理 4.3 ([Mah3, Mah4]). 確率測度µ は台が生成する部分群がnon-elementary である
と仮定する．この時,

P(ω = (ωn) ∈ MCG(S) | ωnは擬アノソフ) → 1

が成り立つ．さらに，確率測度µが条件 4.2 を満たす場合，µ にのみに依存するK >

0, c < 1が存在し

P(ω = (ωn) ∈ MCG(S) | ωnは擬アノソフ) ≥ 1−Kcn

が成り立つ．

定理4.3をはじめとした，様々な定理を示す基本的な道具となっているKaimanovich-

Masur の結果を紹介する．

定理 4.4 ([KM]). 確率測度µ は台が生成する部分群がnon-elementary であると仮定す
る．このとき次が成り立つ．

(1) P-a.e. ω = (ωn) ∈ MCG(S)Z>0に対して，極限

F (ω) := lim
n→∞

ωnX

が存在し，F (ω) はuniquely ergodic となる．

(2) あるµ-stationary 測度νが存在し，F (ω)の分布はν で与えられる．さらにこのν

は原子を持たない．



定理4.4の (1)は擬アノソフで成り立っている事実の，ランダムウォーク版とみなすこ
とができる．定理 4.4の (1)より，(2)の測度 νはUE(S)でのみ値をとることがわかる．
UE(S)はKlarreich[Kla]により曲線複体C(S)のGromov 境界 ∂C(S)の部分集合として
みることもできる．そのため，(2)の測度νは∂C(S)の上で定義されているとみなすこ
ともできる．写像類群の曲線複体への作用により，写像類群上のランダムウォークから
曲線複体上のランダムウォークを得ることができ，∂C(S)上の測度 νとの相性が良く，
様々な結果が得られている．

5. ランダム写像類の性質
ここでは，写像類群上のランダムウォークが漸近的に確率１で持つ性質として知られて
いるものをまとめる．すべてを網羅しているわけではなく，また多くは条件 4.1か 4.2

の下で成り立つが，細かい条件が必要な場合もある．詳しくは参照されている文献を
ご覧いただきたい．
ランダムウォークで得られた写像類は漸近的に確率１で

• 擬アノソフである，写像トーラスが双曲構造を持つ [Kow, Mah3, Mah4, Riv1]，

• Heegaard 分解で得られる多様体が双曲構造を持つ [Mah1, LMW]，

• １つ穴あき曲面の場合，写像トーラスが例外的手術をもたない，[Riv2]，

• オープンブックとして得られる多様体が双曲構造を持つ [Ito]，

• 他の写像類のベキとならない，有限被覆に関する持ち上げにならない [Masa1]，

• 写像トーラスが非算術的となる，写像トーラスの対称群が自明となる [Masa1]．

ブレイド群は穴あき円盤の写像類群とみなすことができる．ブレイド群に対しては，閉
包が双曲絡み目になる [Ma, Ito]，ブリッジ分解として得られる絡み目が双曲構造を持
つ [IM]ことなどが知られている．
次に，ランダムウォークのステップ数に対して真に線形に増大することが知られて

いる量をまとめる．同様に細かい条件などは文献に譲ることとする．

• 曲線複体の上のドリフト [Mah2]，パンツ複体， Teichmüller距離，Thurston 距
離に関するドリフト，

• 曲線複体の上の translation 距離 [MT]，

• 擬アノソフとしてのdilatation [DH]．

また，次の量の増大度の評価も得られている

• 写像トーラスの双曲体積（パンツ複体の上のドリフトが正になることと，Brock

の結果 [Bro1, Bro2]をあわせる）

• 安定交換子長（scl） [CM]．



6. 写像類群上のランダムウォークの力学系
この節では [Masa2]の結果を説明する．一言で述べると，擬アノソフについて成り立っ
ている幾つかの力学系に関する事実が，ランダムウォークに対しても成り立つ，とい
う結果である．まず，擬アノソフのトポロジカルエントロピーがdilatation と一致する
というThurston の結果を復習する．ここからは，曲面Sは閉曲面であり，とくにコン
パクトであると仮定する．A = {Ai}i∈I ,B = {Bj}j∈JをSの開被覆とする．このとき

N(A) := min{n | {A1, . . . , An}はSの開被覆,各1 ≤ i ≤ nに対してAi ∈ A}

とする．またA∨B := {Ai ∩Bj}i∈I,j∈Jとする．次のトポロジカルエントロピーは任意
のコンパクト空間の上の連続写像について同様に定義される．
定義 6.1 (トポロジカルエントロピー,[AKM]). 写像 f : S → Sを閉曲面S上の同相写
像とする．開被覆Aに対して，

h(f,A) := lim
n→∞

1

n
logN(A ∨ f−1A ∨ · · · ∨ f−n+1A)

とする．このとき，fのトポロジカルエントロピーh(f)を

h(f) := sup
A

h(f,A)

と定義する．ここで supはSのすべての開被覆に対してとる．
さらに，写像類φ ∈ MCG(S)に対しては，

h(φ) := inf
f∈φ

h(f)

と定義する．
定義に含まれる極限の収束は簡単な練習問題である．

定理 6.2 (Thurston, c.f. [FLP]). 写像類 φ ∈ MCG(S)が dilatation λをもつ擬アノソ
フであるとき，

h(φ) = log λ.

論文 [Masa2]では，定義6.1を次のようにランダムウォークに対して定義し直した．
定義 6.3 (ランダムウォークのトポロジカルエントロピー). 写像類の列 ω = (ωn) ∈
MCG(S)Z>0の表現w = (wn) ∈ Homeo+(S)Z>0が与えられたとする．すなわちwnはωn

の表現である．このとき，開被覆Aに対して，

h(w,A) := lim sup
n→∞

1

n
logN(A ∨ w1A ∨ · · · ∨ wn−1A)

とする．このとき，wのトポロジカルエントロピーh(w)を

h(w) := sup
A

h(w,A)

と定義する．ここで supはSのすべての開被覆に対してとる．写像類の列ωのトポロ
ジカルエントロピーは

h(ω) := inf
w

h(w)

と定義する．ここで inf はωの表現全体でとる．



いくつか注意を与える．まず，写像のベキのときと異なり，ランダムウォークのとき
は逆写像を取っていない．これは，ランダムウォークが新しい元を「右から」かけてい
ることに起因している．また，ランダムウォークの場合，定義に出てくる極限の存在は
（容易には）得られない．表現を取る必要がなければ，Kingman の劣加法的エルゴード
定理が極限の存在を保証するが，表現を取った後は，様々なエルゴード定理が使えなく
なる．これは，次のように定義されるBernoulliシフトθが，表現を取ることと相性が悪
いことに起因する．元ω = (ωn)n∈Z>0 ∈ MCG(S)Z>0に対して，θ(ω) = (ω−1

1 ωn+1)n∈Z>0

として θは定義される．定義より θiω = (ω−1
i ωn+i)n∈Z>0となる. このBernoulliシフト θ

はエルゴード的となり，表現を取る必要のない状況では様々なエルゴード定理が用い
られている．

定理 6.4 ([Masa2]). 確率測度µ : MCG(S) → [0, 1]が条件4.1を満たすとする．このと
き，P-a.e ω ∈ MCG(S)Z>0に対して，

h(ω) = L

が成り立つ．ここでLは Teichmüller距離dT に関するドリフトである．

次のKarlsson による先行研究によりドリフト Lは次のように特徴づけることもで
きる．

定理 6.5 ([Kar]). 確率測度µ : MCG(S) → [0, 1]が条件4.1を満たすとする．このとき，
任意の単純閉曲線α，計量ρとP-a.e. ω = (ωn)に対して，

lim
n→∞

1

n
log lρ(ω

−1
n α) = L

が成り立つ．

定理6.4と定理6.5は定理6.2，定理3.1，定理3.2をあわせたものランダムウォーク版
としてみることができる．

7. おわりに
ランダムウォークを考えることで，写像類，３次元多様体，絡み目などの性質P や不
変量V があったとき，容易に次のように問題設定をすることができる．

問題 7.1. 適切な条件を満たす確率測度µ : MCG(S) → [0, 1]の下，

• 確率
P(ω = (ωn) ∈ MCG(S)Z>0 | ωnは性質Pをもつ)

がn → ∞としたとき，どのように振る舞うか．

• 極限
lim
n→∞

ωnに対するV の値
F (n)

を求める．ここでF (n)はnの関数である．

また，Lubotzky-Maher-Wu [LMW]ではランダムウォークを使って，ある性質を満た
す多様体の無限個の例の存在が示されており，この方向への研究も考えられる．
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