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A. Floer の Morse theory for Lagrangian intersections [F] が出版されてから 30年
くらい経った。Floer理論の発展とともに、様々な応用がなされて、今では symplectic
構造の研究において特に重要な位置を占めている。本稿では、太田啓史氏の予稿と
合わせて、我々の深谷賢治氏、Yong-Geun Oh 氏との共同研究から幾つかの結果に
ついて紹介したい。

1. 序　Lagrange 部分多様体の Floer 理論のアイデア
多様体 X の symplectic 構造とは、2次微分形式 ω で、 (1) dω = 0, (2) 非退化 即

ち、各点の余接空間に ω が定める歪対象双 1次形式が非退化 の２条件を満たすもの
を与えることをいう。Darboux の定理により、ω は偶数次元ベクトル空間の非退化
双 1次形式を平行移動不変な 2次微分形式とみなしたものと局所的には微分同相に
なるので、symplectic 構造には Riemann 幾何における曲率のような局所的な不変量
は存在しない。

symplectic 形式を保つ微分同相写像の中で、Hamilton 微分同相写像と呼ばれるも
のが特に重要なクラスをなす。X 上に滑らかな関数 h が与えられると、ベクトル場
Xh で i(Xh)ω = dhを満たすものが一意的に定まる。これを hの定める Hamiltonベ
クトル場という。滑らかな関数の族 H = {ht}t∈[0,1] に対して、それを積分して1得ら
れる isotopyを {φt

H}t∈[0,1] (但し φ0
H = idX とする)と書き、φ1

H と表されるHamilton
微分同相写像という。　大雑把に言って、m 次元多様体の微分同相写像は m 変数関
数を m 個用いて表されるが、Hamilton 微分同相写像は m = 2n 次元の関数 1つ (正
準変換の母関数)で表される感じである。Hamilton 微分同相写像はかなり限られた
クラスをなしている。
symplectic 多様体の部分多様体は ω との関係で、isotropic (ω の制限が 0 になる

)、coisotropic (各点での接空間の ω に関する annihilatorが接空間に含まれる)、sym-
plectic (ω の制限が symplectic 形式を与える) などの条件がある。中でも、isotropic
かつ coisotropic （次元は入れ物の symplecctic 多様体の半分になる) であるものは
Lagrange 部分多様体と呼ばれ、重要なクラスをなす。
多様体 M の余接束 T ∗M には自然な 1次微分形式 λcan があり、余接束の切断 s

に対し、s∗λcan は 切断 s をM 上の 1次微分形式と見たものと一致する。そして、
ωcan = dλcan は T ∗M の symplectic 形式となる。閉 1次微分形式を余接束の切断と

1H ∈ C∞([0, 1]×X) がコンパクトな台をもつことを課せば積分できる。
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みなしたものを s とすると、s : M → T ∗M は Lagrange 埋め込みとなる。特に完全
1次微分形式 df に対しては、f の臨界点と 切断 df と零切断の交点が 1対 1に対応
するので、これらの交叉の個数は関数の臨界点の個数から評価される。特に、交叉が
横断的であることと f の臨界点が非退化であることは同値で、この場合 f について
Morse 理論を用いて交叉点の個数の評価が得られる。切断 df は零切断の Hamilton
微分同相写像による像として表せるが、逆は正しくない。しかし、零切断の Hamilton
微分同相写像による像は、「無限遠で非退化な 2次形式となる母関数」を用いて記述
することができ、閉多様体上の関数の臨界点理論の安定化版を用いて、零切断との
交叉点の個数の評価ができる。余接束などの場合を超えて、一般の閉 symplectic 多
様体の中の Lagrange 部分多様体の交叉を考察する際には、上記のような有限次元
の臨界点理論を適用できない場合が出てくる。Conley, Zehnder といった人たちは、
Lagrange部分多様体に端点を持つ道の空間の上で定義される作用汎関数に Morse理
論のアイデアが適用できればよいと考えていたが、 L2-計量に関する勾配ベクトル場
を素朴に計算すると、勾配流が定義できない（与えられた点を通る積分曲線が一般
には存在しない。積分曲線を複素平面の帯状領域からの正則写像と解釈すると、一
般に初期値問題が解けない）ことも分かっていた。Floer は、考えたい複素平面の帯
状領域からの正則写像の空間を非線形楕円型方程式の解空間として必要となる諸性
質を調べることで、Morse 複体の類似物を（技術的な困難がないように然るべき条
件をつけてではあるが）構成した。そのあらましは次のようである。

L ⊂ X を 閉 Lagrange 部分多様体、φ = φ1
H を Hamilton 微分同相写像とする。

P(L,L) を始点と終点が L 上にある道 γ : [0, 1] → X のなす空間とする。(以下は発
見的考察でなので、γ の regularity などについては書かない) P(L,L) 上に “1次微
分形式” αL,H を

αL,H : ξ ∈ TγP(L,L) %→
∫ 1

0

ω(ξ(t), γ̇(t)−Xht(γ(t)))dt

と定める。ここで ξ は γ∗TX の切断で、t = 0, 1 では L の接ベクトルになるものと
解釈し、γ̇(t) = d

dtγ(t) とおいた。αL,H は “閉微分形式” であることは、次のことか
らわかる。γ0 ∈ P(L,L) と、それに近い γ ∈ P(L,L) を取ると、γ0 と γ をつなぐ
P(L,L) の道がある。それを w : [0, 1]× [0, 1] → X で、w({0, 1}× [0, 1]) ⊂ L を満た
す写像と解釈して、γ0 の近傍で定義される関数を γ %→

∫
[0,1]×[0,1] w

∗ω と定義する。こ
れを用いて、αL,H の γ0 の近傍での原始関数が得られる。αL,H の零点は、この関数
の臨界点と対応するが、臨界点での Hessian が非退化であることは、L と φ(L) の交
叉の横断性と理解できる。そこで、この関数について Morse 理論の類似を考えたい。

X 上の概複素構造 J が ωと両立するとは、gJ(v1, v2) = ω(v1, Jv2)がX の Riemann
計量となることをいう。gJ を用いて P(L,L) の各接空間に L2-内積を入れ、αL,H に
対応するベクトル場を計算すると、γ %→ (t %→ −J(γ̇(t)−Xht(γ(t))) となる。このベ
クトル場の “積分曲線” ℓ : R → P(L,L) を u(τ, t) = (ℓ(τ))(t) (ここで、ℓ(τ) は X の
道で、そのパラメータは t ∈ [0, 1] である) とすると、u は Hamilton ベクトル場を用



いて摂動された Cauchy-Riemann 方程式

(1)
∂u

∂τ
u(τ, t) + J(u(τ, t))(

∂

∂t
u(τ, t)−Xht(u(τ, t))) = 0

の解と解釈できる。ここで発見的考察は終わりで、以後は、X は閉 symplectic 多様
体とし、(1) の解たち u を用いて、鎖複体 (CF •(L,H).δL,H,J) を構成する。

γ ∈ P(L,L) で
(2) γ̇±(t) = Xht(γ

±(t))

を満たすもの全体を Z とする。CF •(L) を、Z で Z/2Z 上生成される自由加群とす
る2。次数付けは Maslov-Viterbo 指数を使うが、それについては省略する。

u のエネルギー E(u) を

E(u) =
1

2

∫ ∞

−∞

∫ 1

0

∥ ∂u

∂τ
∥2 + ∥ ∂u

∂t
−Xht(u) ∥2 dτdt

と定める。E(u) が有限であることと、τ → ±∞ で u(τ, t) が γ± ∈ Z に収束するこ
とは同値であることが示される。上記のような γ± に対して、

M̃(γ−, γ+) = {u|(1), lim
τ→±∞

u = γ±}

とおく。(1) は τ -方向の平行移動不変性を持つので、それによる R-作用による商空
間をM(γ−, γ+) とする。X 内に正則球面や L に境界をもつ正則円板がないと仮定
すると、M(γ−, γ+)の 0-次元成分は有限個の点からなること、1-次元成分の endsは
然るべき 0-次元成分二つの直積になることから、

δL,H,J(γ
−) =

∑
#2M0−dim(γ−, γ+)γ+

と定義することができ、δL,H,J : CF •(L,H) → CF •(L,H) は δL,H,J ◦ δL,H,J = 0 を満
たすことがわかる。こうして得られる複体を Lagrange 部分多様体とその Hamilton
変形の組の Floer 複体、cohomology を Floer cohomology という。Floer は (ここで
書いた書き方とは異なるが、同値なものを）π2(X,L) = 0 の条件のもとで実行して
みせた。同じ条件下で Floer cohomology を計算し、L の Z/2Z-係数 cohomology と
同型になることを示した [F]。この系として、交叉点の個数が L のZ/2Z-係数 Betti
数の和以上であることが従う。
この結果から、π2(X) = 0 である 閉 symplectic 多様体の Hamilton 微分同相写像

の不動点が全て非退化であれば、その個数の評価が得られる (Arnold 予想の Betti
数版の部分的3解決)。Floer は Hamilton 微分同相写像の Floer cohomology を単調
な閉 symplectic 多様体に対して構成、計算し、Arnold 予想の Betti 数版がこの場合

2一般には、Novikov 環上で考える必要があるが、アイデアを説明するこの節ではそれはしない。
3部分的とは言っても、Floer の成果は正に breakthrough である。



にも正しいことを証明した [F2]。ここで (X,ω) が単調であるとは、[ω], c1(TX, J)
を π2(X) 上で測ったとき、ある 正定数 λ が存在して、

c1(TX, J)|π2(X) = λ[ω]|π2(X)

が成り立つことをいう。
上では、P(L,L) を使って、Floer 複体を説明したが、L0 = L から L1 = φ(L) に

至る道の空間 P(L0, L1) を用いて定式化することもできる (Floer の論文ではこちら
で書かれている)。φt

H を用いて、(φH(γ))(t) = φt
H(γ(t)) とすると、これは L0 から

L1 に至る道になる。こうして γ ∈ P(L,L) %→ φH(γ) ∈ P(L0, L1) により、P(L,L)
とP(L0, L1) を同一視すると、方程式 (1) は Hamilton ベクトル場による摂動項のな
い (J は φt

H による変換を受けた）Cauchy-Riemann 方程式に変わる。
Yong-Geun Oh [Oh] は、Lagrange 部分多様体に対しても単調性と最小 Maslov 数

が 3 以上の条件4のもとで、Floer の構成を拡張し、コンパクトエルミート対称空間
の中の実形の場合に計算をした。ここでも、X と L0, L1 に課した条件から正則球面
や正則円板が、Floer 複体を構成する際に必要となる 0-次元と 1-次元のモデュライ
空間に悪影響を与えないことが議論の鍵である。
一般的な場合を考えると状況は変わる。Hamilton 微分同相写像（symplectic 微分

同相写像に対してでもよい) に対する Floer cohomology は一般の閉 symplectic 多
様体上で構成でき、X の (Novikov 環係数の) 常 cohomology と同型になることが
証明できる (深谷-小野 [FO]、Liu-Tian [LT])。しかし、Lagrange 部分多様体の交叉
の Floer 複体については、２次元トーラス上で、可縮な円と meridian の対のよう
な簡単な例でも上の議論はうまく進まないことがわかる。このことは、正則球面の
bubbling-off は余実次元 2の現象であるのに対し、正則円板のそれは余実次元 1 の
現象なので、Floer 複体を作る際のモデュライ空間の end に影響を与えうることに
よる。問題となるのは Lagrange 部分多様体に境界を持つ正則円板の存在であるか
ら、それらを組織的に考察し、Floer 複体を構成するための障害をはっきりさせ、可
能であれば、境界作用素 δ を修正して Floer 複体を得られるのはどういう時である
かを明らかにしたい。そのために我々は、Lagrange 部分多様体に対して、filter 付
き A∞-代数を構成し、その言葉を用いてこれらの問いに答を与えた。それについて
[FOOO1] の議論を次節で説明したい。

2. Lagrange 部分多様体に付随した filter 付き A∞-代数
以後、Lagrange 部分多様体は spin 構造 (それより弱く我々が導入した相対 spin

構造で十分)を与えられているとする5。この条件は、これから説明する構成に現れ
るモデュライ空間に整合的な向きを入れるために必要となる。

4もう少し条件を付けてあるが、ここでは省く
5X に然るべき条件を付けて、正則球面の影響が制御できる状況においては L の spin 構造なしで

Z/2Z-上で Floer 理論を展開できる。同じ条件下で、L に spin 構造があれば、Z 上での構成もでき
る [FOOO8]。



まず、複素係数の普遍 Novikov 環 (以後単に Novikov 環と書く。また、今回は次
数に関する生成元を落としたものを考える。) を定義する。T を形式的変数とし、

Λ0 = {
∑

i

aiT
λi |ai ∈ C,λi ≥ 0, lim

i→∞
λi = +∞}

とおく。指数が実数であるべき級数で、べきが +∞ に発散するような無限和を許し
ている。勿論、有限和は全て許される。Λ0 は整域で、その商体を Λ と書く。これは
指数が実数である Laurent 型のべき級数からなる体である。また、Λ+ で、指数が正
であるべき級数のなすもの (Λ0 の唯一の極大イデアル) を表す。Λ \ {0} に vT を、

vT (
∑

i

aiT
λi) = min{λi|ai ̸= 0}

で定めると、加法的付値になる。 Λ0,Λ は vT の定める位相で完備であり、Λ は (C
が標数 0 の代数的閉体であることから) 代数的閉体になる。(この事実は、第３節の
potenrial 関数の臨界点を探すときに役立つ。)

Ω•(L),Ω•(L;Λ0) で、L の複素係数あるいは Novikov 環係数の de Rham 複体を表
す。de Rham 複体の外微分、wedge 積に加えて、正則円板の効果を加えて filter 付
き A∞-代数が構成される。
空でない連結な境界を持つ種数 1 の Riemann 面 Σ (例えば 円板 D2) の境界に

k+1 点 z0, . . . , zk、内部に ℓ 点 w1, . . . , wℓ を付けたものから (X,L) への境界付き安
定写像、即ち正則写像で、β ∈ H2(X,L;Z) を表し、自己同型群が有限であるもの6の
モデュライMℓ,k+1(β;L) を考える。k+1 個の境界上の点、ℓ 個の内点で値をとるこ
とにより evalution maps

evi : Mℓ,k+1(β;L) → L i = 0, 1, . . . , k; ev+j : Mℓ,k+1(β;L) → X j = 1, . . . , ℓ

が定まる。
まず ℓ = 0 の場合を考える。β ̸= 0, k = 0, 1, 2, . . . に対して、

mk,β : (ξ1 ⊗ · · ·⊗ ξk) ∈ (Ω•(L))⊗k %→ (ev0)!(ev
∗
1ξ1 ∧ · · · ∧ ev∗kξk) ∈ Ω•(L)

と定義する。ここで、(ev0)! はファイバーに沿う積分で、これを定義するには倉西構
造の摂動の連続族の手法を用いる。mk,β は Ω•(L) に入れる次数を微分形式としての
次数マイナス 1 とすると、これらは次数を 1 増やす多重線形写像になる。β = 0 に
対しては、k = 1, 2 の時以外は 0 で7 m1,β=0,m2,β=0 は符号を除けば外微分と wedge
積として定義する。

k ごとに足し上げて mk =
∑

β T
∫
β ωmk,β とおき、mk : Ω•(L;Λ0)×k → Ω•(L;Λ0) が

定まる。この和が T -進の意味で収束することはエネルギー有界な安定写像に関する
Gromov コンパクト性から従う。境界付き安定写像のモデュライ空間の境界の記述と

6境界上に点のついていない場合 k + 1 = 0 の場合だけは例外的な扱いが必要である。
7L の特異鎖複体に filter 付き A∞-代数の構造を入れる場合には、mk,β=0 は k ≥ 3 であっても消

えない。



ファイバー積分についての基本的性質から、{mk}k=0,1,2,... は次の関係式を満たすこ
とが示される。(符号は少し煩雑なのでここでは ± と書くが、先ほどの次数のずら
し deg′ = deg−1を考慮すると Koszul 符号で関係式は成立する。)

(3)
∑

k=k1+k2−1

k1−1∑

i=0

±mk1(ξ1⊗ . . . ,⊗ξi⊗mk2(ξi+1⊗ · · ·⊗xi+k2)⊗ξi+k2+1⊗ · · ·⊗ξk) = 0

これを filter付き A∞-代数の関係式と呼び、(Ω•(L;Λ0), {mk}) を Lに付随した filter
付き A∞-代数と呼ぶ。特に、k = 1 の時をみると、
(4) m1 ◦m1ξ +m2(m0(1)⊗ ξ) + (−1)deg

′ ξ(ξ ⊗m0(1)) = 0

となる。m1 は L とそれ自身の交叉についての Bott-Morse 型の Floer 複体の余境界
作用素になってほしいものであるが、上の関係式からm0(1) の関係する項があるた
め、一般に m1 ◦m1 = 0 とはならない。つまり、この場合 m0(1) が余境界作用素を
得るための障害である。そこで、これを消すような変形を探す。まずは、filter 付き
A∞-代数の座標変換をしてこれを消すことを考える。b ∈ Ωodd(L;Λ+) を用いて、

mb,k(ξ1 ⊗ · · ·⊗ ξk) =
∑

r0,...,rk

mk+r0+···+rk(b
⊗r0 ⊗ ξ1 ⊗ b⊗r1 ⊗ · · ·⊗ ξk ⊗ b⊗rk)

とする。即ち、ξ1, . . . , ξk の前、間、後に任意個数の b を入れ、足し上げたものであ
る。b の取り方から、この和は T -進位相で収束する。Λ0 = C⊕ Λ+ の Λ+ 係数の b
についてはこのような変形ができる。b0 ∈ H1(L;C/2π

√
−1Z) による変形は、L 上

の local system を使って、これまでの構成をひねり filter 付き A∞-構造 mb0
k を作る

ことができる (Cheol-Hyun Cho)。(b0, b) に対する
(5) mb0

b,0(1) =
∑

k

mb0
k (b

⊗k) = 0

を Maurer-Cartan方程式という。Maurer-Cartan方程式が解 (b0, b)を持てば、mb0
b,1 ◦

mb0
b,1 = 0 となり、(Ω•(L;Λ0),m

b0
b,1) は複体となることがわかる。

ところで、filter 付き A∞-代数に対して、m1 の古典的部分、今の場合は外微分、
の cohomology 上に filter 付き A∞-代数の構造を移すことができる。(我々の言葉
では canonical model と呼ぶが、minimal model と呼ぶ人たちもいる。) 今の場合、
H•(L;Λ0) 上に filter 付き A∞-構造 {mcan

k } が入る。cohomology 環の単位元 1L は
filter 付き A∞-代数の単位元になる。即ち、k ̸= 2 ならば、mcan

2 に一つでも 1L が入
れば 0 になり、

m2(1L; ξ) = ξ = (−1)deg ξm2(ξ, 1L)

を満たす。これを (4) と見比べれば、m0(1) が 1L に Λ+ の元が掛かった形になって
いれば、m1 ◦m1 = 0 となり、複体が得られることがわかる。filter 付き A∞-代数の
単位元の性質から、1L は {mb0

b,k} に関する単位元にもなることが分かるので、(b0, b)



が次の意味で Maurer-Cartan 方程式の弱い意味での解になっていれば、mb0
b,1 は余境

界準同型を与えることがわかる。

(6) mb0
b,0(1) =

∑

k

mb0
k (b

⊗k) ∈ Λ+ · 1L

ここで詳しく述べることはできないが、filter 付き A∞-代数のホモトピーの枠組
みを用いて、Maurer-Cartan 方程式の解の集合、弱い意味での Maurer-Cartan 方程
式の解の集合に gauge 同値関係を入れることができ、gauge 同値類全体をMC(L),
MCweak(L) ができる。弱い意味での Maurer-Cartan 方程式の解の定義から、L の
Floer 理論的 potential 関数

POL : MCweak(L) → Λ+

を、(b0, b) に対して、mb0
b,1(1) = POL(b0, b)1L を満たすものとして定義することがで

きる (値は gauge 同値類にしかよらない)。
内点のついた境界付き安定写像のモデュライを用いた bulk 変形 について手短に

説明する。
qk,ℓ;β : Ω•(X)⊗ℓΩ•(L)⊗k → Ω•(L) を
qk,ℓ;β(⊗j = 1ℓηj ⊗⊗k

i=1ξi) = (ev0)!(ev
+∗
1 η1 ∧ · · · ∧ ev+∗

ℓ ηℓ ∧ ev∗1ξ1 ∧ · · · ∧ ev∗kξk)

とし、qk,ℓ =
∑

β T
∫
β ωqk,ℓ;β と定義する。b ∈ Ω•(X;Λ+) に対して、

mb
k(ξ1 ⊗ · · ·⊗ ξk) =

∑

ℓ

qk,ℓ(b
⊗ℓ ⊗ ξ1 ⊗ · · ·⊗ ξk)

とすると、mb
k は Ω•(L;Λ0) 上に filter 付き A∞-代数の構造を定めることが分かる。

これを bによる bulk変形という。Maurer-Cartan方程式、その（弱い意味での）解、
potential 関数などは、bulk 変形を行った後の filter 付き A∞-代数に対しても考えら
れ、MCb,weak(L), POL

b などが同様に定義される。また、全ての構造を Λ0-係数の常
cohomology 上に移すことができる。
この時、次が成り立つ。

定理 1. L0, L1 を 閉 symplectic 多様体 (X,ω) の clean intersection を持つ Lagrange
部分多様体の相対的 spin対8とする。b ∈ H∗(X;Λ+)と、bで bulk変形された Li の
Maurer-Cartan 方程式が弱い意味での解 bi ∈ Hodd(L;Λ0), i = 0, 1 で、POL0

b (b0) =
POL1

b (b1) を満たすものが存在する時、H•(L0 ∩ L1;Λ0) 上に Floer の δ を b, b0, b1
を用いて変形した δb0,b1b が定義でき、(H•(L0 ∩ L1;Λ0), δ

b0,b1
b ) は複体となる。

8L0, L1 がそれぞれ spin 構造を与えられている状況ならばこの条件を満たす。symplectic 微分同
相写像に対する Floer 複体の構成を含む形に定式化しようとすると、それでは足りないので、このよ
うに条件を書いた。



この cohomology を HF •
b ((L1, b1), (L0, b0);Λ0)) と書く。Hamilton 微分同相写像

φ = φ1
H から、L1と φ(L1)の filter付き A∞-代数の同型を構成することができる。従っ

て、L1のMaurer-Cartan方程式の (弱い意味での)解 b1から、φ(L1)のそれ φ∗(b1)が
得られる。しかし、HF •

b ((L1, b1), (L0, b0);Λ0)) から HF •
b ((φ(L1),φ∗b1), (L0, b0);Λ0))

への同型は一般に得られない。これは、Λ0 上で考えているからで、Λ0 加群としての
torsion に違いが現れる。このことは、Lagrange 部分多様体の displacement energy
と呼ばれる量の評価に応用することができる ([FOOO6])。Λ0 から、Λ に係数拡大す
れば、HF •

b ((L1, b1), (L0, b0);Λ) から HF •
b ((L1, b1), (L0, b0);Λ) への同型が得られる。

従って、Λ-係数の Floer cohomology が消えていなければ、その交叉をなくすことは
できない。

bulk 変形を許して Maurer-Cartan 方程式に解があるかどうかの十分条件を一つ挙
げておく9

定理 2. L を (X,ω) の Lagrange 部分多様体で spin 構造を持つものとする。包含
写像の誘導する常 cohomology の写像H•(X;C) → H•(L;C) が単射であれば、ある
b ∈ H•(X;Λ+) が存在して、b で bulk 変形された filter 付き A∞-代数の Maurer-
Cartan 方程式は解をもつ。

この定理の証明には、pk,ℓ : H•(X;Λ+)⊗ℓ ⊗ ⊗H•(L;Λ0)⊗k → H•(X;Λ0) なる op-
erator が用いられる。これは、mk,ℓ の場合と異なり、最後にファイバー積分を内点
での evaluation map に関して取ることで得られる。

bulk 類 b を決めた深谷圏の対象は、Lagrange 部分多様体と Mauere-Cartan 方程
式の弱い意味での解の gauge 同値類の組で、射の空間は、potential 関数の値が一
致している場合のみ 0 ではなく、bulk 類とそれぞれの Maurer-Cartan 方程式の弱
い意味での解を用いて上記のように定義される Floer 複体 (cohomology level では
Floer cohomology) である。m は filter 付き A∞-圏の構造を与え、p, q は それぞれ
p̂ : HH∗(Fukb(X,ω)) → QH∗

b (X;Λ0), q̂ : QH∗
b (X;Λ0) → HH∗(Fukb(X,ω)) を与

える。ここで、 QH∗
b は b で bulk 変形された量子 cohomology 環、HH∗, HH∗ は

Hochschild cohomology, Hochschild homology を表し、前者は open-closed map 後
者は closed-open map とも呼ばれる。(次節で応用を述べるのに必要なので、言葉の
みここに記したが、太田氏の予稿、講演で扱ってもらえるのではないかと思う。)

3. 応用例: コンパクトトーリック多様体の Lagrange トーラス軌道
10この節では (X,ω) をコンパクトケーラートーリック多様体とする。複素射影空

間とその上の Fubini-Study 形式やその直積はその例である。複素次元を n とする。
コンパクトトーラス T = T n は複素構造とケーラー計量を保って作用し、ケーラー形
式に関して Hamilton 的な作用である。即ち、moment 写像 π : X → Lie∗(T ) ∼= Rn

9他にも、anti-symplectic involution の不動点集合として現れる Lagrange 部分多様体について、
Maslov 数の条件をつければ Maurer-Cartan 方程式の解の存在を示すことができる [FOOO9]。

10この節に関する文献は [FOOO2, FOOO3, FOOO4] である。survey として [FOOO5] もある。



があって、π と線形な射影Rn → R の合成として得られる関数のHamilton ベクトル
場たちにより、T の作用は生成される。複素余次元 1 の部分集合 (部分トーラス作
用の不動点集合の和集合で、toric divisors と呼ばれる) の補集合では T は 自由に作
用する。従って、一般的な T -軌道には、自由かつ推移的に作用していて、 Lagrange
部分多様体となることも分かる。exp : Lie(T ) → T を exponential map とすると、
π1(T ) = exp−1(id) ⊂ Lie(T ) なので、Lie(T ) 及びその双対である Lie∗(T ) に そ
れぞれ lattice N , M が定まる。P = π(X) は 各頂点に集まる辺の原始的ベクトル
が lattice M の基となる Rn の中の凸多面体である。u ∈

◦
P を P の内点とすると、

L(u) = π−1(u) が Lagrange トーラス軌道 (Lagrange トーラスファイバーと呼ぶ) と
なる。H1(L(u);Z), H1(L(u);Z) はそれぞれ N , M と自然に同一視される。L(u) が
T の自由な軌道であることを用いて、次のことが示される。

定理 3. H1(L(u);Λ0/2π
√
−1Z) ⊂ MCweak(L(u))

L(u) の potential 関数を H1(L(u);Λ0/2π
√
−1Z) に制限したものの、先頭項たち’

は P の余次元 1の面に対応し、P の情報を用いて記述できる。N のベクトル v⃗j, j =
1, . . . ,m と実数 λj を用いて MR = M ⊗Z R 上のアフィン関数 ℓj(u) = ⟨v⃗j, u⟩ − λj

があって、
P = {u ∈ M ⊗Z R|ℓj(u) ≥ 0}

と表される。M に Z-基底をとり固定し、それに関して、H1(L(u);Λ0/2π
√
−1Z) の

座標を (y1(u), . . . , yn(u)) ∈ (Λ0 \ Λ+)n とすると、POL(u) への先頭項の寄与は、

POL(u)
0 (y1(u), . . . , yn(u)) =

m∑

j=1

y1(u)
v1j · · · · · yn(u)vnjT ℓj(u)

であることが分かる。 ここで、vij は v⃗j の先ほど取り固定した M の基底の双対基
底に関する成分である。X が Fano 的即ち、 c1(X) があるケーラー類の正数倍にな
るとき、(bulk 変形がなければ) potential 関数は POL(u)

0 と一致する。一般には高次
の項が現れるが、そのときでも POL(u)

0 は重要な情報を持っている。
これまでのことは、T -不変な bulk 変形をしても成り立つ。(実は、b は不変微分

形式ではなく、T -不変なサイクルを用いて、モデュライ空間を制約して qk,ℓ を定義
する。それにより、定理 3 と同様のことを示すことができる。)

定理 4. b を T -不変なサイクルとする。b により bulk 変形された potential 関
数 POL(u)

b が (Λ0 \ Λ+)n に臨界点 y(u) を持つことと、y(u) に対応した Maurer-
Cartan 方程式の弱い意味での解 by(u) を用いて定義される Bott-Morse 型の Floer
cohomology HF •

b ((L(u), by(u)), (L(u), by(u))) が消えないことは同値である。またこ
の時、Floer cohomology は Novikov 環（あるいは Novikov 体) 係数の L(u) の常
cohomology と加群として同型になる。



これまでは、個々の L(u) に対して potential 関数を考えていたが、yi = ui(u)T ui ,
i = 1, . . . , n, と変数を置き換えてみる。ここで、ui は u の先ほど決めた M の基底に
関する成分である。すると、POL(u)

b (y1(u), . . . , yn(u)) を y1, . . . , yn を用いて表すと、
それは u によらないことが分かる。そこでそれを POX

b と書き、トーリック多様体
X の potential関数と呼ぶことにする。この関数の定義域が何になるかは注意が必要
で、v⃗−1

T (
◦
P ) ⊂ (Λ\{0})n をその定義域と定義する。ここで、v⃗T は vT : (Λ\{0}) → R

を (M に定めた基底のベクトルに対応して) n 個並べたものである。特に、そこで
は POX

b やその形式的な方向微分が T -進の意味で収束することは境界付き安定写像
の Gromov コンパクト性から従う。

potential 関数 POX
b の Jacobi 環を定義することができる (P あるいは その内部

に対応した strict convergence power series ring を potential 関数の方向微分の生成
するイデアルの然るべき閉包で割ったものとして定義する) 。それを Jac(POX

b ) と
書く。

定理 5. q を用いて、環としての同型 QH∗
b (X;Λ0) → Jac(POX

b ) が得られる。

特に、POX
b は v⃗−1

T (
◦
P ) に重複度を込めて、∑

p bp(X) の臨界点を持つことが分
かる。(bp(X) は X の p-次の Betti 数) POX

b の臨界点 y に対して、uy = v⃗T (y),

by = ⃗log(T−uyy) とすると、HF •
b ((L(uy, by)), (L(uy, by))) は消えないことが分かる。

ここで、⃗logは成分毎にゼロでない定数項から始まる c0+ T の正べきの項たちの logを
とったもの。これにより、b で bulk 変形された深谷圏の非自明な対象が Lagrangian
トーラス軌道とその上の Maurer-Cartan 方程式の弱い意味での解の組として得ら
れる。
ここで、定理 5 の同型が、Hochschild cohomology を経由していることに注意し

て、次の [AFOOO] の定理を適用する。

定理 6. (1) (X,ω) を閉 symplectic 多様体とする。深谷圏の有限個の対象の生成す
る部分 filter 付きA∞-圏 L への p̂ の制限の像に QH∗

b (X;Λ0) の単位元を含めば、L
(の対象)は、深谷圏を分裂生成する。

(2) p と q は双対である。

従って、コンパクトケーラートーリック多様体の (b で bulk 変形された) 深谷圏
は、POX

b の臨界点に対応する対象により分裂生成されることが分かる。定理 5 と
ある pairings の両立性などの話題は太田氏の講演で触れられることと思う。
今述べたこと以外にも、トーリック多様体の中の Lagrange トーラス軌道のお互い

に Hamilton微分同相で写り合わない連続族で、どれも Hamilton微分同相写像で自分
自身から交叉を外せない例の構成、あるいは (S2,ω)２つの直積の中の Lagrangeトー
ラスで同じようなものの構成 (この場合、トーラス軌道としてはそのようなものはな
い)[FOOO7]や、それを用いた、Hamilton微分同相写像群の Calabi quasimorphisms



の本質的にどの２つも異なる連続族の構成 [FOOO10] など、この節で述べた理論が
関わる応用がある。
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