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1. はじめに
ポリヘドラルプロダクトは，（抽象）単体複体によって定まる直積空間の部分空間たちの
和集合として与えられる空間である．この構成は，ウェッジやジョインなど，ホモトピー
論において基本的な空間の構成法を組み合わせ的に拡張したものであり，その雛形は古
くに現れていた．（[27, 1]参照）単体複体を用いた現在の定式化は，Davis-Januszkiewicz

[8] による擬トーラス多様体に関する仕事において，モーメントアングル複体とDavis-

Januszkiewicz空間と呼ばれる単体複体により定まる空間が導入された後，それらの一
般化としてBahri-Bendersky-Cohen-Gitler [2] により与えられた．
定義より，ポリヘドラルプロダクトのトポロジーは，単体複体の組み合わせ情報に

より支配されるため，そのホモトピー不変量は単体複体の組み合わせ不変量を与える．
特に，あるポリヘドラルプロダクトのコホモロジーは，単体複体のStanley-Reisner環
やその導来代数と同型であることが知られており（[8, 3]参照），Stanley-Reisner環の
情報をもとに，ポリヘドラルプロダクトのホモトピー型を決定するという研究が行わ
れてきた．（[2, 16, 17, 13, 15]参照）また，最近では，Kätthanの仕事 [25]に見られる
ように，ポリヘドラルプロダクトに関する結果を，単体複体の組み合わせ論へと拡張
することも行なわれており，ポリヘドラルプロダクトのホモトピー論と組み合わせ論
との相互作用は，より興味深い展開を見せている．
2013年のトポロジーシンポジウムにおいて入江幸右衛門氏（大阪府立大学）がポリ

ヘドラルプロダクトの分解について講演された後，いくつか重要な進展があったので，
本講演ではこの進展を中心に，以下の項目について解説する：(i) ポリヘドラルプロダ
クトとStanley-Reisner環，(ii) ファットウェッジフィルトレーションとホモトピー分解，
(iii) Golod性と sequentially Cohen-Macaulay性，(iv) 今後の課題．ポリヘドラルプロ
ダクトにはトーリックトポロジーとのつながりという重要な側面があるが，今回はそ
れに関して具体的には触れないことにする．本講演の内容は入江幸右衛門氏との共同
研究にもとづいている．

2. ポリヘドラルプロダクトとStanley-Reisner環
2.1. ポリヘドラルプロダクトの定義

まず，ポリヘドラルプロダクトを定義しよう．以下，Kを頂点集合が [m] = {1, . . . ,m}
である（抽象）単体複体とし，(X,A)を空間対の族 {(Xi, Ai)}i∈[m]とする．部分集合
σ ⊂ [m]に対して，X1 × · · · ×Xmの部分空間

D(σ) = Y1 × · · · × Ym, Yi = Xi (i ∈ σ), Ai (i ̸∈ σ)

を対応させることで，単体複体Kは部分空間配置を定める．（実際はKの極大面だけで
定まるが，Kを考えるほうが便利である．）その和としてポリヘドラルプロダクトは定
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義される：
ZK(X,A) =

∪
σ∈K

D(σ)

特に重要なポリヘドラルプロダクトは，ZK(CX,X), ZK(X, ∗)であり，本講演では
ZK(CX,X)を扱う．

例 2.1 任意の iで (Xi, Ai) = (R, 0)のとき，部分空間配置{D(σ)}σ∈KをKが定める座
標空間配置という．定義より，その和はZK(R, 0)である．KのAlexander双対を

K∨ = {τ ⊂ [m] | [m]− τ ̸∈ K}

で定めると，Kが定める座標空間配置の補空間はZK∨(R,R−0) ≃ ZK∨(D1, S0)となる．
この部分空間配置の複素化を考えると，その補空間はZK∨(C,C− 0) ≃ ZK∨(D2, S1)で
ある．ポリヘドラルプロダクトZK(D

2, S1),ZK(D
1, S0)は特に重要であり，それぞれ

モーメントアングル複体，実モーメントアングル複体と呼ばれ，ZK ,RZKで表される．

例 2.2 射影 (CXi, Xi) → (ΣXi, ∗)は写像

ZK(CX,X) → ZK(ΣX, ∗) (1)

を誘導する．K = ∂∆[m]のときを考える．ここで，∆[m]は頂点集合を [m]とする単体で
ある．m = 2のとき，この写像はWhitehead積X1 ∗X2 → ΣX1 ∨ΣX2であり，m > 2

のとき，Porter [27]はこの写像を高次Whitehead積と呼んだ．したがって，一般のK

に対して，写像 (1)は高次Whitehead積の一般化と考えられる．

ポリヘドラルプロダクトはZK(CX,X), ZK(X, ∗)は次のホモトピーファイブレー
ションにより，相互補完的に結びつけられている．

ZK(CΩX,ΩX) → ZK(X, ∗) incl−−→ X1 × · · · ×Xm (2)

また，ファイバーの包含写像は (1)においてXをΩXに置き換えたものを経由する．

2.2. Stanley-Reisner環

単体複体Kの可換環R上のStanley-Reisner環は

R[K] = R[v1, . . . , vm]/(vi1 · · · vik | {i1, . . . , ik} ̸∈ K)

により定義される．便宜上，viの次数は2とする．定義より次の同型をただちに得る．

H∗(ZK(BS1, ∗);R) ∼= R[K] (3)

したがって，ZK(BS1, ∗)と関係する空間によって，R[K]の導来代数を実現できる．例
えば，R[K]のコホモロジーはΩZK(BS1, ∗)のコホモロジーと同型である．本講演で重
要なのは次の同型である．

命題 2.3 (Baskakov-Buchstaber-Panov [3]) 次の環同型が存在する．

H∗(ZK ;R) ∼= Tor∗R[v1,...,vm](R[K], R)

ただし，右辺の積はKoszul分解から誘導される．



この同型は，チェインレベルでの同型を具体的に記述することで，Baskakov-Buchstaber-
Panov [3]により得られたが，ホモトピーファイブレーション (2)のEilenberg-Mooreス
ペクトル系列に同型 (3)を代入することでも理解出来る．同型 (3)と命題 2.3の同型を
通してポリヘドラルプロダクトの性質を類推し，証明する，もしくは，ポリヘドラル
プロダクトの性質を単体複体の組み合わせ論へと還元するのが本研究の大きな目的で
ある．

注 2.4 ポリヘドラルプロダクトは Stanley-Reisner環だけではなく，群のグラフ積を
基本群で実現する．例えば，グラフΓに対して，ZΓ(BZ/2, ∗)の基本群は right-angled

Coxeter群と同型であり，ホモトピーファイブレーション (2)により，RZΓの基本群は
その交換子群と同型であることがわかる．このつながりに焦点をあてたポリヘドラル
プロダクトの研究も興味深い．（[10, 9, 29, 30]参照）

3. ファットウェッジフィルトレーションとホモトピー分解
3.1. BBCG分解

Hochsterは加群同型

Tor∗R[v1,...,vm](R[K], R) ∼=
⊕
I⊂[m]

H̃∗(KI ;R)

を示した．ただし， KI = {σ ∈ K | σ ⊂ I}．（Hochsterはさらに，環構造もこの同型を
通して組み合わせ的に記述している．）この同型を実現するポリヘドラルプロダクトの
性質が知られており，それが次のBBCG分解である．

定理 3.1 (Bahri-Bendersky-Cohen-Gitler [2]) 次のホモトピー同値が存在する．

ΣZK(CX,X) ≃ Σ
∨

∅≠I⊂[m]

|ΣKI | ∧ X̂I

ただし，X̂I =
∧

i∈I Xiである．

注 3.2 BBCG分解には酷似した先行結果 [23, 24]がある．また，これらの結果は [18]

により，一般化されている．

次の問題を考えよう．

問題 3.3 BBCG分解にもとづいて，ポリヘドラルプロダクトのホモトピー型を記述
せよ．

最も安直なアプローチは，「BBCG分解のサスペンションをはずす」というものであり，
これを出発点として，ポリヘドラルプロダクトのホモトピー論は発展してきた．もちろ
ん，任意の単体複体に対してサスペンションははずせないので，はずせる可能性のある
単体複体を見つける必要がある．その際に利用されるのが，単体複体のGolod性という
組み合わせ代数構造であり，これに関しては次節で述べる．今までにいくつかのGolod

性をもつ単体複体のクラスに対して，サスペンションははずされてきたが（[13, 16, 15]

参照），それぞれアドホックな手法で行われており，ポリヘドラルプロダクトの本質的
な性質を理解するまでには至っていなかった．さらに，Bahri-Bendersky-Cohen-Gitler



によるBBCG分解の証明は，ポリヘドラルプロダクトをサスペンションすることで得
られる性質にもとづいているため，（サスペンション抜きの）ポリヘドラルプロダクト
自体の構造とBBCG分解のつながりが明確ではない．よって，次の問題を考えよう．

問題 3.4 BBCG分解を誘導するポリヘドラルプロダクトの構造を発見し，調べよ．

3.2. ファットウェッジフィルトレーション

空間族X = {Xi}i∈[m]に対してk次ファットウェッジは

T k(X) = {(x1, . . . , xm) ∈ X1 × · · · ×Xm |xiのうちm− k個は基点}

で定められる，直積空間X1 × · · · ×Xmの部分空間であり，フィルトレーション

∗ = T 0(X) ⊂ T 1(X) ⊂ · · · ⊂ Tm−1(X) ⊂ Tm(X) = X1 × · · · ×Xm

を与える．このフィルトレーションはサスペンションすると分裂し，直積空間の標準
的な分解を与える：

Σ(X1 × · · · ×Xm) = Σ
m∨
i=1

T i(X)/T i−1(X), T i(X)/T i−1(X) =
∨

I⊂[m], |I|=i

X̂I .

（[21, 19]参照）この分解がBBCG分解の根底にあるので，次のフィルトレーションを
導入する．

定義 3.5 Z i
K(CX,X) = ZK(CX,X) ∩ T i(CX)とするとき，フィルトレーション

∗ = Z0
K(CX,X) ⊂ Z1

K(CX,X) ⊂ · · · ⊂ Zm
K (CX,X) = ZK(CX,X)

をZK(CX,X)のファットウェッジフィルトレーション（FWF）という．

FWFの構造を明らかにする上で，ZK(CX,X)のコーンパラメータを抜き出したポリ
ヘドラルプロダクトRZK（= ZK(D

1, S0)）が重要な役割を果たす．RZ i
K = Z i

K(D
1, S0)

とする．部分集合σ ⊂ [m]に対して，立方体 (D1)mの頂点

vσ = {(x1, . . . , xm) ∈ (D1)m |xi = −1 (i ∈ σ),+1 (i ̸∈ σ)}

を対応させることで，単体∆[m]の重心細分を立方体 (D1)mに区分線形的に埋め込むこ
とができる：

ic : |Sd∆[m]| → (D1)m, σ 7→ vσ.

この埋め込みは，m = 3のときは次のように描くことができる．

-
ic



さらに，この埋め込みは，次の埋め込みへ拡張される：

Cone(ic) : |Cone(Sd∆[m])| → (D1)m

したがって，SdK,Cone(SdK)はそれぞれ Sd∆[m],Cone(Sd∆[m])の部分複体なので，
埋め込み

ic : |SdK| → (D1)m, Cone(ic) : |Cone(SdK)| → (D1)m (4)

を得る．この埋め込みを詳しく調べると次がわかる．

補題 3.6 (Iriye-Kishimoto [17]) 埋め込み (4)は対の同相

(|Cone(SdK)|, |SdK|) → (RZK ,RZm−1
K )

を与える．

上で与えられた写像 |SdK| → RZm−1
K をφKと書く．ここで重要なのは，φKは埋め

込み icの制限なので，組み合わせ的かつ明示的に与えられているということである．定
義より，RZ i

K =
∪

I⊂[m], |I|=iRZKI
なので，次がすぐにわかる．

定理 3.7 (Iriye-Kishimoto [17]) RZ i
Kは写像

φKI
: |SdKI | → RZ i−1

KI

でRZ i−1
K （⊃ RZ i−1

KI
）にコーンをはって得られる．ただし，I ⊂ [m]は |I| = iをみたす

ものすべてをはしる．特に，RZKのFWFはコーン分解である．

ここで，一般のZK(CX,X)にもどろう．RZKをZK(CX,X)のコーンパラメータの
空間だとみなすことで，写像

RZK ×X1 × · · · ×Xm → ZK(CX,X)

がつくれ，対の同相写像

(RZK ,RZm−1
K )× (X1 × · · · ×Xm, T

m−1(X)) → (ZK(CX,X),Zm−1
K (CX,X))

を誘導することがわかる．よって，Z i
K(CX,X) =

∪
I⊂[m], |I|=i ZKI

(CXI , XI)なので，
定理 3.7から次がわかる．ここで，XI = {Xi}i∈Iである．

定理 3.8 (Iriye-Kishimoto [17]) 対の同相写像⨿
I⊂[m]
|I|=i

ΦKI
:

⨿
I⊂[m]
|I|=i

(|Cone(SdKI)|, |SdKI |)×(XI , T i−1(XI)) → (Z i
K(CX,X),Z i−1

K (CX,X))

が存在する．ただし，XI =
∏

i∈I Xiである．特に，ZK(CX,X)のFWFは Fox [11]の
意味でカテゴリー列である．



上記の通り，φKI
は組み合わせ的かつ明示的に与えられている．今，ΦKI

はφKI
を用

いて定められるので，定理 3.8はポリヘドラルプロダクトとKの組み合わせ論とを直
接結びつけることがわかる．これにより，ポリヘドラルプロダクトのホモトピー論と
組み合わせ論とのつながりがより強くなり，ポリヘドラルプロダクトに対するより深
い組み合わせ論的考察が可能となる．例えば，FWFを用いると，Kの組み合わせ情報
からBBCG分解のサスペンションはずしを行うことができる．（次節参照）
RZKとは異なり，一般にZK(CX,X)のFWFがコーン分解であるとは示せないが，

各Xiが co-H空間なら，高次Whitehead積を用いてFWFがコーン分解であることが示
せる．この事実をモーメントアングル複体の場合に記しておく．Z i

K = ZK ∩ T i(D2)と
する．

定理 3.9 (Iriye-Kishimoto [17]) I ⊂ [m], |I| = iに対して写像

φ̄KI
: |KI | ∗ Si−1 → Z i−1

KI

が存在し，Z i
KはZ i−1

K （⊃ Z i−1
KI
）に φ̄KI

でコーンをはって得られる．ただし，I ⊂ [m]

は |I| = iをみたすものすべてをはしる．特に，ZKのFWFはコーン分解である．

3.3. ホモトピー分解

まず，BBCG分解がFWFから得られることを見る．James [21]の retractile argument

（もしくはその一般化である [18]）より，ZK(CX,X)のFWFはサスペンドすると分裂
する，すなわち，

ΣZK(CX,X) ≃ Σ
m∨
i=1

Z i
K(CX,X)/Z i−1

K (CX,X)

となることがわかる．さらに，定理 3.8より，

Z i
K(CX,X)/Z i−1

K (CX,X) =
∨

I⊂[m], |I|=i

|ΣKI | ∧ X̂I

となるので，BBCG分解を得る．したがって，FWFは我々が調べるべき対象であるこ
とがわかる．よって，定理 3.8から，写像ΦKを調べることで，BBCG分解のサスペン
ションをはずすということを理解できると期待される．さらに，ΦKはφKを用いて定
義されることから，φKを調べることでBBCG分解のサスペンションはずしを理解で
きると期待される．実際，次のことが証明できる．任意の I ⊂ [m]でφKI

≃ ∗となると
き，RZKのFWFは自明であるという．

定理 3.10 (Iriye-Kishimoto [17]) RZKのFWFが自明のとき，次のホモトピー同値
がある：

ZK(CX,X) ≃
∨

∅̸=I⊂[m]

|ΣKI | ∧ X̂I

この定理の逆の主張が一般に成り立つかどうかは未だに解決されておらず，かなり
難しい問題だと思われる．しかし，各Xiが co-H空間の場合は，BBCG分解のサスペ
ンションがはずれることと，FWFが自明となることの同値性が証明できる．したがっ
て，モーメントアングル複体に関して次が成り立つ．



定理 3.11 (Iriye-Kishimoto [17]) 次の条件は同値である．

1. ZKのFWFは自明である．

2. ZKは co-H空間である．

3. 次のホモトピー同値がある：

ZK ≃
∨

∅≠I⊂[m]

Σ|I|+1|KI |

4. Golod性とsequentially Cohen-Macaulay性
4.1. Golod性

定理 3.10が適用できる単体複体をさがそう．まず，BBCG分解のサスペンションがは
ずれるとき，ZK(CX,X)はサスペンション空間となる．特に，命題 2.3より，導来代
数Tor∗R[v1,...,vm](R[K], R)は任意の可換環Rで積と（高次）Massey積が自明となる．こ
の性質は古くから可換環論で考えられてきたGolod性と同値である．可換環のコホモ
ロジーのポアンカレ級数に関してある（等号を含む）不等式が成り立つことが知られ
ており，等号が成り立つとき，その可換環はGolodと呼ばれる．（[12]参照）Stanley-

Reisner環に限定すると，この不等式は，ZKのパスループファイブレーションに付随す
るEilenberg-Mooreスペクトル系列のE2項とE∞項のPoincaré級数の間の不等式とし
ても理解できる．したがって，Golod性とこのスペクトル系列がE2項でつぶれることは
同値である．さらに，このスペクトル系列の微分は，底空間ZKの積と（高次）Massey

積なので，命題 (2.3)から次を得る．

命題 4.1 (Golod [12]) R[K]がGolodであることと，Tor∗R[v1,...,vm](R[K], R)の積と（高
次）Massey積が全て消えることは同値である．

R[K]がGolodのとき，KはR上Golodという．以上より，BBCG分解のサスペン
ションをはずすには，Kが任意の環上でGolodでなければならないことがわかった．

注 4.2 Golod性の研究では，Berglund-Jöllenbeck [22, 4]の結果が広く使われてきたが，
最近，Kätthan [26]により，Jöllenbeck [22]の結果は間違っていることが発見され，そ
れに基づいて証明されたBerglund-Jöllenbeck [4]の結果が成り立たないことが証明さ
れた．したがって，Golod性に関する研究で，この結果を用いているものに関しては，
注意を要する．

4.2. Sequentially Cohen-Macaulay性

Golod性は単体複体のCohen-Macaulay性や shellabilityと関連付けて研究されること
が多い．単体複体KがR上Cohen-Macaulay（CM）とは，R[K]がCMであることを
いう．つまり，任意の極大イデアルmによる局所化Rmに対して，

dim Rm = depthRm

が成り立つことをいう．CM性は可換環論において重要な概念であり，対応する単体複
体の特徴づけがStanley [28]により与えられている．定義から，CM複体は純粋，つま
り，極大面は同次元であることがわかる．Stanley [28]は，CM性を非純粋な単体複体
へと一般化した．



定義 4.3 単体複体KがR上 sequentially Cohen-Macaulay（SCM）とは，任意の iに
対して，i次元の面で生成されるKの部分複体がR上CMであることをいう．

単体複体がCMであることと，純粋かつ SCMであることは同値である．SCM複体
のクラスには shifted，vertex-decomposable，shellableという興味深い部分クラスがあ
る．定義は割愛するが，次の包含関係だけは述べておく．（[28, 5, 6]参照）

shifted ⇒ vertex-decomposable ⇒ shellable ⇒ SCM

双対CM複体（Alexander双対がCM）がGolodであることは古くから知られており，
これは次に拡張できる．

命題 4.4 (Stanley [28]) 単体複体が R上双対 SCM（Alexander双対が SCM）なら，
R上Golodである．

したがって，双対 SCM複体に対してBBCG複体のサスペンションははずせると期
待できる．実際，SCM複体の部分クラスに関して，次が証明されている．

定理 4.5 (Iriye-Kishimoto [16], Grbić-Theriault [13]) Kが shifted複体（=双対
shifted複体）のとき，BBCG分解のサスペンションははずせる．

定理 4.6 (Grujić-Welker [15]) Kが双対vertex-decomposable複体のとき，ZK(D
n, Sn−1)

に関するBBCG分解のサスペンションははずせる．

FWFを用いてこの問題を考えよう．Kの極小非面とは，[m]の部分集合σで，σ ̸∈ K

だが，任意の v ∈ σに対してσ − v ∈ Kをみたすものである．K̂をKにすべての極小
非面を付け加えてできる単体複体とする．φKの組み合わせ的かつ明示的に定義を詳し
くみることで次を得る．

補題 4.7 (Iriye-Kishimoto [17]) 写像φK : |SdK| → RZm−1
K は |Sd K̂|を経由する．

したがって，φK ≃ ∗を証明するには，可縮な単体複体MでK ⊂ M ⊂ K̂を見つけ
ればよい．KがZ/p上双対SCM複体のとき，ホモロジーを調べると，K ⊂ L ⊂ K̂を
みたす単体複体Lで，|L|(p)が可縮なものが存在することがわかる．ここで，−(p)は素
数pでの局所化を意味する．したがって，(φK)(p)は定値写像にホモトピックであり，こ
れをすべてのpで寄せ集めることにより，φKは定値写像にホモトピックであることが
わかる．（詳しくは [17]参照）一方，KがZ/p上双対SCM複体のとき，任意の I ⊂ [m]

に対してKIも双対SCM複体である．したがって，次を得る．

定理 4.8 (Iriye-Kishimoto [17]) KがZ上双対SCM複体のとき，RZKのFWFは自
明である．

系 4.9 (Iriye-Kishimoto [17]) Kが Z上双対 SCM複体のとき，BBCG分解のサス
ペンションははずせる．

以上のように，FWFを用いると，単体複体Kの組み合わせ情報をポリヘドラルプロ
ダクトへと直接結びつけることで，ポリヘドラルプロダクトのホモトピー型の本質的
な理解につながる．



5. 今後の課題
最後に今後の課題をいくつかあげる．

問題 5.1 定理 3.10の逆は成立するか？

定理 3.10は同値性を主張しないが，定理 3.11では，モーメントアングル複体に関し
て，FWFの自明性とBBCG分解のサスペンションが外せることの同値性が証明されて
いる．では，RZKとZKのちがいはどこにあるのだろうか？最も大きな違いは，RZK

は単連結でないが，ZKは単連結なことである．実際，定理 3.11の証明では単連結性
が重要な役割を果たしている．RZKが単連結でないことから，定理 3.10の逆は，LS

カテゴリーに関するGanea予想と同様の困難さがあり，現在のところ，正しいのかど
うかの予想すら立っていない．
写像φK : |SdK| → RZm−1

K を調べる方法として補題 4.7を，前節で示した．これ以
外にも，φKのホモトピーファイーバーを調べるというのが [17]では提示されている．
また，その応用としてneighborly性の高い単体複体について考察されている．

定義 5.2 任意の σ ⊂ [m], |σ| = k + 1に対して σ ∈ Kとなるとき，Kを k-neighborly

という．

定理 5.3 (Iriye-Kishimoto [17]) Kが⌈dimK
2

⌉-neighborlyのとき，RZKのFWFは自
明である．

さらに dimK = 1[17]または閉曲面 [20]のときは neighborly性，Golod性，RZKの
FWFの自明性が同値であることが示された．（[20]参照）さらに，この結果はKätthan

[26]により，高次元多様体へと部分的に（同値性は含まない）拡張されている．これを
受けて，次の問題をあげる．

問題 5.4 Golod性，neighborly性，RZKのFWFの自明性が同値となる単体複体のク
ラスを見つけよ．

写像 (1)が高次Whtehead積の一般化であることは述べた．Kが shfted複体のときこ
の写像は高次Whitehead積（の合成）に他ならないことが [19]で示されている．（[14]

でも同様のことが考察されているが，致命的なミスがある．）

問題 5.5 BBCG分解のサスペンションがはずせる単体複体Kに対して，写像 (1)が高
次Whitehead積で表されることを示せ．

一般に写像 (1)は高次Whtehead積の合成ではない．したがって次の問題も重要で
ある．

問題 5.6 写像 (1)のホモトピー作用素としての性質を調べよ．

KのnスケルトンをK(n)で表す．ポリヘドラルプロダクトZK(CX,X)はKのスケ
ルトンから得られるフィルトレーション

ZK(0)(CX,X) ⊂ ZK(1)(CX,X) ⊂ · · · ⊂ ZK(m−1)(CX,X) = ZK(CX,X) (5)

をもち，FWFと
Z i

K(CX,X) ⊂ ZK(i+1)(CX,X)



により関係づけられる．このフィルトレーションはトーラス作用の観点からも重要で
あると考えられる．

問題 5.7 フィルトレーション (5)の性質を調べ，Stanley-Reisner環のレゾリューショ
ンとの関係を明らかにせよ．
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[13] J. Grbić and S. Theriault, The homotopy type of the polyhedral product for shifted com-
plexes, Advances in Math. 245 (2013), 690-715.
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