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1. イントロダクション
環状DNAや多環状高分子化合物は、結び目、絡み目や空間グラフの構造を持ち、以前
から、結び目理論が応用されている（[1]など参照）。最近では、環状渦などにも応用が
及んでいる。本講演では、最近行った結び目理論の応用について議論する。これらの
研究は、山口大学の石原海氏他との共同研究である。

2. DNA組換えとバンド手術
環状DNAは、結び目や絡み目の構造を持つ。DNAの組換え酵素は、DNAのトポロ
ジーを変えるものがある。ここでは、その数学的モデルを考える。２重らせん環状DNA

を結び目としてモデル化する。このとき、DNA組換え酵素の働きは、結び目や絡み目
のバンド手術（や有理タングル手術）に対応する。バンド手術とは、結び目、絡み目
間の図1の様な局所変形である。バンドの部分以外で、結び目、絡み目の向きが一致し
ているとき、向きに同調した（coherent）バンド手術という。向きに同調したバンド手
術は、絡み目の成分数を1変化させる。

図 1: 結び目、絡み目の向きに同調したバンド手術。

特に、部位特異的組換え酵素を考え、部位の塩基配列を用いて向きを導入すると、そ
のバンド手術は結び目や絡み目の向きに同調したバンド手術となる。論文 [2]において、
DNA組換え酵素システムXer-dif-FtsKが組換えにより段階的にDNA絡み目を解いて
いく実験 [3]の様子を解明している。ここで、初めのDNAのトポロジーは図 2の様に
平行に向き付けられたトーラス絡み目 T (2, 2p)であることが知られており、何度かの
組換えにより自明な絡み目へと変形される。この実験では組換えの部位の数が 2つで
あるため、生成物は、結び目か2成分絡み目となる。実験データ [3]に基づき、まずは
「各組換えによりDNA結び目、絡み目の交点数が減少する」と仮定する。

定理 2.1. [2] DNAの組換えを向きに同調するバンド手術でモデル化する。DNA組換
えの列によりT (2, 2p)から自明な絡み目が得られたとし、各組換えは最後の組換えを
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除き交点数を減らすと仮定する。このとき、組換えは 2p回であり、得られるDNA結
び目、絡み目は図2の様な、トーラス絡み目、結び目T (2, k)である。

図 2: T (2, 2p)からの各組換えが交点数を下げると仮定すると、経路は一意に定まる。

次に、T (2, 6)からの組換えによる絡み目解消経路について、定理2.1の仮定を、少し
弱くすると他の経路も現れる。

定理 2.2. [5] T (2, 6)から6回の組換えで自明な絡み目が得られたとする。各組換えで、
交点数が変わらないか下がるとすると、その経路は図3の9つの経路のいずれかである。
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図 3: T (2, 6)からの組換えによる9つの絡み目解消経路。

定理2.2の証明には、向きに同調したバンド手術と絡み目不変量との関係 [6, 7, 8]等
を用いている。この問題に関連する論文として、[9, 10, 11]がある。

3. DNA組換えのメカニズム
次に、組換えのメカニズムの解明を行う。これは数学的には、バンド手術の特徴付けに
対応する。DNAの組換えは結び目と絡み目のバンド手術でモデル化されているとし、
バンド手術は結び目、絡み目の向きに同調したものであると仮定する。

3.1. これまでの結果
論文 [12]において、反平行に向きづけられた種数0のトーラス絡み目T (2, 2k)から自明
な結び目への向きに同調したバンド手術は、アイソトピーで一意となることを示して
いる。また、論文 [13]において、種数 1の 2橋結び目N(4mn−1

2m
)から、反平行に向きづ



けられた種数0のトーラス絡み目T (2, 2k)へのバンド手術の特徴付けを行っている。こ
れ以前にも、[14, 15]等のバンド手術の分類が知られている。これらの結果は、DNA組
換えの実験の際に、DNA結び目、絡み目として現れるものに対応し、DNA組換えの
メカニズムの特徴付けに応用されている [2, 16]。

3.2. ファイバー絡み目とバンド手術
ここでは、ファイバー絡み目間のバンド手術の特徴付けに関する結果 [17]を紹介する。
バンド手術がファイバー絡み目のオイラー数を2以上変化させる場合は、小林毅氏に
より特徴付けがなされている [18]。そこで、ここではオイラー数が丁度1だけ変わる場
合の特徴付けを行う。
まず、曲面の変形である一般化されたホップバンディングを導入する。ホップバン
ディングでは、曲面に適切に埋め込まれた弧にそって、ホップアニュラスをプラミン
グする。一般化されたホップバンディング [17]では、曲面F ′上の 1点で自己交差する
弧 �で �∩ ∂F ′ = ∂�となるものを用意し、図の様にF ′に �に平行なバンド bを加えた新
しい曲面F = F ′ ∪ bを構成する。このとき、F はF ′から bに沿った一般化されたホッ
プバンディングで得られるという。一般化されたホップバンディングについては、Ken

Baker氏 [19]により美しい絵が描かれているので、参照して頂きたい。
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図 4: 一般化されたホップバンディング。

LとL′をS3の絡み目とし、L′はLから bに沿った絡み目の向きに同調したバンド手
術で得られ、オイラー数についてχ(L′) > χ(L)を満たすとする。このとき、Lは bを
含むような緊張（taut）ザイフェルト曲面を持つ [12, 20, 21]。ファイバー絡み目の場合
には、緊張ザイフェルト曲面はファイバー曲面となる。

定理 3.1. [17] LとL′をS3の絡み目とし、L′はLから bに沿った向きに同調したバン
ド手術で得られ、χ(L′) = χ(L) + 1を満たすとする。このとき、以下が成立する。

1. Lがファイバー絡み目とする。このとき、L′がファイバー絡み目となるのは、L

のファイバー曲面Fが、L′の（緊張）ザイフェルト曲面F ′から bに沿った一般化
されたホップバンディングで得られるときである。

2. L′がファイバー絡み目とする。このとき、Lがファイバー絡み目となるのは、L

の（緊張）ザイフェルト曲面Fが、L′のファイバー曲面F ′から bに沿った一般化
されたホップバンディングで得られるときである。



この定理の系として、トーラス結び目、絡み目T (2, p)から得られるファイバー絡み
目の分類を行うことが出来る。

系 3.2. [17] L′がL = T (2, p) (p ≥ 2) から bに沿った向きに同調するバンド手術で得ら
れたとし、χ(L′) > χ(L)と仮定する。このとき、L′が素であれば、L′ = T (2, p− 1)と
なり、L′が連結和であればL′ = T (2, p1)#T (2, p2) (p1, p2 > 1, p1 + p2 = p)となる。さ
らに、バンド bのアイソトピー類も特徴付けられる。

このようなバンドの一つの例を図5に挙げる。

図 5: T (2, 7)からT (2, 3)#T (2, 4)へのバンド手術。

系 3.2と以前から知られている結果を用いると、図 2、3に現れる多くの組換えのメ
カニズムを与えることが出来る。また、論文 [17]においては、ファイバー絡み目間の
交差交換についての議論も行っている。

4. 流体力学における環状渦のトポロジー
最近、三葉結び目31が水の中の環状渦で構成されている [22]。その渦が図3の様に、絡
み目、結び目へと形を変える (reconnection)実験結果が報告されている。この変形もバ
ンド手術でモデル化されるため、この分野への結び目理論等の貢献が今後期待される。
この現象に関する文献として、[23, 24]が挙げられる。

5. 高分子化学への応用
5.1. 高分子化合物のトポロジー
東京工業大学の手塚育志研究室において、様々なグラフの構造を持つ多環状高分子化
合物が合成されている。最近の研究で、2部完全グラフK3,3の構造を持つ高分子化合
物が構成され [25]、AMSのウェブページでも取り上げられた。そのような背景のもと
に、現在、埼玉大学の深口駿氏がK3,3結び目の研究を行っており、今後それらのもつ
化学的性質の研究を行う。

5.2. 高分子化合物の命名法とその応用
様々なグラフの構造を持つ多環状高分子化合物が合成されるに至り、化合物の命名に
数学的な背景が必要になり、サイクルを持つグラフの命名を行っている。その命名法
と、対応する化合物の化学的性質との関連の研究を行っている。
我々が用いるグラフの命名法は、(d1, · · · , dv)�k の形のものである。ここでグラフG

に対し、(d1, · · · , dv)はGの各頂点の次数の列であり、�はGのループ数、kはそれら



が一致する場合の順番である。例えば、図 6のグラフは、G = (5, 3, 2, 2)11 = (5, 3, 22)11
と呼ばれる。この命名法は、結晶構造の研究のために論文 [26]により導入されたもの
と、基本的に一致する。
このようなグラフ構造を持つ多環状高分子化合物の化学的性質と、それらのより単
純な構造を持つ高分子化合物からの作成方法などの研究を行っている。

図 6: グラフG = (5, 3, 2, 2)11 = (5, 3, 22)11。

6. 格子結び目の統計力学的エントロピー
R

3内の立方格子内の結び目に対し、最少ステップ数などの研究を行ってきた [27, 28, 29]。
この研究では、(2× 1)-チューブ領域 (R× [0, 2]× [0, 1])内の格子結び目について、その
指数関数的増大度に関する結果を報告する。
立方格子に埋め込まれた結び目（格子結び目）は自己排除体積鎖 (self-avoiding poly-

gon)の例であるが、希薄溶液内のDNAやタンパク質などの環状高分子（ポリマー）の
モデルとしてよく用いられる。その統計力学的エントロピーに相当する指数関数的増
大度 (exponential growth rate)は、物性研究の側面では重要なものである。
R

3の原点を始終点とする立方格子内の長さがnの結び目の個数をpnとする。pnはn

が増加するにつれ、指数関数的に増加する。κ = limn→∞ n−1 log pnを指数関数的増大
度という。Kを結び目型とするとき、pn(K)で長さnのKの格子結び目の個数を表し、
κ(K) = limn→∞ log pn(K)でKの指数関数的増大度を表す。まず、自明な結び目01につ
いて、κ(01) < κが示された [30, 31]。このことから、「十分長い格子結び目が自明な結
び目になることは、指数関数的に稀である」ことが従う。さらに、任意の結び目型K
についてκ(K) < κであることが示された [32]。しかし、「どの結び目についても指数関
数的増大度が一致するか否か」という問題は現在でも未解決である（[33]等参照）。
論文 [29]において、(2× 1)-チューブ内の結び目は、2橋結び目、または、その連結和
であることを示している。また、(2× 1)-チューブ内の格子結び目に限定しても、自明
な結び目01についてκ(01)は存在し 0でないことが示されている [34]。今回の研究で、
(2× 1)-チューブ領域内の任意の結び目について、上記の問題を解決した。

定理 6.1. [35] Kを (2×1)-チューブ内で実現できる結び目型とする。このとき、κ(K) =

κ(01)である。

この定理は、次の結果を用いて示すことが出来る。



定理 6.2. [35] Kを結び目型がKである (2× 1)-チューブ内の格子結び目とする。この
とき、Kのみに依存する有限個数の切断を選び、その箇所で短いパターンを挿入する
と、Kを自明な格子結び目に変えることが出来る。

図 7: 31の格子結び目。図の色のついた長方形のところに交差交換に対応するパターン
を挿入すると、自明な格子結び目に変形できる。
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