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概 要
高種数の曲面の写像類群に関する基本的な未解決問題に, 線型性問題がある.
本稿では, 写像類群の線型性に関する既知の結果を概観した後, 筆者が「線型
性問題の視覚化」と呼ぶ, 閉曲面および 1点穴開き曲面の写像類群が線型と
なるための, ある意味幾何的な必要十分条件 [17]について紹介したい.

1. 序
1.1. 写像類群とその線型性問題
向き付け可能な曲面 (2次元多様体)に対し, 向きを保つ同相写像のイソトピー類全体の
成す群を, その曲面の写像類群という. 考える曲面の型や, 考えるイソトピーの種類に
応じて写像類群にはいくつかの変種がある. 以下, これらを単に写像類群という. 写像
類群は低次元トポロジーの他, 幾何的群論, 代数幾何, 数論, 数理物理などとも関連を持
ち, 現在までに様々な観点から活発に研究されている.

しかし, 古くからある基本的な問題である線形性, すなわち 或る体上の忠実な有限次
元線型表現の存在問題については, 曲面の型が単純な場合を除き, 未解決のまま残って
いる. ここで, 群の線型表現が忠実とは, 対応する線型変換群への準同型が単射である
ことをいう. 以下, 群は体K上の忠実な有限次元線形表現を持つとき, K線型というこ
とにする.

1.2. 既知の結果
Σgで種数 gの有向閉曲面を表す. その写像類群Mgは定義により, Σgの向きを保つ同
相写像のイソトピー類全体の成す群である. 種数 gの1点穴開き曲面Σg,∗を ,Σgと固定
された基点∗ ∈ Σgの組と定める. Σg,∗の写像類群Mg,∗を, 基点を保つΣgの向きを保つ
同相写像のイソトピー類全体の成す群として定める. 但しイソトピーは常に基点を固
定し続けるもののみを考える.

種数 g = 1の場合, M1とM1,∗は共に SL(2,Z)と同型であることが古典的に知られ
ている. 従ってこれらの写像類群はQ線型である. 種数 g = 2の場合は, 2000年になっ
てM2の線型性が初めて確立された (Korkmaz [20], Bigelow–Budney [5]). これは, 先
だってBigelow [4], Krammer [23]により確立した, Artin組みひも群Bnの線型性と, Bn

と穴開き球面の写像類群との関係, およびM2と6点穴開き球面の写像類群の関係を記
述するBirman–Hilden理論 [7]を組み合わせることで示された.

M2,∗の線型性は, g ≥ 3に対するMgおよびMg,∗の線型性と同様に未解決である.

1.3. 高種数の難しさについて
1.3.1. Lawrence表現の不存在
比較のため, まず組みひも群Bnの有限次元線型表現であるLawrence表現 [24]を思い出
す. 2次元円板D2に対し, n個の内点からなる部分集合Pnを固定する. D2とPnの組
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をDnとかく. Dnの写像類群, すなわちn点穴開き円板の写像類群は, Pnを集合として
固定するD2の向きを保つ同相写像で, 境界上恒等写像であるもののイソトピー類全体
の成す群として定義される. ただし, イソトピーは, Pnと境界の点を常に固定するもの
のみを考える. すると, Dnの写像類群は, 組みひも群Bnと同一視できる. Cm(Dn)で
D2 ∖ Pnのm点配置空間 (順序なし)を表す. Cm(Dn)の 1次コホモロジー群にはBnが
自然に作用し, その不変部分は,

H1(Cm(Dn);Z)Bn ∼=

{
Z (m = 1);

Z⊕ Z (m ≥ 2)

である ([24]). この不変部分に対応するCm(Dn)のアーベル被覆のm次ホモロジー群は,

被覆変換群Z (m = 1) またはZ⊕ Z (m ≥ 2)のZ係数の群環を基礎環とする, Bnの有
限次元線型表現を定める. m = 1のとき, この表現はBurau表現と一致し, n = 3の場
合忠実であることが知られていた (Magnus–Peluso [26]). BigelowとKrammerが示し
たのは, m = 2の場合に得られる線型表現が忠実ということであった.

同様の構成を, 境界成分を1つもつ, 種数g ≥ 1のコンパクト有向曲面Σg,1と, その写
像類群Mg,1に対して考える. ここに, Mg,1は Σg,1の向きを保つ同相写像で境界上恒等
写像であるもの全体の, 境界上の各点を動かさないイソトピーによる商として得られる
群を表す. するとm ≥ 1に対し, Mg,1加群として

H1(Cm(Σg,1);Z) ∼= H1(Σg,1;Z)⊕ Z/2Z

(但しMg,1のZ/2Zへの作用は自明)となることから(c.f. Scott [29], Bellingeri [3]),得ら
れるMg,1の線型表現は, Cm(Σg,1)の高々2重被覆のm次ホモロジー群となり, Cm(Σg,1)

そのもののm次ホモロジーと比較して, 情報が大きく増えることが期待できない. ま
た, 後者の定めるMg,1の線型表現のカーネルは, mについてすべて併せると, Mg,1の
Jonhnson filtration と一致することが知られている (Moriyama [27]).

1.3.2. Aut (Fn)との比較
Fnで階数nの自由群, Aut (Fn)でFnの自己同型群を表す. Aut (F2)が線型であること
は, B4の線型性から従う (Krammer [22]). この場合を除いた n ≥ 3に対し, Aut (Fn)

は線型でないことがFormanek–Procesi [11]により示されている. 一方, Mg,1はF2gと
同型なΣg,1の基本群に作用し, Dehn–Nilsen型定理によれば, Mg,1はこの作用を介して
Aut (F2g)の比較的大きな部分群と見なせる:

Mg,1
∼= {f ∈ Aut (F2g) ; f(ζ) = ζ}

但し, ζはF2gの適当な自由生成系a1, b1, . . . , ag, bgに対し, ζ = [a1, b1][a2, b2] · · · [ag, bg].
しかし, Formanek–Procesiの手法を直接用いても, g ≥ 2に対してMg,1の非線型性を
導くことはできないことが Brendle–Tehrani-Hamidi [8]により確認されている.

1.3.3. 位相群の格子問題
最近になり,閉曲面または一般個数の穴開き曲面の写像類群で,第2可算公理をみたす局
所コンパクト連結位相群の格子 1 となるものが Kida [19]により完全に決定されている.
1局所コンパクト位相群Gの格子とは, Gの離散部分群Γで, 商空間G/Γが, Gの左かけ算による作用
で不変な, 正則Borel確率測度を持つものをいう.



それによれば,種数g ≥ 1のとき,そのような格子となり得るのはM1
∼= M1,∗ ∼= SL(2,Z)

に限る. なお, 同じ結果によれば, 5点以上の穴開き球面の写像類群もそのような格子に
なることを禁止されているが, 他方, 上に引用した Korkmaz [20], Bigelow–Budney [5]

によれば, 穴開き球面の写像類群はすべて線型である.

1.4. 低次元表現の分類
関連する話題として, 写像類群の低い次元をもつ複素線型表現の分類結果を紹介する.

Bnに対しては, n−1次元までの既約表現は, n = 4, 5, 6で生じる有限個の例外を除き, 1

次元アーベル表現か, n− 1次元の被約Burau表現の特殊化のcomposition factorと共役
なものに限ること, また, すべての例外は Iwahori–Hecke環表現となることがFormanek

[9] により示されている. Bnのn次元既約表現についても, Formanek他 [10] により, 分
類が完成している.

種数g ≥ 1の場合, 穴開きなら穴同士の入れ替えを許さない写像類群のみを考えるこ
とで, Franks–Handel [12]は, 次元が 2g − 1以下の複素線型表現が, すべて写像類群の
アーベル化を経由することを示した. 続いて Korkmaz [21] は, アーベル化を経由しな
い 2g次元の複素線型表現は, gが十分大きいとき symplectic 表現と共役であることを
示した. ここで, symplectic 表現とは, MgのΣgの 1次ホモロジー群への作用が誘導す
る線型表現

Mg → Sp(2g,Z)

および, この準同型と, すべての境界成分を2次元円板で塞ぎ, すべての穴を忘れること
で得られるMgへの自然な全射準同型との合成をいう.

さらにKorkmaz は同じ手法により, 種数g ≥ 3の写像類群が 次元3g − 3以下の忠実
複素線型表現を持たないことを示している.

2. 線型性問題の視覚化
2.1. 動機
Mg および, Mg,∗の線型性は, 上に見た通りかなり微妙な問題であり, 高種数について
も ad-hocに解決するものならば, いつ解決してもおかしくないと言えるが, 系統的な
アプローチは見当たらない. そこで, 線型性問題を写像類群に固有の幾何的な問題とし
て言い換えてみることを考えた. それにより, 解決に手が届きそうな写像類群の新しい
問題を見出すこと, またその延長上に線型性問題解決のアプローチが見えてくることを
期待したい.

Σg,nで種数 g ≥ 1, 境界成分の個数が n ≥ 0であるコンパクト有向曲面, Mg,nでそ
の写像類群を表す. Mg,nはΣg,nの向きを保つ同相写像で境界上恒等写像であるもの
のイソトピー類全体の成す群である. 但し, イソトピーは境界上の点を動かさないも
のとする. SでΣg,n内の本質的単純閉曲線のイソトピー類全体を表す. ここに, 単純
閉曲線が本質的とは, 1点とホモトープでなく, どの境界成分とも平行でないことをい
う. また, 単純閉曲線自体は曲面の部分集合と見なし, 従ってその向きは考えない. 写
像 ι : S → Mg,nを c ∈ Sに対し cに沿った (右手)Dehn ツイスト tc ∈ Mg,nを対応させ
る写像として定める. Sの元として異なる, 二つの単純閉曲線に沿ったDehn ツイスト



の, Sへの作用は一致しない. 従って, ιは単射である. また, 写像類群の基本的性質と
して, 任意の f ∈ Mg,n, および c ∈ Sに対し,

fι(c)f−1 = ι(f(c)) (2.1)

が成り立つことが知られている.

筆者の出発点となったのは, 未だ忠実かどうかわかっていない, Iwahori–Hecke環に
由来するM2の線型表現である, 種数 2の Jones表現 ([15], [16])の忠実性を検討する中
で発見した, 次の事実である:

補題 2.1 ([17]). g ≥ 1かつn ≥ 0とする. 任意の群準同型φ : Mg,n → Gに対し, Kerφ

がMg,nの中心 Z(Mg,n)に含まれるための必要十分条件は, 合成写像

φ ◦ ι : S → G

が単射となることである.

証明は, 性質 (2.1)に加え, Sに自明に作用するMg,nの元全体はZ(Mg,n)と一致する
こと, 二つの単純閉曲線に沿ったDehnツイストのSへの作用が一致すれば, 元の曲線
も互いにイソトープになることによる.

注意 2.2. g ≥ 1に対し, 写像類群の中心Z(Mg,n)の構造は, 次の通り完全に決定されて
いる ([28]). n = 0の場合: g ≥ 3のとき, 自明; g = 1, 2のとき, 超楕円的対合が生成す
る位数2の巡回群. (g, n) = (1, 1)の場合: 境界に沿った「半ツイスト」が生成する無限
巡回群. それ以外の場合: 各境界成分に沿ったDehnツイストたちが生成する階数nの
自由アーベル群.

以下, 基礎体Kを固定しておく.

2.2. 閉曲面の場合
補題 2.1を使うと, Mg,nの線型性問題を, 中心を除いて「視覚化」できる.

K[S]で, コンパクト曲面Σg,n内の本質的単純閉曲線のイソトピー類の成す集合Sを
基底とするK上のベクトル空間を表す. Mg,nのSへの自然な作用により, K[S]はMg,n

加群の構造を持つ. 説明のために, 次を導入しておく.

定義 2.3. 体K上のベクトル空間Mの成すMg,n加群と, Mg,n同変な全射準同型

p : K[S] → M

の組をΣg,nの (S型)曲線加群という.

射影pが明らかなときは, 単に曲線加群Mなどということにする.



注意 2.4. (1) Mg,n加群として, M ∼= K[S]/Ker pであり, Ker pの元は有限個のSの
元の形式的有限和だから, 結局, 曲線加群とは K[S]に単純閉曲線の有限和を関係
子 (「スケイン型」関係子)として得られるMg,n加群のことである.

(2) これまでに知られている, Ker pのMg,n生成元を直接指定することで定義された
有限次元曲線加群としては, ただ一つ Luoが [25]で構成したものがあるのみで
ある.

(3) すべてのMg,n加群が曲線加群の構造を持つわけではない. たとえば, n = 0と
して, Kの標数が 2でなければ, Mg加群H1(Σg;K)はΣgの曲線加群の構造を持
ち得ない. この場合, より強くMg同変な準同型 K[S] → H1(Σg;Z)は 0写像に
限る.

さて, Mg,nの任意の有限次元線型表現は, Σg,nの有限次元曲線加群を誘導することを
観察しておく. 有限次元ベクトル空間V を表現空間とする線型表現ρ : Mg,n → GL(V )

に対し, ρ◦ ι(S)の生成するEnd (V )のK部分空間をMρで表す. ρ(f)による共役作用に
より End (V )をMg,n加群と見なす. すると, 性質 (2.1)により, MρはEnd (V )のMg,n

部分加群となる. さらに, pρ : K[S] → Mρを ρ ◦ ιの線形な拡張として定めれば, Mρは
Σg,nの有限次元曲線加群となる.

この構成と, 補題2.1を基礎として, 次を示すことができる.

定理 2.5 ([17]). Mg,nが, K上の有限次元線型表現で, カーネルが中心に含まれるよう
なものを持つための必要十分条件は, Σg,nの有限次元曲線加群

p : K[S] → M

で, pのSへの制限が単射となるものが存在することである.

注意 2.2で述べた通り, n = 0 かつ g ≥ 3ならば, Mg,nの中心は自明である. 従って,

定理は直ちに次を導く.

系 2.6 ([17]). 種数g ≥ 3の閉曲面の写像類群MgがK線型となるための必要十分条件
は, Σgの有限次元曲線加群 p : K[S] → Mで, pのSへの制限が単射となるものが存在
することである.

2.3. 1点穴開き曲面の場合
g ≥ 2とする. 前節と同様の, 線型性問題の視覚化を, Mg,∗について考える.

この場合, 写像類群が自然に作用し, 部分集合として自身が含む幾何的対象として, S
の他に曲面群π1(Σg, ∗)がある. これは, いわゆる Birman完全列 [6]により記述される:

1 −→ π1(Σg, ∗)
i−→ Mg,∗

j−→ Mg −→ 1 (2.2)

ここに, jは基点を忘れることで得られる準同型. また, iは, Σgの基点付きループに, そ
れを基点のイソトピーと見なしたときの, 包囲イソトピーの結果生じる Σg,∗の同相写
像の, 逆写像のイソトピー類を対応させる準同型である. 性質 (2.1)に対応して, 任意の
f ∈ Mg,∗, γ ∈ π1(Σg, ∗)に対し,

f · i(γ) · f−1 = i(f∗γ) (2.3)



が成り立つ. 但し, f∗はfのπ1(Σg, ∗)への自然な作用を表す.

次が補題2.1の対応物を与える:

補題 2.7 ([17]). Mg,∗の任意の群準同型ρ : Mg,∗ → Gが単射となるための必要十分条
件は, ρ ◦ iが単射となることである.

証明. ρが π1(Σg, ∗)上で単射と仮定して, Ker ρ = {1}を示せばよい. f ∈ Ker ρと
すると, 性質 (2.3)により, 任意の γ ∈ π1(Σg)に対し, ρ(i(γ)) = ρ(f)ρ(i(γ))ρ(f−1) =

ρ(fi(γ)f−1) = ρ(i(f∗γ)). よって, 仮定により, f∗γ = γがすべてのγ ∈ π1(Σg, ∗)に対し
て成り立つ. Dehn–Nilsen型定理により, Mg,∗のπ1(Σg, ∗)への作用は忠実であるから,

f = 1 ∈ Mg,∗を得る.

以下, 準同型 iにより, 曲面群 π1(Σg, ∗)をMg,∗の部分群と見なす. 補題 2.7により,

写像類群Mg,∗の線型性は, Σgの基本群の有限次元忠実線型表現で, Mg,∗に拡張する
ものの存在と同値であることがわかった. 当然, 次の問題は π1(Σg, ∗)の有限次元線形
表現が, Mg,∗の線型表現に拡張するのはどのような場合か, ということである. しか
し, これに直接答えるのはかなり難しいと考えられるので, まず曲面群の変形空間 (c.f.

Goldman [13])の言葉を用いてわかることを考える.

曲面群 π1(Σg, ∗)から群Gへの群準同型全体をHom (π1(Σg, ∗), G)とかく. この集合
にはGが, G自身への共役作用を後から合成することにより作用する. この作用による
商集合を

XG = Hom (π1(Σg, ∗), G) /G

とかき, π1(Σg, ∗)の変形空間という. ϕ ∈ Hom (π1(Σg, ∗), G)が代表するXGの元を [ϕ]

と書く.

f ∈ Mg,∗とする. 準同型ϕ : π1(Σg, ∗) → Gに対し, 準同型ϕ ◦ f−1
∗ を対応させること

により, Mg,∗のHom (π1(Σg, ∗), G)への作用が定まる. これは, 自然にMg,∗のXGへの
作用に落ち, π1(Σg, ∗)のXGへの作用は自明なので, 結局MgがBirman完全列 (2.2)を
介してXGに作用する.

補題 2.8 ([17]). もし, 準同型ϕ : π1(Σg, ∗) → G がMg,∗の準同型

Mg,∗ → G

に拡張するならば, [ϕ] ∈ XGはMgのXGへの作用の大域的不動点である.

証明. 諸定義と, 性質 (2.3)を組み合わせればよい.

一般に, ϕ ∈ Hom (π1(Σg, ∗), G)に対し, ϕ(π1(Σg, ∗))のGにおける中心化群は自明と
は限らないこともあり, 補題2.8の逆は成り立たないように思われる. しかし, それにも
かかわらず, G = GL(n,K)の場合, XGL(n,K)へのMg作用の任意の大域的不動点から,

Mg,∗の線型表現を, 次のようにして構成できる.



まず, 任意の線型表現 ϕ : π1(Σg, ∗) → GL(n,K)に対し, ϕの像による共役作用は線
型表現Adϕ : π1(Σg, ∗) → GL(End (n,K))を定める. Vϕで, ϕ(π1(Σg, ∗))が生成する
End (n,K)のK部分空間をあらわすと, これは明らかにAdϕによるπ1(Σg, ∗)の作用で
不変である. Adϕの作用をVϕに制限して得られる線型表現を

Aϕ : π1(Σg, ∗) → GL(Vϕ)

で表す. さらに, もし [ϕ] ∈ XGL(n,K)がMg作用の大域的不動点ならば, f ∈ Mg,∗のVϕ

への線形作用が
ϕ(γ) 7→ ϕ(f∗γ) (γ ∈ π1(Σg, ∗))

によりwell-definedに定まり, しかもこの対応は, Aϕを拡張する線型表現

Ψ : Mg,∗ → GL(Vϕ)

を定めることがわかる.

さて, 明らかに

KerAϕ = {γ ∈ π1(Σg, ∗) ; [γ, π1(Σg, ∗)] ⊂ Kerϕ}

である. また, π1(Σg, ∗)の中心は自明なので, 補題 2.7により, 特にϕが忠実ならば, Ψ

も忠実である. また, Vϕ ⊂ End (n,K)なので, dimVϕ ≤ n2が成り立つ.

以上をまとめれば次を得る:

定理 2.9 ([17]). g ≥ 2とする. 1点穴あき写像類群Mg,∗がK線型となるための必要十
分条件は, ある nに対して XGL(n,K)へのMg作用が, π1(Σg, ∗)の忠実線型表現で代表
される大域的不動点を持つことである. さらに, もしそのような大域的不動点が存在す
れば, Mg,∗はK上の高々n2次元の忠実線型表現を持つ.

結果から言えることをいくつか確認しておく.

注意 2.10. Goldman [13] で述べられている通り, 曲面群の変形空間への写像類群の作
用に関する最近の力学系的研究によれば, この作用は, (適当な位相と測度の下で), 真性
不連続と, エルゴード性の複雑な混じり合いであることが明らかになってきている. 定
理 2.9は, Mg,∗の忠実線型表現は変形空間の中の真性不連続領域と正反対の場所にし
かあり得ないことを主張している. 他方, たとえ写像類群の変形空間への作用が完全に
エルゴード的であったとしても, 大域的不動点が1点存在することを禁止するには足り
ない.

注意 2.11. 補題 2.8の帰結を G = PSL(2,R)の場合に観察しておくことも興味を引
くかもしれない. 曲面群 π1(Σg, ∗)の忠実 PSL(2,R)表現の, よく知られた源泉とし
て, Σgの双曲構造がある. つまり, 双曲構造に付随するホロノミー表現が単射準同型
ϕ : π1(Σg, ∗) → PSL(2,R)を与える. そのような表現が代表する変形空間XPSL(2,R)の
点は, Mg作用に関して有限 stabilizerを持ち, これは丁度対応する双曲的曲面の向き
を保つ等長変換群と一致する. 従って, 補題 2.8により, このような ϕは決して準同型
Mg,∗ → PSL(2,R)に拡張しないことがわかる.



注意 2.12. 1.4節で述べた通り, Mg,∗は 3g − 3次元以下の複素忠実線型表現を持たな
い. このことを定理 2.9 と合わせると, n ≤

√
3g − 3ならば, XGL(n,C)へのMg作用は

π1(Σg, ∗)の忠実表現で代表される大域的不動点を持たないことがわかる.

最後に, 関連する先行結果について付言する. これまでに, Birman完全列 (2.2)を用
いて写像類群の線型性を直接言い換える, 定理 2.9のような結果は知られていなかった
ようである. しかし, 次に述べるように間接的な結果を指摘することができる. 線型性
を持つ群が満たすべき性質に, residually finite, すなわち, 単位元以外の任意の元に対
し, その群から有限群への準同型であって, その元を単位元以外の元に移すものが存在
する, という性質がある. Mg,∗が residually finite であることはBaumslag [2]により示
された. Mgが residually finite であることは, 最初 Grossmann [14]によりBaumslag

の方法を拡張することで示されたが, その後, Bass–Lubotzky [1] は, Mg,∗が residually

finite であることと, MgのXGL(n,K)への作用の下で, 既約表現で代表されるXGL(n,K)

のすべての点を, すべての nにわたって固定する写像類が 1 ∈ Mgに限るということ
から概ね従うことを示している. (正確にはMgでなく, それを指数2の部分群として含
むπ1(Σg, ∗)の外部自己同型群.) これは上の定理2.9と対照を成している.

2.4. いくつかの問題
定理 2.5, 2.9に基づいて写像類群の線型性問題を解決するために基本的と思われる問題
を挙げておきたい.

閉曲面の場合. 曲線加群 p : K[S] → M が基礎体K上有限次元となるための必要十
分条件は何か? また, Ker pがMg,n加群として有限生成となるための必要十分条件は
何か?

1点穴開き曲面の場合. Birman完全列 (2.2) には自由群の自己同型の対応物

1 −→ Fn −→ Aut (Fn) −→ Out (Fn) −→ 1

が存在し, 定理 2.9の類似物が全く同じ理由で成り立つ. ここにOut (Fn)はFnの外部
自己同型を表す. Aut (Fn)はn = 2のとき線型で, n ≥ 3のとき線型でないことに, 変形
空間へのOut (Fn)作用の力学系の言葉で別証明を与えよ.

3. 関連する話題
本稿に述べた議論の出発点となった, 補題 2.1 を用いると, 写像類群Mg,nの任意の群
準同型に対し, それが Σg,n内の単純閉曲線のあいだの幾何的交叉の有無をすべて判別
できることが, その準同型のカーネルが中心Z(Mg,n)に含まれることと必要十分であ
ることを示すことができる. 詳細については論文 [18]を参照されたい.
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