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1 Closing Lemma

X を位相空間，Homeo(X)を X 上の同相写像の全体のなす群とする．f ∈
Homeo(X)と整数 nに対して，fn ∈ Homeo(X)を f0 = IdX (X 上の恒等写
像)，n ≥ 1に対して，fn = f ◦ fn−1, f

−n = (fn)−1で定める．x ∈ Xに対し
て，集合O(x, f) = {fn(x) | n ∈ Z}を f による xの軌道という．

x ∈ X が f(x) = xをみたすとき，xは f の不動点であるという．また，
ある n ≥ 1に対して fn(x) = xとなるとき，xは f の周期点であるという．
Fix(f), Per(f)でそれぞれ，f の不動点全体，周期点全体のなす集合を表わす．
Lefschetzの不動点定理を思い出すまでもなく，Fix(f), Per(f)がどのような
集合であるか，その周りで f がどのような振舞いをしているかは，f の挙動
を知る上で最も重要なことの一つである 1．しかし，X がコンパクト集合の
場合でも，一般に f は周期点を持つとは限らない．

Example 1.1 (rigid rotation). S1 = R/Zとする．θ ∈ Rに対して，Rθ ∈
Homeo(S1)を，Rθ([x]) = [x+ θ]で定める ([x]は x ∈ Rが代表する S1の元)．
θが有理数 q/pのときは，Per(Rθ) = Fix(Rp

θ) = S1. しかし，θが無理数のと
きは，Rθは周期点を持たない．

周期性よりも弱い回帰性を持つ点の集合を定義しよう．x ∈ X に対して，
α(x, f), ω(x, f)をそれぞれ，点列 (f−n(x))n≥0, (f

n(x))n≥0 の集積点全体の
なす集合とする．集合

∪
x∈X α(x, f) ∪ ω(x, f)を f の極限集合と言い 2，L(f)

で表わす．x ∈ L(f)であることは，任意の xの近傍 U に対して，y ∈ X で
U ∩O(y, f)が無限集合となるものがあることと同値である．Xがコンパクト

1時間発展を研究対象とする力学系理論において，不動点や不変集合，不変測度といった時
間発展しないものを中心的な役割を果たすことに，筆者は諧謔のようなものを感じるときがあ
る．

2S で S ⊂ X の閉包を表わす．



ならば，L(f)は空集合ではない．x ∈ Xが非遊走点であるとは，任意の xの
近傍U に対して n ≥ 1でU ∩ fn(U) ̸= ∅をみたすものが存在することを言う．
f の非遊走点全体を Ω(f)で表わす．これらの集合はみな f -不変で，

Fix(f) ⊂ Per(f) ⊂ L(f) ⊂ Ω(f)

という包含関係が常に成り立つ．

Example 1.2. Rθを Example 1.1で定義した S1上の回転写像とすると，す
べての θ ∈ Rに対して，L(f) = Ω(f) = S1.

(X, d)がコンパクト距離空間の場合には，

dC0(f, g) = sup
x∈X

[
d(f(x), g(x)) + d(f−1(x), g−1(x))

]
としてHomeo(X)上のC0-距離を定めれば，Homeo(X)は位相群の構造を持
つ．回転写像の例では，θを有理数 q/pで近似することで，Rθを周期点が豊富に
ある写像Rp/qで (C0位相で)近似できる．では，一般の場合も f ∈ Homeo(X)
を周期点が豊富にある写像で近似できるだろうか．その疑問への一つの解答
が次の C0 closing lemma である．

Theorem 1.3 (C0 closing lemma). M をコンパクトな位相多様体 3，f を
M からそれ自身への同相写像とする．x∗ ∈ Ω(f)に対して，f にC0位相で収
束する写像列 (fk)k≥1と x∗に収束するM の点列 (xn)k≥1で，すべての k ≥ 1
について xk ∈ Per(fk)となるものが存在する．言い換えれば，Ω(f)の点の軌
道を写像を C0-摂動することで「閉じる」ことができる．

証明は簡単である．与えられた ϵ > 0に対して，x∗ を中心とする半径が
ϵ/2よりも小さい球体 U を考える．必要ならば ϵをより小さいものに取り変
えることで，U はある座標近傍に入っているとしてよい．x∗ ∈ Ω(f)なので，
N ≥ 1で，fn(U) ∩ U = ∅ (0 ≤ n ≤ N − 1), かつ，U ∩ fN (U) ̸= ∅と
なるものがある．xk ∈ f−N (U) ∩ U ̸= ∅を取り，yk = fN (xk)とすると，
yk ∈ U である. h ∈ Homeo(X)に対して，supp(h) = {x ∈ X | h(x) ̸= x}を
hの台と言う．hk ∈ Homeo(X)で hk(yk) = xk，かつ，supp(hk) ⊂ U であ
るものを取り，fk = hk ◦ f と置けば，dC0(fk, f) = dC0(hk, IdM ) < ϵ．また，
fn(U) ∩ supp(hk) = ∅ (n = 1, . . . , N − 1)であることから，

fNk (xk) = (hk ◦ f)N (xk) = hk ◦ fN (xk) = hk(yk) = xk.

すなわち，xk ∈ Per(fk)となり，Theorem 1.3が証明できた.
C0 closing lemmaの系として次を示すのはそれほど難しくない 4

3証明を見ればわかるようにコンパクト性は重要でない．
4後述する Pughによる C1 general density theoremの証明 ([16])を見よ．



Theorem 1.4 (C0 general density theorem). M をコンパクトな位相多様体
とする．このとき，

{f ∈ Homeo(M) | Per(f) = Ω(f)}

はHomeo(M)の residualな部分集合 5．

M をコンパクトな (境界を持つかもしれない)多様体とする．1 ≤ r ≤ ∞
に対して，M からそれ自身へのCr級微分同相写像の全体のなす群Diffr(M)
は Cr位相という自然な位相を持つ．Pughは r = 1の場合に次を示した．

Theorem 1.5 (C1 closing lemma [15, 16]). f ∈ Diff1(M)と x∗ ∈ Ω(f)に
対して，f に C1 位相で収束する写像列 (fk)k≥1 と x∗ に収束するM の点列
(xn)k≥1で，すべての k ≥ 1について xk ∈ Per(fk)となるものが存在する．

Corollary 1.6 (C1 density theorem [16]).

{f ∈ Diff1(M) | Per(f) = Ω(f)}

はDiff1(M)の residualな部分集合．

C1 closing lemmaの証明の基本方針は同相写像の場合と同じであるが，hが
半径δの球体に台を持ち，hと IdMのC1-距離が ϵ以下のときには，dC0(h, IdM ) =
O(δϵ)となり 6．そのため，x∗のまわりの摂動だけでは周期軌道を得ることを
期待できない．そこで，x∗を適切に選びなおしてx∗, f(x∗), . . . , f

[1/ϵ](x∗)を中
心とした半径 δの球体における摂動が互いに干渉しあわないようにし，それら
での摂動によって x∗を δϵ · (1/ϵ) = δくらい動かす，というのがPughのアイ
デアである．Pughの方法は体積を保つC1微分同相写像や，C1 Hamiltonian
微分同相写像に対しても有効であり，これらに対してもC1 closing lemmaが
証明されている ([17])．

r ≥ 2の場合には，半径 δの球体に台を持ち，hと IdM の C1-距離が ϵ以
下であるような h ∈ Diffr(M)については，dC0(h, IdM ) = O(δrϵ)となり，一
般には δが制御できないためにC1の場合のPughのアイデアではうまく行か
ない．実際，次に見るように，r ≥ 2の flowの場合にはいくつかの状況で反
例が構成されている．多様体M 上の flow Φに対しても，同相写像の場合と
同様に周期点集合 Per(Φ), 非遊走点集合 Ω(f)が定義される．次のGutierrez
の例は，C0や C1の場合とは異なり，小さな台を持つ C2-摂動では一般には
新たに周期軌道を作ることができないことを示している．

5位相空間 V の部分集合Rが residualであるとは，V の稠密開部分集合の列 (Uk)k≥1 で，∩
k≥1 Uk ⊂ Rとなるものがあることを言う．Baireの定理より，このときRは V の稠密部分
集合となる．

6例えばM が 1次元の場合は簡単な計算からわかる．



Theorem 1.7 (Guttierez [4]). 2次元トーラス T2上の C∞級ベクトル場 X
で，次をみたすものが存在する：

1. Xの零点集合を S，Xが生成する flowをΦとしたとき，Ω(Φ) \ S ̸= ∅.

2. 任意のコンパクト集合K ⊂ T2 \ S に対して，台がK に含まれるよう
なC2ベクトル場 Y が 0にC2位相で十分近ければ，X + Y が生成する
flowはK を通る周期軌道を持たない．

一方，Hermanは，Hamiltonian flowという設定においては，Pugh-Robinson
による C1 closing lemma ([17])とは対照的に，r ≥ 7に対して Cr closing
lemmaが成り立たないことを示した．Hamiltonian flowは体積を保存するた
め，Poincaréの回帰定理 7より，Ω(f)は多様体全体となることに注意する．

Theorem 1.8 (Herman [6, 7]8). T3 を 3次元トーラスとし，T3 × [0, 1]上
の関数H をH0(x, s) = sで定める．T3 × [−1, 1]上の symplectic形式 ωと，
C7(T3 × [−1, 1])におけるH0の C7-近傍 U で，次をみたすものが存在する：
H ∈ U が生成する (T3 × [−1, 1], ω)上の Hamiltonian flowを ΦH とすると，
すべての c ∈ [−1/2, 1/2]に対して，Per(ΦH) ∩H−1(c) = ∅.

closing lemmaを発展させたMañéのC1 ergoding closing lemma [13]や，
林や Bonatti-Crovisierの C1 connecting lemma [5, 2]は，C1 級力学系の研
究には欠かせないものとなっている．その一方で，上で見たようにC2級以上
の滑らかさでは Pughのアイデアを使うことができず，いくつかの状況では
反例もあるために，力学系の回帰性が例外的に統制しやすい閉曲面上の flow
の場合 (Peixoto [14, Lemma 4])を除いて，r ≥ 2の場合のCr closing lemma
は力学系理論における最も有名な未解決問題の一つであり続けている 9．

2 3次元Reeb flowに対するC∞ closing lemma

2015年に，より滑らかな力学系に対する closing lemmaについての画期的な
結果が入江 [10]によって与えられた．本節ではその結果を述べ，次節で証明
のあらましを述べる．

(2n+1)次元の多様体M 上の 1-形式 λが接触形式であるとは，λ∧ (dλ)n
がすべての点で 0でないことを言い，このとき，組 (M,λ)を接触多様体と
いう．

Example 2.1. symplectic多様体 (X,ω)と V の余次元 1部分多様体M につ
いて，M の近傍で定義されたベクトル場X で，LXω = ω, かつ，すべての

7例えば，[8]の 1.4節 Theorem 3.などを参照．
8Hofer-Zehnder[8]の 4.5節にも読みやすい証明がある．
9Smaleによる「21世紀の数学の問題」[18] にも挙げられている．



x ∈M でX(x) ̸∈ TxM となるものがあるとき，λ = ιXωはM 上の接触形式
となることが知られており 10，このとき，M は接触型超曲面と呼ばれる．例
えば，R2n上の標準的な symplectic形式 ω0 =

∑n
i=1 dxi ∧ dyiについて，R2n

のコンパクト凸領域の境界となっているような余次元 1部分多様体M はこの
条件をみたし，(M, ιXλ)は (2n− 1)次元接触多様体となる 11.

(M,λ) が接触多様体であるとき，M 上のベクトル場 Xλ で ιXλ = 1,
ιX(dλ) = 0となるものがただ一つ存在する．このベクトル場を λの Reeb
ベクトル場と呼ぶ．また，それが生成する flowをReeb flowといい，Φλと
書く．上の symplectic多様体 V (V, ω)の接触型超曲面M の場合には，正則値
cの逆像がM となるような V 上の滑らかな関数H の Hamiltonianベクトル
場XH を考えると，XH はReebベクトル場Xλの正の定数倍となる．すなわ
ち，この状況では (M,λ)のReeb flowとHのHamiltonian flowのH−1(c)へ
の制限は時間の取り替えを除いて一致する．Reeb flowのもう一つの重要な
例は，測地流である．完備なRiemann多様体 (M, g)の接束 TM には余接束
T ∗M 上の自然な symplectic構造から誘導される symplectic構造が入る．単
位接束 SM = {v ∈ TM | ∥v∥ = 1}は TM の接触型超曲面となり，SM 上の
Reeb flow Φλが定まるが，Φλは測地流，すなわち，t 7→ Φt(v)をM に落し
たものが vを初期値とする測地線であるような flowと一致することが知られ
ている．
入江 [10]はReeb flowに関する closing lemmaを次の形で証明した．

Theorem 2.2 (入江 [10]). (M,λ)を 3次元閉接触多様体，f をM 上の恒等
的に 0ではないC∞級非負関数とする．s ∈ [0, 1]に対して，M 上の接触形式
λsを λs = (1+ s · f)λで定め，そのReeb flowをΦλs と置くと，s ∈ [0, 1]で，
Per(Φλs) ∩ supp(f) ̸= ∅ となるものが存在する．

x ∈M の近傍U と，C∞級 1-formのなす空間における λの近傍 U に対し
て，f を supp(f) ⊂ U , すべての s ∈ [0, 1]に対して λs ∈ U となるように取れ
ば，摂動の台が U に含まれるようなΦλのある摂動Φλs ∈ U が U を通る周期
軌道を持つ．この意味で上の定理は，Reeb flowに対するC∞ closing lemma
(のかなり強い version)と見なすことができる．

Example 2.1でも見たように，4次元 symplectic多様体の接触型超曲面上
のReeb flowはあるHamiltonianian flowの等エネルギー面への制限と同一視
できる．Hermanの反例から，単に Hamiltonian flowの制限であるだけでは
closing lemmaは成り立たない．つまり，Theorem 2.2が成り立つためには，
flowがReeb flowであるという仮定が決定的に効いている．

Pughが扱ったC1の場合と同様に，closing lemmaの系として general den-
sity theorem が得られる．

10LXω は ω の X による Lie微分，ιXλは内部積．
11この辺りのことについては [8]の 4.3節を参照のこと．



Corollary 2.3 ([10]). (M,λ)を 3次元閉接触多様体とする．

{f ∈ C∞(M,R) | Per(Φefλ) =M}

は C∞(M,R)の residualな部分集合．

測地流が単位接束上のReeb flowであることを思い出すと，次を得ること
ができる．

Corollary 2.4 ([10]). (Σ, g)を2次元閉Riemann多様体とする．f ∈ C∞(Σ,R)
に対して，Riemann計量 efg に関する Σ上のすべての閉測地線の和集合を
Γ(efg)としたとき， {

f ∈ C∞(Σ,R) | Γ(efg) = Σ
}

は C∞(Σ,R)の residualな部分集合．

測地流に対するC1 closing lemmaが証明されたのが 2010年代に入ってか
ら ([12])であることを考えると，この測地流への応用は驚くべきものがある．

3 Embedded Contact Homology

本節では，Theorem 2.2の証明のあらましを述べる．詳しいことは本人によ
る優れた解説 [11] がすでにあるので，そちらを，もしくは論文 [10] を参照
してほしい．入江が用いた手法は，Reeb flowに付随する enmedded contact
homology (ECH)とよばれる不変量と接触形式が定める多様体の体積を結び
つけるCristofaro-Gardiner-Hutchings-Ramosの結果 [3]に基づくものであり，
Pughが開発した C1 closing lemmaの証明とは全く異なる．

(M,λ)を 3次元閉接触多様体，Φλを λのReeb flowとする．x ∈ Per(Φλ)
について，T をその (最小)周期，すなわち，T = min{t > 0 | Φt

λ(x) = x}
とすると，(DΦT

λ )x : TxM→TxM は Φλの軌道方向に固有値 1の固有ベクト
ルを持つ．また，Φλは体積形式 λ ∧ dλを保つため，det(DΦT

λ )x = 1である．
従って，(DΦT

λ )xの残りの二つの固有値は (a) ともに実数で，その絶対値は一
方が 1より大きく，他方は 1より小さい, (b) ともに絶対値 1の互いに異なる
複素数で，一方が他方の複素共役，(c) ともに 1，または，ともに −1，のい
ずれかとなる．周期点 xは，(a)のとき双曲型，(b)のとき楕円型といい，す
べての周期点がこれらの二つの場合のいずれかであるとき，Φλは非退化であ
るという．以下，簡単のため，Φλが非退化な場合であると仮定する 12．

Φλの周期軌道の全体をP(M,λ)と書くことにする 13. γ ∈ P(M,λ)に対し
て，[γ]で γが代表するH1(M,Z)の元を，A(γ)で γの最小周期を表わす．正

12genericな接触形式に対して，Reeb flowは非退化になることが知られている．
13周期点集合ではなく {O(x,Φλ) | x ∈ Per(Φλ)}.



の整数の全体を Z+と書き，Z+×P(M,λ)の有限部分集合 Γ = {(mi, αi)}i∈I
で次をみたすものをECH生成元と呼ぶ：

1. i ̸= jならば，αi ̸= αj .

2. αiが双曲型周期軌道ならば，mi = 1.

ECH生成元α = {(mi, αi)}i∈Iに対して，[α] =
∑

i∈I mi[αi], A(α) =
∑

i∈I miA(αi)
と定める．空集合もECH生成元で，[∅] = 0, A(∅) = 0である．Φαが非退化で
あるという仮定から，L > 0に対して，A(α) < LとなるECH生成元は有限個
であることがわかる．Γ ∈ H1(M,Z)とL > 0に対して，[α] = Γ, A(α) < Lを
みたす ECH生成元たちが生成する自由 Z/2Z-加群を ECCL(M,λ,Γ)と書く．
直積M × R = {(x, t) | x ∈ M, t ∈ R}は symplectic形式 d(etλ)を持つので，
それに適合したM ×R上の概複素構造 J でよい性質のものを取ると，J-正則
曲線を使って，∂2J = 0をみたす準同型 δJ : ECCL(M,λ,Γ)→ECCL(M,λ,Γ)
を定めることができる．さらに，そのホモロジー群ECHL(M,λ,Γ)は J の取
り方によらないことや，Lについての帰納極限 lim−→ECHL(M,λ,Γ)が λでは
なく，それが定める平面場 ξ = Kerλのみに依存することも示すことができ
る．そこでこれを ECH(M, ξ,Γ)と書く．

L > 0に対して，ιL : ECHL(M,λ,Γ)→ECH(M, ξ,Γ)を自然な準同型と
する．σ ∈ ECH(M, ξ,Γ) \ {0}に対して，ECHスペクトル不変量 cσ(M,λ)
を

cσ(M,λ) = inf{L > 0 | σ ∈ Im ιL}

で定める 14．このとき次が成り立つ．

1. A(M,λ)+ = {0}+{A(γ1)+ . . .A(γk) | k ≥ 1, γ1, . . . , γk ∈ P(M,λ)}と
定めると，すべてのσ ∈ ECH(M, ξ,Γ)について，cσ(M,λ) ∈ A(M,λ)+.

15

2. (fk)k≥1が定数関数1にC0収束するならば，limk→∞ cσ(M,fkλ) = cσ(M,λ).

c1(ξ)で ξ = Kerλの第一Chern類を，PD(a)で a ∈ H1(M,Z)のPoincaré
双対を表わすことにすると，c1(ξ) + 2PD(Γ)がH2(M,Z)のねじれ元である
ときには，自然な方法で ECH(Y, ξ,Γ)に (相対的な)Z次数を定めることがで
きる．このとき，σ ∈ ECH(Y, ξ,Γ)の斉次的な元に対してその次数を |σ|で表
わすと, ECH(M, ξ,Γ)の元の斉次的な列 (σk)k≥1で，σk ̸= 0, |σk|→∞となる
ものがあることが知られている．ECHスペクトル不変量と λ ∧ dλの積分を
結びつける次の結果が，Theorem 2.2の鍵となる．

14この不変量は Hutcinhs[9]によって導入された．
15Φλ のすべての周期点が非退化ならば，A(M,λ+)が Rの閉部分集合となることから得ら

れる．



Theorem 3.1 (Cristofaro-Gardiner-Hutchings-Ramos). ECH(M, ξ,Γ)の斉
次的な元の列 (σk)k≥1で，σk ̸= 0, |σk|→∞となるものについて，

lim
k→∞

cσk
(M,λ)2

|σk|
=

∫
M
λ ∧ dλ.

以上の準備のもとに，Theorem 2.2の証明のあらましを述べよう．まず，
A(M,λ)+はRの測度0集合であることが知られており，その事実から，A(M,λ)+
は nowhere denseな Rの部分集合である．仮にすべての s ∈ [0, 1]に対して，
Per(Φλs) ∩ supp(f) = ∅であるとすると，Φλs の周期軌道に関する情報はΦλ

のそれと変わらず，すべての t ∈ [0, 1]に対してA(M,λs)+ = A(M,λ)+とな
る．スペクトル不変量の sに関する連続性と，A(M,λ)+が nowhere denseで
あることから，cσ(M,λs) = cσ(M,λ)がすべての s ∈ [0, 1]について成り立つ．
Theorem 3.1より，λs ∧ dλsのM 上の積分は λ ∧ dλのそれと変らない．し
かし，f が非負で supp(f) ̸= ∅なので λs ∧ dλs = (1 + s · f)2λ ∧ dλのM 上
の積分は λ ∧ dλのそれよりも大きくなる．これは上で見たことと矛盾してお
り，Per(Φλs) ∩ supp(f) ̸= ∅となる s ∈ [0, 1]があることになる．

4 閉曲面上のHamilton微分同相写像に対するC∞ clos-
ing lemma

(境界を持つかもしれない)Σをコンパクトな曲面，ωをその上の symplectic形
式とする．Σ上の C∞級関数 hに対して，その Hamiltonベクトル場Xhを，
dh = −ιXh

ωで定める．Σからそれ自身への微分同相写像 φがHamilton微
分同相写像であるとは，[0, 1]×Σ上の関数HとΣのイソトピー (φt

H)t∈[0,1]で，
Ht(x) = H(t, x)と置いたとき，φ0

H = IdΣ，φ1
H = φ, ∂tφ

t
H = XHt (t ∈ [0, 1])

となるものが存在することを言う．このような微分同相写像の全体Ham(Σ, ω)
はC∞位相により位相群となる．f ∈ Ham(Σ, ω)は symplectic形式 ωを保つ
ため，Poincaréの回帰定理から，Ω(f) = Σが成り立つ．
入江のReeb flowに対するC∞ closing lemmaの応用として，講演者と入

江は閉曲面のHamilton微分同相写像に対する C∞ closing lemmaを得た．

Theorem 4.1 (浅岡-入江 [1]). Σを閉曲面，ω をその上の symplectic形式
とする．f ∈ Ham(Σ, ω)と x∗ ∈ Σに対して，f に収束する Ham(Σ, ω)の元
の列 (fk)k≥1と x∗に収束するΣの点列 (xk)k≥1で，すべての k ≥ 1に対して
xk ∈ Per(fk)となるようなものが存在する．

Corollary 4.2 (C∞ general density theorem [1]). {f ∈ Ham(Σ, ω) | Per(f) =
Ω(f)} はHam(Σ, ω)の residualな部分集合．



証明は 2つのステップに分けられる．Σ′を境界を持つ向きづけ可能なコン
パクト曲面，ω′をその上の symplectic形式とする．Σ′上のHamilton微分同
相写像で，境界のある近傍では恒等写像であるようなもの全体のなす集合を
Ham(Σ′, ∂Σ′, ω′)で表わす．最初のステップでは，次のHam(Σ′, ∂Σ′, ω′)にお
ける C∞ closing lemmaを示す．

Lemma 4.3. f ∈ Ham(Σ, ω)と空でないΣの開部分集合Uに対して，fに収束
するHam(Σ, ω)の元の列 (fk)k≥1で，すべてのk ≥ 1に対して supp(fk◦f−1) ⊂
U , Per(fk) ∩ U ̸= ∅となるようなものが存在する．

この lemmaでは摂動も局所化できることを主張していることに注意．証
明は f の suspension flowがある 3次元閉接触多様体の Reeb flowに C∞ 軌
道同値の意味で埋め込むことができるという事実 ([1, Lemma 3.3])を使えば
それほど難しくない．ここで，f の suspension flowとは，写像トーラス
Mf = Σ′×R/(x, s+n) ∼ (fn(x), s)上の flowΨf で，Ψt([x, s]) = [x, s+ t]で
定義されるものを言う．証明においては，Σ′が境界を持つことが本質的で使
われている．実際，閉曲面上のHamiltonian微分同相写像の suspension flow
は多くの場合Reeb flowとは軌道同値にはならない 16．

2つ目のステップでは，閉曲面Σ上のHamilton微分同相写像を変形して，
境界を持つ閉曲面の場合に帰着させる．f ∈ Ham(Σ, ω)と取るとまず閉曲面
においては Arnold予想が解決されているため，f は不動点 pを持つ．f を p
の周りで摂動することで 17，pの周りでは実解析的 18，かつ，pは双曲型，ま
たは，楕円型な不動点であるとしてよい．また，U を小さく取りなおして，p
はU の閉包に入っていないとしてよい．pが楕円的なときはKAM理論を，p
が双曲的なときは Birkhoffの normal formの理論を用いることで，U を含む
ある Σの f -不変な開集合 V と，境界を持つ曲面 Σ′，g ∈ Ham(Σ′, ∂Σ′, ω′)，
C∞埋め込み i : V→Σ′で，i∗ω′ = ω, i ◦ f = f ′ ◦ iとなるものを構成するこ
とができる 19．最初のステップから，i(U)における gの摂動で i(U)を通る周
期軌道を作ることができるので，i(U)とU を同一視して，同じ摂動を f にも
ほどこせば，V の f -不変性から U も周期軌道が通り，証明が終わる．

5 いくつかの問題

閉曲面上のHamilton微分同相写像に対するC∞ closing lemmaの筆者たちの
証明は，ダイナミクスを保つ形で曲面に穴を開けて，その suspension flowを
Reeb flowに埋め込んだ後，Reeb flowに対する結果を適用する，というかな

16例えば，T2 上の恒等写像の suspension flowは Reeb flowと軌道同値にはならない．
17この部分でのみ，Theorem 4.1の closing lemmaにおける摂動の局所性が破れる．
18pが双曲型のとき，Birkhoff normal formの収束をいうのに必要．
19詳細は [1]を参照．



り回りくどいものである．閉曲面上での議論のみによる別証明を見つけるこ
とは，何が本質的に効いているのかを知る上で意味があるだろう．

Question 5.1. ECH スペクトル不変量にあたるものを 2次元Hamilton微分
同相写像に対して定義し，その漸近挙動を見ることで，Theorem 4.1の証明
を再構成することはできるか？

Σを向きづけ可能な閉曲面，ωをその上の symplectic形式とし，Diff0(Σ, ω)
を ωを保つΣ上の微分同相写像で恒等写像とイソトピックなもの全体のなす
集合とする．Σが球面でないときは，Ham(Σ, ω)はDiff0(Σ, ω)の真部分集合
であることが知られている．何が本質的に効いているのかという観点からは，
次の問題も自然であろう．

Question 5.2. Diff0(Σ, ω)において C∞ closing lemmaは成り立つか？

最初の節で述べたように，C1 closing lemmaの様々な変種は，C1微分同
相写像の研究における主要な道具となっている．ECHの理論を何らかの形で
拡張することで，これらの C∞ 版を閉曲面上の Hamilton微分同相写像に対
して示すことはできるだろうか．例えば，次のような問題に答えることはで
きるだろうか．

Question 5.3 (C∞ ergodic closing lemma). Σを閉曲面，ωをその上の sym-
plectic形式とする．f ∈ Ham(Σ, ω)と，Σ上の ergodicな f -不変確率測度 µ
に対して，f に収束する Ham(Σ, ω)の元の列 (fk)k≥1と Σの点列 (xk)k≥1で
次の二つの条件をみたすものを常に取ることができるか？

1. すべての k ≥ 1に対して，xkは fkの周期点．

2. xkの軌道O(xk, fk)上の一様分布が k→∞で µに弱収束する．
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曲面と円柱の接触と曲面の輪郭線

長谷川 大 (岩手医科大学教養教育センター)∗

1. 序
R. Thomは [23]において，D4特異点の幾何的性質とR3内の正則曲面の臍点 (umbilic)

との類似性を指摘した．その後，I. R. Porteous ([16], [17])は，曲面のいくつかの微分
幾何的性質が距離2乗関数の特異点の観点から記述できることを示し，距離2乗関数の
A3特異点に対応する峰点 (ridge)とよばれる新しい概念を導入した．また，J. Montaldi

([15])は，2つの多様体間の接触の概念を定義し，J. Mather ([13])が導入したK-同値と
の関係を特異点論の言葉による特徴付けた．このことから，距離 2乗関数の特異点を
調べることで曲面と球面の接触が測ることができ，臍点や峰点では曲面は球面と退化
した接触をすると言える．曲面と球面の接触の場合と同様に，曲面と平面との接触は
高さ関数で測ることができ，放物点では曲面は平面と退化した接触をしている．高さ
関数の特異点と曲面の微分幾何的性質の関連性は [3]等にまとめられている．
3次元ユークリッド空間R3内のhomogeneous surfaceは，群O(3)⋊R3のある部分群

の軌道であり，平面，球，および円柱の3つであることが知られている ([22])．特異点
論の観点からの曲面と平面および球面との接触による曲面の微分幾何的性質の研究は
数多くなされ (例えば，[2], [8], [9], [14])，最近では特異点を持つ曲面と平面および球面
との接触の研究もされている (例えば，[6], [21])．したがって，残されたhomogeneous

surfaceである円柱と曲面の接触を考えることは自然である．本稿第 2節では，曲面と
平面および球面との接触を通して曲面の微分幾何的性質を復習し，曲面と円柱との接
触をその微分幾何的性質で記述する．
曲面と平面のA−

1 -接触の kernel fieldは双曲的領域の漸近方向を定め，その積分曲線
である漸近曲線の特異点は分類されている ([1])．また，曲面と球面のA2-接触のkernel

fieldは臍点以外の点での主方向を定め，その積分曲線である曲率線の特異点も分類さ
れている ([4])．曲面と円柱との接触では，A3-接触のkernel fieldが定める方向が考えら
れる．その方向を円柱方向 (cylindrical direction)とよぶ．第3節では，円柱方向の積分
曲線の特異点を紹介する．
曲面の輪郭線 (apparent contourまたは profile)は曲面の正射影の特異値集合である

ことから，R2からR2への写像の特異点と深く関係している．また，曲面の輪郭線は曲
面と円柱との接触にも深く関係している．実際に，点a ∈ R3を通り v ∈ S2に平行な
直線を軸とし，半径が rであるような円柱Cv,a,rは

|q − ⟨q,v⟩v − a|2 = r2 (⟨a,v⟩ = 0, r > 0) (1.1)

を満たす点 q = (x, y, z) ∈ R3で表されることからわかる．ここで，⟨·⟩はR3の標準的
な内積である．可微分写像芽f : R2, 0→ R2, 0の特異点については，T. Gaffney([5])や
J. H. Rieger ([18])による分類や佐治氏 ([19])や加葉田氏 ([10])による判定法など様々な
研究がなされているが，その特異値集合についての幾何学的な観点からの研究は (筆者
の知る限り)ほとんど行われていない．第4節では，円柱方向を応用して得られた曲面
の輪郭線の微分幾何的性質について述べる．
∗〒 028-3694 岩手県紫波郡矢巾町西徳田 2-1-1 岩手医科大学 教養教育センター情報科学科
e-mail: mhase@iwate-med.ac.jp



第 2節および第 3節の内容は埼玉大学の福井敏純氏と中川幸一氏との共同研究 [7]に
基づき，第 4節の内容はサンパウロ大学のM. Salarinoghabi氏との共同研究 [20]に基
づく．

2. 曲面と円柱の接触
2.1. 接触

Xi, Yi (i = 1, 2)をRn内の部分多様体でdimX1 = dimX2かつdimY1 = dimY2を満た
しているものとする．このとき，X1とY1のx1における接触がX2とY2のx2におけ
る接触と同じであるとは，微分同相写像芽Φ : (Rn, x1)→ (Rn, x2)でΦ(X1) = X2かつ
Φ(Y1) = Y2を満たすものが存在することである．
J. Montaldiは次のように特異点論の言葉で特徴付けた：

定理 2.1 ([15]). gi : (Ui, ui) → (Rn, xi) (i = 1, 2)をはめ込みで Xi = gi(Ui)，fi :

(Rn, xi) → (Rp, 0)を沈めこみで Yi = f−1
i (0)となるものとする．このとき，X1と Y1

の x1における接触がX2と Y2の x2における接触と同じであるための必要十分条件は
f1 ◦ g1とf2 ◦ g2がK-同値であることである．

ここで，可微分写像芽 f, g : (Rn, 0) → (Rp, 0)がK-同値であるとは，微分同相芽
φ : (Rn, 0) → (Rp, 0)と写像芽A : (Rn, 0) → GL(Rn)が存在して g ◦ φ(x) = A(x)f(x)

を満たすことである．特に本稿では，次の (R2, 0)→ (R, 0)のK-同値のクラスに対応す
る接触のタイプについて考える：

A±
k : x2 ± yk+1, D±

k : xy2 ± xk−1 (k ⩾ 4).

A+
1 A−

1 A2 A+
3 A−

3

D+
4 D−

4 D5

図 1: A⩽3, D⩽5-特異点の零点集合．

2.2. 平面との接触

R3内の平面は
⟨q,v⟩ = d (v ∈ S2) (2.2)

を満たすq = (x, y, z)によって定まる．したがって，平面のモジュライ空間は3次元と
なり，曲面と平面のジェネリックな接触は，A1, A2, A3-接触が考えられる．



事実 2.2. R3内の正則曲面Sと (2.2)で定まる平面πv,dとの点p ∈ S ∩ πv,dでの接触は
次のようになる．

(1) A⩾1-接触である必要十分条件はv = ±n(p)である．ここで，n(p)は点pにおけ
るSの単位法ベクトルである．

(2) A⩾2-接触である必要十分条件はv = ±n(p)かつ点pが放物点(parabolic point)(i.e.,

ガウス曲率K(p) = 0)であることである．

(3) A⩾3-接触である必要十分条件は v = ±n(p)かつ点 pが cusp of Gaussであるこ
とである．ここで，点 pが cusp of Gaussであるとは，κi(p) = 0, κj(p) ̸= 0,

viκi(p) = 0であるときを言う．κi(p)は点pにおける主曲率でviκ(p)は点pにお
ける κiの主方向 viに沿う方向微分係数である．また，viκi(p) = 0であるとき，
点pは主方向viに関する峰点 (ridge pointまたは単に ridge)であるという．

2.3. 球面との接触

R3内の球面は
|q − a|2 = r2 (a ∈ R3, r > 0) (2.3)

を満たす q = (x, y, z) ∈ R3によって定まる．したがって，球面のモジュライ空間は 4

次元となり，曲面と球面とのジェネリックな接触は，A1, A2, A3, A4, D4-接触が考えら
れる．

事実 2.3. R3内の正則曲面Sと (2.3)で定まる球面Sa,rとの点p ∈ S ∩ Sa,rでの接触は
次のようになる．

(1) A⩾1-接触である必要十分条件は，点aが点pの法線上にあることである．

(2) A⩾2-接触である必要十分条件は，点aが点pにおけるκiに関する焦点(focal point)

(i.e., a = p+ n(p)/κi(p))であることである．

(3) A⩾3-接触である必要十分条件は，点aが点 pにおける κiに関する焦点で pが vi

に関する峰点であることである．

(4) A⩾4-接触である必要十分条件は，点aが点 pにおける κiに関する焦点で pが vi

に関する2次以上の峰点 (i.e., viκi(p) = v2
i κi(p) = 0)であることである．

(5) D⩾4-接触である必要十分条件は，点pが臍点 (umbilic) (i.e., κ1(p) = κ2(p))であ
り，点aが点pにおける焦点であることである．

2.4. 円柱との接触

R3内の円柱は (1.1)を満たす点 q = (x, y, z) ∈ R3によって定まる．したがって，円柱
のモジュライ空間は 5次元となり，曲面と円柱とのジェネリックな接触はA1, A2, A3,

A4, A5, D4, D5-接触が考えられる．
SをR3内の正則曲面，Cv,a,rを (1.1)で定まる円柱とする．p ∈ S ∩ Cv,a,rでのSと

Cv,a,rの接触に関して以下が成り立つ．



定理 2.4 ([7]). (1) A⩾1-接触する必要十分条件は，v ∈ TpSかつ

a = p− ⟨p,v⟩v + λn(p)

となるようなλ ̸= 0が存在することである．

(2) A⩾2-接触をする必要十分条件は上の条件と次のいずれかが成り立つことである：

(I) 点pは放物点ではなく，vは点pにおける漸近方向ではなく，λ = 1/κcとな
ることである．ここで，κcはv方向から見たときのS の輪郭線のpに対応
する点での曲率である．

(II) 点pは臍点ではない放物点，すなわちκi(p) = 0かつκj(p) ̸= 0で，vはSの
点pにおける漸近方向 (i.e., 点pにおける v方向の法曲率 κn(v) = 0となる
方向)で，λ ̸= 1/κj(p)となることである．

(III) 点pは平坦臍点 (i.e., κ1(p) = κ2(p) = 0)である．

定理 2.4(2)の (I)が成り立つとき，SとCv,a,rの接触は，v方向から見たときのSの
輪郭線の幾何で記述できる．

定理 2.5. ([7]) 定理 2.4(2)の (I)が成り立っているとする．このとき，SとCv,a,rが点
pでAk-接触 (k ⩾ 3)する必要十分条件はv方向から見たときのSの輪郭線がpに対応
する点で (k − 2)次の頂点 (vertex)を持つことである．ここで，平面曲線γ = γ(t)が点
γ(t0)でn次の頂点を持つとは，γの曲率をκ(t)とするとき，

κ(t0) ̸= 0, κ(i)(t0) = 0 (1 ⩽ i ⩽ n), κ(n+1)(t0) ̸= 0

が成り立つときを言う．

定理2.4(2)の (II)または (III)が成り立つ場合のA⩾3-接触の必要十分条件は複雑であ
ることと，本稿第 3節以降の内容には関係ないことから，ここでは省略する．同様に，
D4, D5-接触の必要十分条件もここでは省略する．詳細は [7]を参照されたい．

3. 円柱方向
2つの方向 (dx1, dy1)と (dx2, dy2)が曲面Sの点pにおいて互いに共役 (conjugate)であ
るとは，点pで

Ldx1dx2 +M (dx1dy2 + dx2dy1) +N dy1dy2 = 0

を満たすときを言う．ここで，L, M , NはSの第二基本形式の係数である．
SがMonge標準形

(x, y) 7→ (x, y, f(x, y)) f(x, y) =
n∑

i+j=2

aij
i!j!

xiyj + o(n) (3.4)

で与えられているとする．原点が放物点でないとする．SとCv,a,rが原点でA⩾3-接触を
するとき，(dx, dy)の共役方向(a11dx+a02dy,−a20dx−a11dy)はfの3次の項f3(x, y)の
根である．すなわち，f3(a11dx+a02dy,−a20dx−a11dy) = 0である．このとき，(dx, dy)
は原点におけるSの円柱方向 (cylindrical direction)であると言う．



定義より，円柱方向はジェネリックに1つまたは3つある．f3の判別集合を∆とする
と，∆ = 0となる点では円柱方向は2つあり (1つはf3の重根に対応している)，円柱方
向場はそこで特異点を持つ．円柱方向の積分曲線の特異点は図 2のように分類される．
太線は∆ = 0である．詳細な条件は [7]を参照されたい．

図 2: 円柱方向の積分曲線の特異点．

4. 円柱方向の曲面の輪郭線への応用
2つの可微分写像芽 f, g : Rm, 0 → Rn, 0がA-同値であるとは，可微分同相写像芽
σ : Rm, 0→ Rm, 0, τ : Rn, 0→ Rn, 0が存在し，g = τ ◦ f ◦ σが成り立つときを言う．
R3内の正則曲面の正射影のA-同値によって分類されたジェネリックな特異点は表1

で与えられている．

表 1: 曲面の正射影のジェネリックな特異点．

Name Normal form

Fold (x, y2)

Cusp (x, xy + y3)

Lips/Beaks (x, y3 ± x2y)
Goose (x, y3 + x3y)

Swallowtail (x, xy + y4)

Butterfly (x, xy + y5 ± y7)
Gulls (x, xy2 + y4 + y5)



講演者は [20]において，正射影がジェネリックな特異点を持つときの射影方向の変
化による輪郭線の変形に現れる変曲点 (inflection)，カスプ (cusp)および頂点について
精査した．
曲面を方向vから見たときの輪郭線は，v方向の正射影の特異値集合である．正射影

の特異点が fold，cusp，swallowtail，butterflyの場合は，正射影の特異点集合は非特異
であり，そのパラメータ表示を求めることができる．したがって，そのパラーメタ表
示から輪郭線のパラメータ表示を求めることができ，輪郭線の変曲点，カスプおよび
頂点を調べることができる．一方，正射影の特異点が lips/beaks，goose，gullsの場合
は，正射影の特異点集合は特異点を持つために輪郭線のパラメータ表示を求めること
ができない．本節では，特に正射影の特異点が beaksの場合の輪郭線の変形に現れる
変曲点，カスプおよび頂点について述べる．
R3内の正則曲面Sの局所的なパラメータ表示をφ : U ⊂ R2 → R3とし，Sの正射影

の族を
P : U × S2 → TS2, P (x, y,v) = (v, ⟨φ(x, y), v⟩v)

とする．このとき，Pの第2成分をPvで表す．PvはSのv方向の正射影である．
φとしてMonge標準形 (3.4)を考える．また，v0 ∈ TpSとし，必要ならば座標軸を回

転させることによりv0 = (0, 1, 0)であるとすると，

Pv0 = (x, f(x, y))

と書ける．v0の近くの方向 vを v = (cos(u) sin(v), sin(u) sin(v), cos(v))と表す．Sの
正射影の族Pは，(u, v)に関する座標変換ψとR3の回転で

P̃ (x, y, u, v) = R ◦ P (x, y, ψ(u, v))
= (cos(u)x+ sin(v)y, 0, cos(u) sin(v)y − sin(u) sin(v)x+ cos(v)f(x, y))

と変形できる．ここで，Pv0 = P̃ (x, y, 0, 0)である．今，Pv0の特異点がbeaksであると
仮定する．すなわち，Pv0はbeaksのnormal formとA-同値である．このとき，Pv0の
特異点集合Σ(Pv0)は交差する2つの正則曲線となる．さらに，P̃vの特異点集合Σ(P̃v)

の変形は図3の右のようになり，uの変化に対して安定である．したがって，

F (x, y, v) = P̃ (x, y, 0, v)

として，Fを考える．

∅

図 3: lips (左)とbekas (右)の特異点集合の変形のモデル．

輪郭線の変形に現れる変曲点，カスプおよび頂点を調べるために定義域において，F
の特異点集合Σ(F )と，ある性質をもつ点の軌跡との交点を考える．まずは変曲点につ
いて考察する．J. J. Koenderinkはκn(v) ̸= 0のとき，K = κn(v)κcが成り立つことを



示した ([11], [12])．したがって，κn(v) ̸= 0のとき，K = 0とκc = 0は同値である．こ
こで，

I(x, y) = L(x, y)N(x, y)−M(x, y)2

とすると 1，Σ(F )と I(x, y) = 0の交点はκc = 0となる点，すなわち輪郭線の変曲点に
対応している．
次にカスプについて考察する．κn(v) = 0となる方向は漸近方向で，その方向に正射

影したときの輪郭線はカスプを持つ．ここで，Sの接ベクトルv = aφx + bφyに対し，

C(x, y) = a2L(x, y) + 2abM(x, y) + b2N(x, y)

とすると，C(x, y) = 0は vが漸近方向となる点の軌跡である．したがって，Σ(F )と
C(x, y) = 0の交点は，輪郭線のカスプに対応している．
最後に頂点について考察する．今，(a, b)とv = aφx + bφyを同一視して考える．定

理 2.5と原̇点̇における円柱方向の定義より，vが円柱方向ならば，v方向から見たとき
の輪郭線は原点に対応する点で頂点を持つ．このことから，原点以外に円柱方向を拡
張して，「vが円柱方向であるような点の軌跡」を考えると，変曲点やカスプと同様にし
て輪郭線の頂点がわかる．そこで，次のように円柱方向を原点以外にも拡張する．今，
正則曲面Sの原点におけるパラメータ表示φはMonge標準形 (3.4)で与えられている．
点 (x, y, f(x, y))におけるMonge標準形は次のようになる 2．

φ̃(s, t) = (s, t, f̃(s, t)), f̃(s, t) =
n∑

i+j=2

Aij(x, y)

i!j!
+ o(n)

例えば，

A20(x, y) = a20 + a30x+ a21y + o(1),

A11(x, y) = a11 + a21x+ a12y + o(1),

A02(x, y) = a02 + a12x+ a03y + o(1)

である．構成法の詳細は [20]を参照されたい．したがって，原点 φ̃(0, 0)，すなわち点
(x, y, f(x, y))におけるv = aφ̃s + bφ̃tの共役方向は

(aA11(x, y) + bA20(x, y))φ̃s + (−aA20(x, y)− bA11(x, y))φ̃t

であるから，v = aφ̃s + bφ̃tが円柱方向である必要十分条件は

V (x, y) = f̃3(aA11(x, y) + bA20(x, y), −aA20(x, y)− bA11(x, y)) = 0

である．ここで，f̃3は f̃の 3次の項である．したがって，Σ(F )と V (x, y) = 0の交点
は，輪郭線の頂点に対応している．
今考えているvをC(x, y)とV (x, y)に代入すると，C(x, y) = 0 は I(x, y) = 0と原点

で接し，V (x, y) = 0はジェネリックにD4特異点を持ち，D+
4 のときは 1本の曲線で，

D−
4 のときは交差する3本の正則曲線になる．ここで，V (x, y) = 0がD+

4 特異点を持つ
1 I = 0とK = 0は同値であるが，役割をわかりやすくするために Iとおいた．
2円柱方向の積分曲線を考察するときも同様の原点以外でのMonge標準形を構成する．



beaksをD+
4 -beaksとよび，D

−
4 特異点を持つ beaksをD−

4 -beaksと呼ぶ．D
+
4 -beaksと

D−
4 -beaksのΣ(F ), I(x, y) = 0, C(x, y) = 0およびV (x, y) = 0の配置は，それぞれ図 4

の左と右のようになる．よって，D+
4 -beaksとD−

4 -beaksの変形におけるΣ(F )上での輪
郭線の変曲点，カスプおよび頂点に対応する点は，それぞれ図 5と図 6のようになる．
したがって，次が成り立つ．

定理 4.1. ([20]) R3内の曲面のv方向の正射影のbeaks特異点はジェネリックに2つの
タイプに分類される．1つはD+

4 -beaksで，v方向から見た曲面の輪郭線の変形は図 7

となる．もう1つはD−
4 -beaksで，v方向から見た曲面の輪郭線の変形は図8となる．

Σ(F )
I(x, y) = 0
C(x, y) = 0
V (x, y) = 0

図 4: D+
4 -beaks (左)とD−

4 -beaks (右)のΣ(F ), I(x, y) = 0, C(x, y) = 0およびV (x, y) =

0の配置．

変曲点

カスプ

頂点

図 5: D+
4 -beaksのΣ(F )上の変曲点，カスプおよび頂点に対応する点．

図 6: D−
4 -beaksのΣ(F )上の変曲点，カスプおよび頂点に対応する点．

図 7: D+
4 -beaksにおける輪郭線の変形．



図 8: D−
4 -beaksにおける輪郭線の変形
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多様体の三角形分割の組合せ論と代数

村井　聡 （大阪大学大学院情報科学研究科）

1. 序文

本稿では多様体の三角形分割の頂点や面の個数の研究に関する最近の話題について
紹介する. 以下, 多様体M の三角形分割と言った時には, 有限単体的複体であってその
幾何学的実現がM と同相であるものを指すこととする. また, 多様体は常に連結で有
限三角形分割可能なもののみを考える.
単体的複体の面の個数を調べることは組合せ論の分野における重要な研究テーマの

一つである. わかりやすい問題を一つ紹介しよう.

問: M を多様体とする. M を三角形分割する為には頂点は幾つ必要か?

例えば, 実射影平面RP 2には 6頂点, 2次元トーラス S1×S1には 7頂点の三角形分割が
存在する (図 1参照). 実は, これより少ない頂点数の三角形分割は存在しないので, 求
めたかった値はRP 2, S1 × S1の場合にはそれぞれ 6, 7である. こういった値を色々な
多様体について求めよう, というのが問題である.

1
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1 2 3 1
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図 1: RP 2の 6頂点分割と S1 × S1の 7頂点分割

なんだか簡単そうな問題に思えるが, 実は上の問題は非常に難しい. 実際, 19世紀の間
には閉曲面やごく一部の低次元の多様体の場合にしか必要な頂点数の最小値はわかっ
ていなかった. また, 現在でも 4次元射影空間RP 4や 3次元トーラス S1 × S1 × S1の場
合でさえ問題は解決していない.
上では頂点数に関する問題を紹介したが, 一般には i次元面の個数の上限や下限に興

味が持たれる. 実は, 多様体の三角形分割の面の個数に関する研究はここ 10年程で大
きく研究が進んでいる. その要因の一つに h′′列と呼ばれる数を考えることで多様体の
三角形分割の面の個数を組合せ論的・代数的に綺麗に扱えるようになったことが挙げ
られる. 本稿ではこの h′′列に関する理論を紹介することを主な目的としたい.
本稿の前半では先ず組合せ論的な動機を理解して貰う為, 上で述べた多様体の三角形

分割の頂点数に関する問題について少し詳しく紹介する. その後, h′′列の理論について
解説し, h′′列が頂点数の問題にどう応用されるのか簡単に紹介する.
ところで, 多様体の三角形分割の面の個数に関する研究は, 上記の頂点数の問題も含

めて, 結局の所 ‘大したことはわかっていない’というのが現状である. 今から新規参入
してトポロジー的な立場から何か問題に貢献できる余地は大いにあるのでは無いかと
思う.



2. 多様体の三角形分割の最小頂点数

単体的複体は有限抽象単体的複体を指すこととする (但し,位相的な性質を考える際は
その幾何学的実現の性質を考える). 単体的複体∆に対し, その i次元面の個数を fi(∆)
で表す. f0(∆)は頂点の個数, f1(∆)は辺の個数である. また, βi(∆;F)で体 Fを係数と
する被約ホモロジー群 H̃i(∆;F) のベクトル空間としての次元を表すとする. (有限三角
形分割可能な位相)多様体M に対し

fmin
0 (M) = min{f0(∆) : ∆はM の三角形分割 }

と定める. ここで考える問題は次の問題である.

問題 2.1. 与えられた閉多様体M に対し, fmin
0 (M)を求めよ.

2.1. 閉曲面の場合.
最初に閉曲面の場合を考え, 感じを掴んで貰おう. 一般論は後回しにして, まずは図

1のRP 2と S1× S1 の三角形分割が何故最小の頂点数を持つか説明する. 示さなくては
ならないのは, RP 2の三角形分割が必ず 6個以上の頂点を持つ事, 及び S1 × S1の三角
形分割が必ず 7個以上の頂点を持つ事, である. この事は, Heawoodの不等式と呼ばれ
る次の簡単な結果から確認できる.

定理 2.2 (Heawoodの不等式 [He]). ∆が閉曲面M の v頂点三角形分割なら,(
v − 3

2

)
≥ 3(2− χ(M))(1)

が成り立つ. 但し, χ(M)はM のオイラー数とする.

証明. 簡単なので証明も紹介しよう. ∆の面の個数について次の 2つの等式が成り立つ

v − f1(∆) + f2(∆) = χ(∆), 2f1(∆) = 3f2(∆).

最初の等式はオイラー関係式である. 二つ目の式は, ∆の各辺が丁度 2つの 2次元面
に含まれ, かつ∆の各 2次元面が丁度 3本の辺を含むことから従う. 一方, 明らかに
f1(∆) ≤

(
n
2

)
であるので, 上の二つの等式を用いて f2(∆)を消去して

v − χ(M) =
1

3
f1(∆) ≤ 1

3

(
v

2

)
を得る. 上で得られる不等式 v−χ(M) ≤ 1

3

(
v
2

)
を少し変形すると, 求める不等式

(
v−3
2

)
≥

3(2− χ(M))が得られる. □
Heawoodの不等式をRP 2, S1 × S1 に適応してみよう. χ(RP 2) = 1, χ(S1 × S1) = 2

であるから, 次のように欲しかった不等式が得られる.

•
(
fmin
0 (RP 2)−3

2

)
≥ 3, 即ち fmin

0 (RP 2) ≥ 6.

•
(
fmin
0 (S1×S1)−3

2

)
≥ 6, 即ち fmin

0 (S1 × S1) ≥ 7.

今度は一般の閉曲面について考えてみよう. 閉曲面は種数と向きによって完全に分類
がされているので,それぞれの曲面に対して fmin

0 を求めてやればよい. Sg = (S1×S1)#g

を向き付可能な種数 gの閉曲面, Ng = (RP 2)#gを向き付不可能な種数 gの閉曲面とす
る, 但し, M#gでM の g個の連結和を表す. 実は, 一般の場合もHeawoodの不等式か
らほぼ最小頂点数が決まることが証明されている.

定理 2.3 (Jungerman and Ringel [Ri, JR] 1955, 1980). M が S2, N2, N3以外の連結な
閉曲面である時, (1)を満たす任意の vに対しM の v頂点三角形分割が存在する.



先の定理を示すには, Mの三角形分割を具体的に構成すればよいのであるが, 頂点数
の小さい三角形分割を具体的に構成するのは難しい問題であり, 定理 2.3 の証明も易し
くない. 尚, 上の定理は向き付け不可能な場合が 1955年に Ringelによって示され, 向
き付け可能な場合が 1980年に JungermanとRingelの二人によって示された.
さて, Heawoodの不等式と Jungerman–Ringelの定理を纏めると, 次の結果が得られ,

閉曲面の場合に三角形分割に必要な頂点数の最小値が求まる1.

系 2.4. M が S2, N2, N3以外の連結な閉曲面である時,

fmin
0 (M) = min

{
v ∈ N :

(
v − 3

2

)
≥ 3(2− χ(M))

}
.

尚, 3つの例外 S2, N2, N3については, fmin
0 (S2) = 10, fmin

0 (N2) = 8, fmin
0 (B3) = 9と

なる (系 2.4の右辺より一つ大きい値).

2.2. 一般次元の閉多様体の場合 (古い結果).
ここからは一般次元の多様体の三角形分割の場合の話に移る. 始めに断わっておき

たいのは, 序文にも述べたとおり, 一般次元の場合にはほとんど何もわかっていないと
いうのが現状であるから, 先ほどの系 2.4のような一般的な美しい結果に出会えること
は期待しないで欲しい.
話を始める前に, どういうことを調べなくてはならないのかを明確にしておく. 閉多

様体M が与えられた時, その fmin
0 (M)を求めるには次の二つことが必要である.

(♠) fmin
0 (M)の下限を与える (頂点数の下限を求める).

(♡) fmin
0 (M)の上眼を与える (頂点数の少ない三角形分割を実際に構成する).

上の問題 (♠), (♡)はどちらも難しい. 特に, 具体的に三角形分割を構成しなくてはなら
ない (♡)は閉曲面の場合でも簡単でなく, ある意味職人芸の領域である. 本稿でも (♡)
については触れないことにして主に (♠)の問題について解説する. 閉曲面の場合には
問題 (♠)はHeawoodの不等式で殆ど全てが説明できるので, 次元が 3以上の場合が問
題となる.
問題 (♠)に関する基礎的な結果は 1987年にBrehmとKühnel [BK1]によって示され

た. この節では主に彼らの結果を紹介する. 球面 Snの場合 fmin
0 (Sn) = n + 2となるこ

とはほぼ明らかであるが, 球面でないとわかっている時, 必要な頂点数はどれくらいだ
ろうか? 次の定理がこの問題に良い解答を与える.

定理 2.5 (Brehm–Kühnel 1987). ∆が球面でない閉 n多様体の組合せ三角形分割2なら
f0(∆) ≥ ⌈3

2
n⌉ + 3. 等号成立の時, ∆は RP 2,CP 2,HP 2,OP 2 の何れかと同じホモロ

ジー群を持つ3.

例 2.6. 先の定理で等号が成立する三角形分割について少し補足しておく. 定理 2.5よ
り, その時の次元は n = 2, 4, 8, 16である. (以下 fmin

0 が決まる時には⋆を用いる).

⋆ n = 2の時, そのような分割は一意的でRP 2の 6頂点三角形分割しかない.
⋆ n = 4の時, やはり分割は一意的で, CP 2の 9頂点三角形分割 [KB]しかない.

1定理 2.2や 2.4は 4色問題の閉曲面への一般化の研究の過程で得られたものであり, 三角形分割の頂
点数の最小値を求めることが主目的だったわけではないことを注意しておく.

2組合せ三角形分割とは各頂点の linkが単体の境界と PL同相となる三角形分割の事. 三角形分割の
話は PLの世界で考えることが多いのでこの仮定は自然な仮定である.

3実際にはもう少し強く, [EK]で述べられている combinatorial manifoldになる.



⋆ n = 8の時, 15頂点の球面でない 8次元閉多様体の三角形分割は 3種類知られ
ているが, これらの中にHP 2の三角形分割があるかは未解決問題である4.
• 16次元閉多様体の三角形分割で 27頂点の球面のものがあるかは未解決問題.

BrehmとKühnelはホモロジー群と頂点数の関係についても考察し, 次の定理を得て
いる.

定理 2.7 (Brehm–Kühnel 1987). M が閉 n多様体で, ある i < n
2
に対してHi(M) ̸= 0

であるなら, fmin
0 (M) ≥ 2n+ 4− iである.

注 2.8. 上の定理は i = n
2
の時もほぼ成り立つ. というのは, nが偶数で i = n

2
の時は上

の下限の右辺は 3
2
n+ 4となるが, 頂点数 3

2
n+ 3以下の三角形分割を持つ多様体は定理

2.5にある射影平面のようなものしかないからである.

例 2.9. 定理 2.7により頂点数の最小値が決まりそうな多様体は球面の直積 Si × Sj で
ある. 定理から fmin

0 (Si × Sj) ≥ 2i+ j + 4 (但し, i ≥ jとする)であるが, このことと三
角形分割の具体的な構成から次が決まる.

⋆ fmin
0 (S3 × S2) = 12.

⋆ fmin
0 (S3 × S3) = 13.

⋆ fmin
0 (S2 × S2) = 11.

⋆ fmin
0 (Sd−1 × S1)は dが偶数なら 2d+ 3, dが奇数なら 2d+ 4に一致する.

⋆ fmin
0 (Sd−1×− S1)は dが奇数なら 2d+ 3, dが偶数数なら 2d+ 4に一致する.

但し, Sd−1×− S1は向き付け不可能な S1上の Sd−1束を表す5. S2× S2の場合は i+2j +4
と異なる値が出ているが, これは 10頂点の S2 × S2の三角形分割の非存在性 [KL]から
最小頂点数が 11であることが決まる. 尚, Sd−1 × S1, Sd−1×− S1に関する結果は (驚くべ
きことに)比較的最近の結果である [BD, CSS].
上記以外の (i, j)に対して, fmin

0 (Si × Sj) の値は未解決である. ([KN]にある球面の
直積の三角形分割の構成から, 2i+ 2j + 4以下であることはわかっている.)

さて, 定理 2.5や 2.7は「球面でない」とか「ホモロジー群が消えていない」などの
かなり限定的な状況を考えているが, 4次元の場合には次のような Heawoodの不等式
の類似が知られている. (後述の定理 2.10の方が良い下限を与える.)

定理 2.10 (Kühnel [Kü2] 1990). ∆が閉 4多様体M の v頂点三角形分割なら(
v − 4

3

)
≥ 10(χ(M)− 2).

例 2.11. 先の定理により,二つの多様体の最小頂点数が決まる. (S2×S2)#2には 12頂点
の, K3曲面には16頂点の三角形分割の存在することと, χ((S2×S2)#2) = 6, χ(K3) = 24
であることから次のことがわかる.

⋆ fmin
0 ((S2 × S2)#2) = 12.

⋆ fmin
0 (K3) = 24.

43つの内の一つが HP 2 の三角形分割になることが予想されている. 具体的な三角形分割が与えられ
ているが, 位相型が決まらないという不思議な問題である. Pontrjagin類を計算すれば良いらしいのだ
か計算機の力で何とかならないのだろうか?

5S1 上の Sd−1 束は向付け可能なものと不可能なものの 2種類しかない [Ste].



2.3. 一般次元の閉多様体の場合 (新しい結果).
最近得られたの結果について二つ紹介しておこう. 最近の結果のポイントは, 定理

2.7のような「ホモロジーが消えていないとき」に関する定理が「ホモロジー群が大き
いときに頂点数も大きい」という定理に拡張できるようになったことである. どういう
道具を使って証明するのかの解説は後回しにしてここでは結果だけ紹介する. 以下, F
は任意の体とする.

定理 2.12 (Novik–Swartz [NS3], M [Mu2]6). ∆が 2k次元閉多様体M の v頂点三角形
分割なら (

v − k − 2

k + 1

)
≥
(
2k + 1

k + 1

)
βk(M ;F).

上の定理は, F = Z/2Zとしてやれば, k = 1の時はHeawoodの定理に一致し, k = 2
の時はKühnelの定理を含む定理になる. 但し, 残念ながら上の定理から fmin

0 が新しく
決まった例はまだ知られていない.
次の定理も最近分かった重要な結果である.

定理 2.13 (Novik–Swartz [NS1], Bagchi [Ba], Datta-M [DM], M [Mu2]7). n ≥ 3とす
る. ∆が n次元閉多様体M の v頂点三角形分割なら(

v − n− 1

2

)
≥
(
n+ 2

2

)
β1(M ;F).

等号が成立する時M は (Sn−1 × S1)#β1(∆) か (Sn−1 ×− S1)#β1(∆)のどちらかに同相.

上の定理から, H1(M) ̸= 0ならば fmin
0 (M) ≥ 2d + 3であることがわかるので, これ

は定理 2.7の i = 1の場合の一般化になっている.

例 2.14. 上の定理から色々な場合で, S1上の Sn−1束の連結和について三角形分割する
為に必要な頂点数の最小値が求まる. 例えば, Lutz–Slanke–Swartz [LSS]において以下
の場合に fmin

0 (S2 × S1)#bと fmin
0 (S2 ×− S1)#bの値が決められている.

⋆ b = 2, . . . , 8, 10, 11, 14 (向き付けに依らない値となる. [LSS, Table 12]参照.)

定理 2.13の不等式で等号が成立する三角形分割は tightな三角形分割と呼ばれ, 具体的
な三角形分割の構成法の研究が進んでおり, 次が示されている.

⋆ [DS] fmin
0 ((Sn−1 ×− S1)#n2+5n+6) = n2 + 5n+ 5 (d:奇数).

⋆ [DS] fmin
0 ((Sn−1 × S1)#n2+5n+6) = n2 + 5n+ 5 (d:偶数).

⋆ [BDSS] fmin
0 ((S2 ×− S1)#99) = 49, fmin

0 ((S2 ×− S1)#208) = 69,
fmin
0 ((S2 ×− S1)#357) = 89, fmin

0 ((S2 ×− S1)#546) = 109, fmin
0 ((S3 × S1)#143) = 71,

fmin
0 ((S3 × S1)#342) = 101, fmin

0 ((S4 ×− S1)#390) = 97.

面白い問題として, nが奇数 (偶数)の時に定理 2.13で等号成立する様な三角形分割で
向き付け可能 (不可能)なものがあるかは未解決である（簡単に見つかりそうな気がす
るのだが不思議である）.

定理 2.13の i ̸= 1の場合の一般化については次が予想されているが未解決

予想 2.15 (Kühnel). 1 ≤ r < n
2
. ∆が n次元閉多様体M の v頂点三角形分割なら,(

v − n− 2 + r

r + 1

)
≥
(
n+ 2

r + 1

)
βr(M ;F).

6基本的には [NS3]の結果. 向き付け不可能で正標数以外の場合のみ [Mu2]の結果.
7基本的には [NS1]の結果. 3次元の等号の場合が [Ba, DM], 向き付不可能で正標数の場合が [Mu2].



最後に. 最小頂点数問題については Lutz [Lu]に詳しく述べられているのでそちらも参
照して欲しい. 本稿で省いた射影空間8 やトーラス9 などの話も述べられている

3. h′′列と面の個数の双対性

前のセクションにある定理 2.12や定理 2.13は多様体の三角形分割の一般次元の面の
個数の研究, 特に, h′′列と呼ばれるものの組合せ論的・代数的な研究から導かれた定理
である. h′′列は非常に良い対称性をもち, かつスタンレー・ライスナー環と呼ばれる環
の代数的な双対性と深く関係する. この章では h′′列の理論について, その双対性の話
を中心に, どのような理論なのか解説しよう.

3.1. 面の個数の対称性.
n次元単体的複体に対し, その面の個数を並べてできる数列

f(∆) = (f0(∆), f1(∆), . . . , fn(∆))

を∆の f 列と呼ぶ. 単体的複体の面の個数を調べるという事は, その f 列の性質を調
べる事と思うことができる. 多様体の三角形分割の場合には f 列にDehn–Sommerville
等式と呼ばれる対称性が存在する. まずはそれを見て貰う事にする.
最初に閉曲面の場合を考えよう. ∆が閉曲面M の三角形分割であるとすると, 明ら

かに
• f0(∆)− f1(∆) + f2(∆) = χ(M)
• 3f1(∆) = 2f2(∆)

が成り立つ. (二つ目の等式は全ての辺が丁度二つの三角形に含まれるという事実から
従う). 上の二式から f1, f2は f0のみを使って表せることがわかり, 結局

f(∆) =
(
f0(∆), 3(f0(∆)− χ(M)), 2(f0(∆)− χ(M))

)
となる. 特に, f(∆)は頂点の数のみから決まることがわかる.
次に 3次元閉多様体の三角形分割について考えよう. ∆を 3次元閉多様体の三角形分

割とする. この時, f(∆)は f0(∆), f1(∆), f2(∆), f3(∆)の４つ整数からなるが, 閉曲面の
場合と同様に

• f0(∆)− f1(∆) + f2(∆)− f3(∆) = 0
• 2f2(∆) = 4f3(∆)

の等式が成り立つので, 結局

f(∆) =
(
f0(∆), f1(∆), 2f1(∆)− 2f0(∆), 2f1(∆)

)
となり, f(∆)は頂点の個数 f0と辺の個数 f1から決まる.
さて, 上で 2次元, 3次元の場合を見てきたが, 一般次元では何が起こるのだろう? 上

の例から f 列を知るためには, 大体 f 列の最初の半分位の値がわかれば良さそうだ, と
いうのがなんとなく推察できるのではないだろうか. このことは実際に正しいのだが,
きちんと説明する為には h列と呼ばれる数を導入するのが便利である. (n− 1)次元単
体的複体∆に対し, その h列 h(∆) = (h0(∆), h1(∆), . . . , hn(∆)) ∈ Zn+1を

hi(∆) =
i∑

j=0

(−1)i−j

(
n− j
i− j

)
fj−1(∆)

(但し f−1(∆) = 1とする) で定義する. この時, fi−1(∆) =
∑i

j=0

(
n−j
i−j

)
hj(∆) であり,

f(∆)を知ることと h(∆)を知ることは同値であることに注意して欲しい.

8fmin
0 (RP 3) = 11, fmin

0 (RP 4) = 16だが fmin
0 (RP 5)が未解決. 22以上 24以下であることが既知.

9fmin
0 (S1 × S1 × S1)が 15であることが予想されているが未解決. 15以下であることは既知.



さて, 上記の『閉多様体の三角形分割の f 列を知るには, f 列の最初の半分の値がわ
かればよさそう』というのは, 次の綺麗な等式で説明される.

定理 3.1 (Dehn–Sommerville等式 [Kl]). ∆が閉 (n − 1)次元多様体の三角形分割であ
る時, 次が成り立つ.

hi(∆) = hn−i(∆) +

(
n

i

)
(−1)n−i(χ(∆)− χ(Sn−1)) (i = 0, 1, . . . , n).

例 3.2. ∆が右の八面体の境界複体となっている場合を考え
てみよう. この時∆は球面 S2に同相で,

f(∆) = (6, 12, 8)

である. h列を定義通りに計算すると

h(∆) = (1, 3, 3, 1)

となり hi(∆) = h3−i(∆)が成り立っていることがわかる.

1

2

3

4
5

6

3.2. スタンレー・ライスナー環の双対性.
Dehn–Sommerville等式はスタンレー・ライスナー環における代数的なポアンカレ双

対性から来る対称性として説明することができる. このことは球面の場合は良く知られ
ていたことであるが, 多様体の場合にも同様のことが成り立つことが最近証明された.
始めにスタンレー・ライスナー環について説明する. 以下 Fは無限体, ∆を頂点集合

を V とする単体的複体とし, 多項式環 S = F[xv : v ∈ V ]を考える. 但し, 多項式環には
各変数の次数を 1とする次数を入れる. この時, イデアル I∆を

I∆ = (xv1xv2 · · · xvk : {v1, . . . , vk} ⊆ V, {v1, . . . , vk} ̸∈ ∆) ⊂ S

で定義する. 環 F[∆] = S/I∆ を (体 F上の)∆のスタンレー・ライスナー環と呼ぶ. ∆
が (n− 1)次元である時, 環 F[∆]のKrull次元は nである. このことは, Fが無限体の時
は, 上手く n個の一次式 θ1, . . . , θnを選ぶと, F[∆]/(θ1, . . . , θn)F[∆]がアルチン環 (クル
ル次元 0の環のこと) になることを意味する. このような θ1, . . . , θnを F[∆]の線形な巴
系 (linear system of parameters)と呼ぶ.

例 3.3. 例 3.2の八面体の場合を考えると, スタンレー・ライスナー環は

F[∆] = F[x1, x2, . . . , x6]/(x1x2, x3x4, x5x6).
である. このとき x1 − x2, x3 − x4, x5 − x6は F[∆]の線形な巴系となる. 実際,

F[∆]/(x1 − x2, x3 − x4, x5 − x6) ∼= F[x1, x3, x5]/(x21, x23, x25)
である. (上の右辺に現れる環を Rとすると, R = R0 ⊕ R1 ⊕ R2 ⊕ R3で, dimFR0 =
1, dimFR1 = 3, dimFR2 = 3, dimFR3 = 1 となっていることに注意して欲しい.)

先ず, 比較的昔から良く知られていた球面の場合の双対性について説明しよう. ∆が
n球面 Snの三角形分割である時, Dehn–Sommerville等式は hi(∆) = hn−i(∆)という単
純な対称性を与えることに注意しよう. 有限次元次数付代数10R =

⊕s
i=0Ri が (次数 s

の)ポアンカレ双対代数 (Poincaré duality algebra)であるとは, Rs
∼= Fであり, か

つ掛け算写像
Ri ×Rs−i → Rs

が全ての i = 0, 1, . . . , sに対して perfect pairing11を与える時にいう, 但しRiはRの次
数 iの斉次成分とする. Rがポアンカレ双対代数なら明らかにRi

∼= Rs−iが成り立つ.

10有限次元代数とは多項式環を斉次イデアルで割ったものでベクトル空間として有限次元なもの
11掛け算から誘導される写像 Ri → HomF(Rs−i, Rs)が同型になるという意味



次の定理から, Dehn–Sommerville等式は球面三角形分割の場合にはポアンカレ双対性
からくる対称性と思うことができる ([Sta]等を見よ).

定理 3.4 (スタンレー・ライスナー環のポアンカレ双対性 (球面の場合)). ∆をホモロ
ジー (n − 1)球面の三角形分割とし, Θ = θ1, . . . , θnを F[∆]の線形な巴系とする. この
時次が成り立つ.

(1) dimF(F[∆]/ΘF[∆])k = hk(∆) for k = 0, 1, . . . , n.
(2) F[∆]/ΘF[∆]は次数 nのポアンカレ双対代数である.

次に, 上の定理が一般の多様体の三角形分割へ一般化されることを紹介する. 定理
3.4は, ホモロジー球面のスタンレー・ライスナー環はCohen-Macaulayである, という
代数的な事実に基づいており, そのままでは多様体の三角形分割に一般化できない. 上
を一般化する為, 二つ定義を与える.

(n − 1)次元単体的複体∆に対し, その h′′-列 h′′(∆) = (h′′0(∆), h′′1(∆), . . . , h′′n(∆))を
次で定義する12.

h′′i (∆) =

{
hi(∆)−

(
n
i

)
(
∑i

j=1 βj−1(∆;F)), (i ̸= nの時)

hn(∆)−
(
n
i

)
(
∑n−1

j=1 βj−1(∆;F)), (i = nの時).

(尚, h′′n(∆) = βn(∆;F)である) なんだかよくわからない定義だと思うので, 少し例を挙
げよう.

例 3.5. 右ののトーラス S1 × S1 の 7頂点三角形分割∆を考
えると

f(∆) = (7, 21, 14)

であり, h(∆) = (1, 4, 10,−1). β1(S1 × S1) = 2であるから

h′′(∆) = h(∆)− 2(0, 0, 3,−1) = (1, 4, 4, 1)

となる. (対称な数列が出て来たことに注意!)

2 3 1

12 3

4

5

4

56

1

1

7

次の等式が成り立つ事が知られている (本質的には定理 3.1と同じもの).

定理 3.6 (h′′-列に対するDehn–Sommerville等式 [No]). ∆が向き付け可能な閉 (n− 1)
多様体の三角形分割である時, 次が成り立つ.

h′′i (∆) = h′′n−i(∆) (i = 0, 1, . . . , n).

Krull次元nの有限生成次数付S-加群W とその線形な巴系Θ = θ1, . . . , θnに対し, W
の部分加群Σ(Θ;W )を次で定義する13.

Σ(Θ;W ) = ΘW +
n∑

i=1

(θ1, . . . , θ̂i, . . . , θn)W :W θi.

但し, W の部分加群W ′と Sの元 f に対し,

W ′ :W f = {m ∈ W : fm ∈ W ′}

である. 上の加群はBuchsbaum環と呼ばれる環の研究の中で後藤 [Go]により考案され
た. こちらも, なんだかよくわからない定義だと思うが, 要は定理 3.4におけるΘF[∆]
をΣ(Θ,F[∆])に変えれば上手くいく, というのが最近分かったことである.

12h′ 列と呼ばれるものもある. h′i = h′′i +
(
n
i

)
βi−1 (i ̸= n), h′n = h′′n で定義される.

13“ΘW+”の所は n ≥ 2の時は不要.



定理 3.7 (スタンレー・ライスナー環のポアンカレ双対性 (多様体の場合) [NS1, NS2]).
∆を (n− 1)多様体M の三角形分割, Θ = θ1, . . . , θnを F[∆]の線形な巴系とする.

(1) dimF(F[∆]/Σ(Θ;F[∆]))k = h′′k(∆) for k = 0, 1, . . . , n.
(2) M が向き付け可能または char(F) = 2なら (F[∆]/Σ(Θ;F[∆]))は次数 nのポア
ンカレ双対代数.

例 3.8. 余り良い例はないのだが,具体例を挙げておこう. F =
Z/2Zとし, 右の射影平面RP 2 の 6頂点三角形分割∆を考え
る. この時

I∆ =

(
x1x2x3, x1x2x5, x1x3x6, x1x4x5, x1x4x6
x2x3x4, x2x4x6, x2x5x6, x3x4x5, x3x5x6

)
であり,

Θ = (x1 + x3 + x5, x2 + x3 + x5, x4 + x5 + x6)
1

3

3

2

2

1

4
5 6

は F[∆]の線形な巴系. Σ(Θ, R)は I∆とΘに加え, 次の三つの元を生成元に持つ

X =

 x1x3 + x2x5 + x3x5 + x1x6 + x3x6 + x5x6,
x1x4 + x3x5 + x1x6 + x3x6 + x5x6,
x2x4 + x2x5 + x3x5 + x2x6 + x3x6 + x4x6 + x5x6

 .

定理 3.7で与えられるポアンカレ双対代数は (不要な変数を消すと)

F[x1, . . . , x6]/(I∆ + (Θ) + (X)) ∼= F[x, y, z]/(x2 + xy + yz, y2 + xz + yz, z2 + xy + xz)

という代数になる.

3.3. 境界のある多様体の三角形分割.
定理 3.7は境界を持つ多様体の場合にも拡張できる. ∆が境界を持つ多様体Mの三角

形分割なら, ∆の面で境界部分にあるもの全体の集合 ∂∆は ∂Mの三角形分割になるこ
とに注意する. 単体的複体のペアΓ ⊆ ∆に対し, fi(∆,Γ)を∆に属するがΓに属さない
i次元面の個数とし, βi(∆,Γ;F) = dimF H̃i(∆,Γ;F)とする. この時, h(∆,Γ), h′′(∆,Γ)
を通常の単体的複体の場合と同様に定義すると次の形の等式が成り立つ.

定理 3.9 (Dehn–Sommerville等式 [MN] (essentially [Gr])). ∆が向き付け可能な (n−1)
次元多様体の三角形分割なら

h′′i (∆) = h′′n−i(∆, ∂∆) (i = 0, 1, . . . , n).

また, ペア Γ ⊆ ∆のスタンレー・ライスナー加群 F[∆,Γ] を

F[∆,Γ] = IΓ/I∆

で定義すると次が成り立つ.

定理 3.10 ([MNY]). ∆を可能な (n−1)多様体の三角形分割, R = F[∆],W = F[∆, ∂∆],
Θ = θ1, . . . , θnをRの線形な巴系とする. M が向付け可能もしくは char(F) = 2の時,
次が成り立つ.

(1) dimF(R/Σ(Θ;R))k = h′′k(∆) for k = 0, 1, . . . , n.
(2) dimF(W/Σ(Θ;W ))k = h′′k(∆, ∂∆) for k = 0, 1, . . . , n.
(3) ∆が向き付可能である時, 積写像

(R/Σ(Θ;R))i × (W/Σ(Θ;W ))n−i → (W/Σ(Θ;W ))n

は perfect pairingである.



注 3.11. 定理 3.10は細かい所を端折ったが, (W/Σ(Θ;W ))n ∼= Fであることや, 積写像
R/Σ(Θ;R) ×W/Σ(Θ;W ) → W/Σ(Θ;W )の well-defined性などは [MNY]を参照して
欲しい.

3.4. どうやって頂点数問題へ応用するか?
今まで述べてきた話は一般的過ぎて, セクション 2で述べたような具体的な問題にど

う応用するかはちょっとわかりにくい. 実際, 具体的な問題に応用するときは少しテク
ニカルで泥臭い議論が必要になる.
雰囲気を見てもらうために定理 2.12の証明の概要を紹介しておこう.

定理 2.12の証明の概要. 簡単の為M は向き付け可能な閉 2k多様体とする. ∆をM の
v頂点三角形分割とし,

(
v−k−2
k+1

)
≥
(
2k+1
k+1

)
βk(M ;F) を示す. R = F[∆]とし, ΘをRの線

形な巴系とすると, 実は次のことが知られている.

(1) dimF(R/ΘR)i − dimF(R/Σ(Θ, R))i =
(
2k+1

i

)
βi−1(M ;F),

(2) 任意の多項式 f に対し f · Σ(Θ, R) = 0.

ここで, R/ΘRにおいてゼロでない一次式 wをとると, (2)より (R/(Θ, w)R)k+1のベ
クトル空間のとしての次元は dimF(R/ΘR)k+1− dimF(R/Σ(Θ, R))k より大きいのだが,
(R/Σ(Θ, R))k ∼= (R/Σ(Θ, R))k+1 なのでこれは (1)の右辺に一致する. 一方, F[∆]は n
変数多項式環を割った環で, Θ, wは F上一時独立な 2k + 2個の一次式からなるので次
が得られる(

n− k− 2

k + 1

)
= dimF(F[x1, . . . , xn−2k−2])k+1 ≤ dimF(R/(Θ, w)R)k+1 ≤

(
2k + 1

k + 1

)
βk(M ;F).

(定理 2.12の不等式の左辺を多項式間の k + 1次の F-次元とみるのがポイント.) □

定理 2.13の方も簡単に説明しておこう. こちらの定理は, 実は辺の個数に関する以下
の結果から従う.

定理 3.12 ([NS1, Ba, DM, Mu2]). n ≥ 3とする. ∆を閉 n多様体Mの v頂点三角形分
割とすると, 次が成り立つ.

f1(∆) ≥ (n+ 1)v +

(
n+ 2

2

)
(β1(M ;F)− 1).

等号成立の時, M は (Sn−1 × S1)#β1(∆) か (Sn−1 ×− S1)#β1(∆)のどちらかに同相.

上の定理は一番目のホモロジー群の次元が大きくなると, それに依存して辺の数もそ
れなりに大きくならないといけないと言っている. 実は, これは頂点数に関する下限も
与えていて, 実際, 頂点数 f1(∆)に関する自明な上限 f1(∆) ≤

(
v
2

)
を定理 3.12に代入す

ると定理 2.13を得る.

定理 3.12の証明の概要. 簡単の為, M は向き付け可能とする. R = F[∆]とする. 実は
線形な巴系 Θ = θ1, . . . , θn+1と一次式 wを上手く取ると積写像 ×w : (R/ΘR)n−2 →
(R/ΘR)n−1 が全射になることがわかっている [Sw2]. このことと, 先の証明の (1), (2)
から不等式

dimF(R/(Σ(Θ;R)))n−1 +

(
n+ 1

2

)
βn−1(M ;F) ≥ dimFR/(Σ(Θ;R)))n−1

がわかるのだが, 定理 3.7と 3.6を使うと上は h′′1と h′′2に関する不等式に書き直せる. 書
き直したものを f 列の言葉に直したものが求める不等式となる. □



3.5. その他.
頂点数の話だけで結構な分量になってしまったので一般次元の面の個数について述

べるスペースがなくなってしまったが, 多様体の三角形分割の面の個数に関する最近の
仕事は [KN, Sw2]に良くまとまっているのでそちらを参照して欲しい. また, 3次元多
様体の三角形分割の面の個数に関しては [LSS]に良く纏められて書いてあるのでそちら
も参照して欲しい14. また, h′′列の理論は単体的複体を少し一般化した単体的セル複体
と呼ばれるものに応用することもできる. 此方については [Mu1]を参照して欲しい.
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グラフの彩色数と Hom 複体について

松下　尚弘 (京都大学理学研究科)∗

1. はじめに

単純グラフとは二重線およびループのある頂点を持たないグラフのことである．nを非

負整数とする．単純グラフGのn-彩色とは，Gの頂点集合V (G)からn点集合{1, · · · , n}
への写像φであって，v, w ∈ V (G)が辺で結ばれているとき，φ(v) ̸= φ(w)となるもの

である．Gのn-彩色が存在するようなnのうち最小のものをGの彩色数といいχ(G)で

表す．グラフの彩色数を決定することをグラフの彩色問題という．これはグラフ理論

において古くから考えられてきた問題である [4]．

グラフの彩色問題に代数トポロジーを初めて応用したのは Lovász である． Lovász

はグラフGに対し，近傍複体N(G)を定義し，N(G)がn-連結ならばGの彩色数χ(G)

はn+ 3以上であることを証明した．そしてこの手法を用いて， Lovász は Kneser 予

想を解決した．

Hom 複体とは，二つのグラフ T , Gに対し定義されるCW複体Hom(T,G)であり，

Babson-Kozlov [1], [2] によって本格的に研究が始められた．Hom 複体は次の意味で近

傍複体の一般化になっている：K2により二つの頂点とそれらを結ぶ辺のなすグラフを

表すとする．このときHom(K2, G)と近傍複体N(G)とはホモトピー同値になる．K2

への二つの頂点を入れ替えるZ2の群作用によって，Hom(K2, G)もZ2-空間となるが，

このZ2-空間を箱複体といい，特別によく研究されている [3]．

Hom 複体の研究において，中心的な話題となっていた概念として， Kozlov のホモ

トピーテストグラフ [11] がある．グラフTがホモトピーテストグラフであるとは，任

意のグラフGに対し，不等式

χ(G) > conn(Hom(T,G)) + χ(T )

が成り立つことをいう．ここで空間Xに対し，conn(X)によってXがn-連結であるよ

うな最大のnを表している．上記の Lovász の近傍複体に関する結果は「K2がホモト

ピーテストグラフである」と言い換えられる．また Lovász は奇数次のサイクルグラフ

C2r+1 ((2r + 1)角形の頂点と辺のなすグラフ）がホモトピーテストグラフであること

を予想し， Babson と Kozlov は [2]においてこの予想を解決した．それ以来， Hom 複

体の研究が盛んに行われるようになった．

Hom 複体や近傍複体から，n-彩色の障害を引き出す方法について述べる．その前に，

以下の基本的な用語を準備しておく．グラフGからグラフHへのグラフ準同型とは，

頂点集合の間の写像f : V (G)→ V (H)であって，v ∼G wならf(v) ∼H f(w)が成り立

つことをいう．ここでv ∼G wはvとwはグラフGにおいて辺で結ばれていることを意

味する．Knにより完備n-頂点グラフを表す．すなわちV (Kn) = {1, · · · , n}であって，
a, b ∈ V (Kn)はa ̸= bのとき辺が張られている．このときグラフGのn-彩色は，Gから

Knへのグラフ準同型と同一視できる．

本研究は科研費 (課題番号:28-6304)の助成を受けたものである。
キーワード：グラフ, 彩色数, 近傍複体, Hom 複体
∗〒 606-8224 京都府京都市北白川追分町　京都大学理学研究科数学教室
e-mail: mtst@math.kyoto-u.ac.jp



Hom(T,G)のトポロジーからGのn-彩色の障害を求めたい．そのためにまずTに適切

な群作用を考える．すると Hom複体の関手性から，空間Hom(T,G)に群作用が誘導され

（第２節参照），グラフ準同型 f : G1 → G2は同変写像 f∗ : Hom(T,G1)→ Hom(T,G2)

を誘導する．したがってグラフGに対しHom(T,G)からHom(T,Kn)への同変写像が存

在しないことが証明されれば，Gのn-彩色が存在しないことがわかる．特にT = K2のと

きは，Hom(K2, Km) ≈Z2 S
m−2 (n ≥ 1)であることが知られている(Babson-Kozlov [1])．

ここで (m− 2)-球面Sm−2は対蹠写像によりZ2-空間とみなしている．もしHom(K2, G)

がn-連結ならば，簡単な障害理論からSn+1からHom(K2, G)へのZ2-同変写像が存在

することがわかるが，n+ 1 > m− 2ならばSn+1からSm−2へのZ2-同変写像は存在し

ない（Borsuk-Ulam の定理）．したがってn+ 1 ≤ m− 2，すなわち

χ(G) ≥ conn(Hom(K2, G)) + 3 = conn(Hom(K2, G)) + χ(K2) + 1

を得る．すなわちK2はホモトピーテストグラフである．このように Hom 複体の（同

変）ホモトピー型とグラフの彩色数とが関係していることがわかる．

本講演では与えられたグラフT に対し， Hom 複体Hom(T,G)の構造が，どの程度

グラフGの彩色数に制限を与えるのかということについて述べる．第２節において近

傍複体と Hom 複体の正確な定義を与える．

第３節ではホモトピーテストグラフに関してより詳しく述べ「全ての二部グラフは

ホモトピーテストグラフ」という Kozlov の予想の肯定的な解決について述べる．

Hom複体Hom(T,G)のホモトピー不変量がGの彩色数に制限を与えることを述べた

が，それでは「TがホモトピーテストグラフならばGの彩色数は Hom 複体Hom(T,G)

のホモトピー型から決定されるか」という問いが自然に生ずる．しかし続く第４節に

おいて任意の有限グラフ T に対し，「χ(G) > 2ならばHom(T,G)のホモトピー型はG

の彩色数を決定しない」ということを示す．より正確に言えば，χ(G) > 2のとき，グ

ラフHであって，χ(H)はχ(G)に比べてはるかに大きいにも関わらず，Hom(T,G)と

Hom(T,H)はホモトピー同値であるものが存在することがわかる．

したがって Hom 複体Hom(T,G)からχ(G)を決定するには，Hom(T,G)のより精密

な情報を調べなくてはならない．しかし箱複体Hom(K2, G)のZ2-CW-複体としての構

造は，元のグラフGを孤立点を除いて決定してしまう（第５節参照）．一方，Z2-作用

を考えないならば次が成り立つ：二つのグラフGとHに対し，箱複体Hom(K2, G)と

Hom(K2, H)が CW-複体として同型ならば， Kronecker 二重被覆K2×GとK2×Hは
同型である．このことを用いると，箱複体（あるいは近傍複体）が CW-複体として同

型であるにも関わらず，彩色数が全く異なる例を構成することができる．

第６節においてグラフの圏のモデル構造について述べる．この節において，グラフ準

同型f : G→ Hで箱複体の間の写像f∗ : Hom(K2, G)→ Hom(K2, H)がZ2-ホモトピー

同値のとき弱同値とするようなモデル構造を導入し，それがZ2-空間の圏に Quillen 同

値になることを述べる．箱複体でグラフの彩色数の下界を得る方法は，いわばグラフ

の圏とZ2-空間との圏とを比較して得られるものであった．つまり「GからHへのグラ

フ準同型が存在するならば，B(G)からB(H)へのZ2-写像が存在する」ということに

着目していた．一方，上記の第４節における結果は「B(G)からB(H)へのZ2-同変写

像が存在するからといって，GからHへのグラフ準同型が存在するとは限らない」と

いえる．したがってグラフの圏とZ2-空間の圏は一致はしないのだが， Quillen 同値と

いうことはこの二つのモデル圏のホモトピー圏は同値になるということである．



2. 基本的な用語

この節では講演で必要となる用語の定義を述べる．半順序集合のことをポセットと呼

ぶ．ポセットPの部分集合で，Pの順序に関して全順序になるものをPのチェインとい

う．Pの有限チェイン全体のなす単体的複体を∆(P )で表し，その幾何学的実現を |P |
で表す．|P |をPの分類空間という．以下の議論において，ポセットはしばしばその分

類空間と同一視する．

本講演において，グラフとは集合 V (G)と V (G) × V (G)の対称部分集合E(G)の組

(V (G), E(G))のことを指す．v ∈ V (G)が (v, v) ∈ E(G)なるとき vはループを持つと

いう．第１節冒頭で単純グラフの定義を述べたが，このグラフの定式化においては，単

純グラフとはループを持つ頂点が存在しないグラフのことである．グラフ準同型とは，

写像 f : V (G)→ V (H)であって (f × f)(E(G)) ⊂ E(H)なるものである．第１節で述

べたようにGのn彩色はGからKnへのグラフ準同型と同一視され，Gの彩色数χ(G)

は以下のように定式化できる：

χ(G) = inf{n ≥ 0 | GからKnへのグラフ準同型が存在する．}. (1)

Gをグラフとする．v ∈ V (G)に対し，N(v) = {w ∈ V (G) | (v, w) ∈ E(G)}をvの近

傍という．Gの近傍複体N(G)とは，Gの孤立していない頂点全体を頂点集合とする単

体複体であって，単体の集合が

{σ ⊂ V (G) | σは有限集合でσ ⊂ N(v)となる v ∈ V (G)が存在する．}

により定義される抽象的単体複体である．

Hom 複体の定義を述べる．グラフ T からグラフGへの多重準同型写像とは，写像

η : V (T )→ 2V (G) \ {∅}であって，

(v, w) ∈ E(T )⇒ η(v)× η(w) ⊂ E(G)

を満たすものである．ここで2V (G)はV (G)の冪集合を表す．η, η′を多重準同型写像と

するとき，各 v ∈ V (T )に対して η(v) ⊂ η′(v)なるとき，η ≤ η′と書く．そしてT から

Gへの多重準同型写像全体のなすポセットをHom 複体といい，Hom(T,G)で表す．

f : T → Sをグラフ準同型とするとき，順序を保つ写像f ∗ : Hom(S,G)→ Hom(T,G)

をf ∗(η) = η◦fにより定める．またグラフ準同型g : G→ Hに対し，g∗ : Hom(T,G)→
Hom(T,H)をg∗(η)(v) = g(η(v))とする．これにより Hom 複体Hom(T,G)は，Tおよ

びGに関し関手的になる．

3. ホモトピーテストグラフ

グラフTがホモトピーテストグラフであるとは，

χ(G) > conn(Hom(T,G)) + χ(T )

が任意のグラフGに対して成立するときに言うのであった．第１節でも述べたように，

Lovász の近傍複体に関する結果はK2がホモトピーテストグラフであることを意味す

る．その他のホモトピーテストグラフの例としては，nを 3 以上の整数としたときの

n-頂点完備グラフKn，n-サイクルグラフCnなどがある（それぞれ [1], [2]）．Hom 複



体が導入された当初， Lovász は辺を一つ以上持つ全てのグラフは Hom 複体であると

予想したが，これは Hoory と Linial により否定的に解決された [8]．その他のホモト

ピーテストグラフの例や，ホモトピーテストグラフにならない例などは，[6]や [18]な

どに詳しく書かれている．

Kozlov は [11]において全ての二部グラフ（グラフ T でχ(T ) = 2なるもの）はホモ

トピーテストグラフであると予想したが，私はこの予想を肯定的に解決した．

定理 3.1 (M. [13]). χ(T ) = 2ならば，グラフTはホモトピーテストグラフである．

証明は Hom 複体の関手性から簡単にわかるので，ここに書くことにする．

まずグラフT がχ(T ) = 2ならば，K2はT のレトラクトである．すなわちグラフ準

同型 i : K2 → T と r : T → K2で riが恒等写像になるものが存在する．K2はホモト

ピーテストグラフだから，次のことを見ればよい．

補題 3.2. TとSをグラフとし，Tはホモトピーテストグラフであるとする．もしTが

Sのレトラクトならば，Sはホモトピーテストグラフである．

証明：まずグラフ準同型 f : G → Hが存在するならば，χ(G) ≤ χ(H)であることに

注意する．これは第２節の式 (1)から明らかである．次に補題の状況に戻って，グラ

フ準同型 i : T → S，r : S → T で ri = idT なるものをとる．上に述べたことから，

χ(T ) = χ(S)である．

Hom(S,G)が n-連結であると仮定して，χ(G) > n + χ(S)を示せばよい．ここで

Hom(T,G)はHom(S,G)のレトラクトであることに注意する．実際 i∗r∗ = (ri)∗ = id

だから．したがってHom(S,G)がn-連結なので，Hom(T,G)もn-連結である．Tはホ

モトピーテストグラフだったから

χ(G) > conn(Hom(T,G)) + χ(T ) ≥ n+ χ(S)

となり，Sがホモトピーテストグラフであることがわかる．

一般に n頂点完備グラフ Kn をレトラクトとして含むグラフを完全グラフという．

n ≥ 2ならばKnはホモトピーテストグラフだから，補題 3.2により彩色数が 2以上の

完全グラフはホモトピーテストグラフである．

4. Hom 複体のホモトピー型について

TがホモトピーテストグラフならばHom(T,G)のホモトピー型がχ(G)の下界を与える

ことは前節で述べた．それでは Hom 複体のホモトピー型がグラフの彩色数を決定し得

るのかという問題が生じる．この問題に関連して，Walker [19]はT = K2のときに，次

のことを証明した．G1とG2を以下の図で描かれるグラフとする．このときχ(G1) = 4

かつχ(G2) = 3であって，Hom(K2, G1) ≃Z2 Hom(K2, G2)であることがわかる．
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すなわち箱複体Hom(K2, G)がZ2-ホモトピー同値であるにも関わらず，彩色数が異

なる例が存在することがわかる．上記の Walker の例がそのような例として唯一知ら

れているものだったが，私はそのような例が非常にたくさんあることを示した：

定理 4.1 (M. [16]). Tを有限グラフ，Gを彩色数が3以上のグラフとする．このとき任

意の整数nに対し，グラフHで次の性質を満たすものが存在する．

(1) Hom(T,G)とHom(T,H)はホモトピー同値である．

(2) χ(H) > n

さらにT = K2のときは (1)においてHom(K2, G)とHom(K2, H)がZ2-ホモトピー同値

であるようにとることができる．

特に Hom 複体Hom(T,G)のホモトピー型は，χ(G) > 2ならばGの彩色数を決定し

ないことがわかる．前節においてTがホモトピーテストグラフならばHom(T,G)のホ

モトピー型はχ(G)の下界を与えることについて述べたが，定理 4.1からHom(T,G)の

ホモトピー型はχ(G)の上界を与えることはないこともわかる．特にT = K2のときは，

以下のことが別に知られている．Z2-空間Xに対し，XからSnへのZ2-同変写像が存在

するような最小のnをXのZ2-指数といい，indZ2(X)で表す．Hom(K2, Kn) ≈Z2 S
n−2

(n ≥ 1)だから，

χ(G) ≥ indZ2(Hom(K2, G)) + 2 (2)

が成立する [12]．一方，右の下界は以下の意味で最大であることが， Dochtermann-

Schultz [6]において示されている：任意の有限 Z2-CW-複体 X に対し，グラフ Gで

Hom(K2, G) ≃Z2 Xかつχ(G) = indZ2(Hom(K2, G)) + 2なるものが存在する．

したがって定理4.1と組み合わせることで，Hom(K2, G)に関しては，そのZ2-ホモト

ピー型に着目するとき，不等式 (2)以上の情報は得られないことがわかる．

定理 4.1の証明の概要を，T = K2の場合に述べる．記号を短くするために，以下

Hom(K2, G)をB(G)と書くことにする．その証明に使うグラフ理論の有名な定理を紹

介する．グラフGの内周g(G)(girth)とは，Gに埋め込まれたサイクルの最小の長さの

ことを言う．内周が大きいグラフは，局所的には木 (tree)であるグラフ，と考えること

ができる．木は常に 2 彩色可能である．したがって下記の定理は，彩色数がグラフの

大域的な性質であることを示している．

定理 4.2 (Erdős [7]). 任意の整数m,nに対し，g(G) > mかつχ(G) > nなる有限グラ

フGが存在する．

一方で次がわかる．（例えば Walker [19] の第12節を参照）

補題 4.3. グラフGの内周 g(G)が 4より大きいならば，B(G)は 1次元のZ2-CW-複体

とZ2-ホモトピー同値である．

一方で箱複体に関しては以下の近似定理が成り立つ．（この「近似」は単体近似定理

のような意味合いで使っている）

命題 4.4 (M. [17]). GとHを有限グラフとし，φ : |B(G)| → |B(H)|をZ2-同変写像と

する．このとき有限グラフG′とグラフ準同型ε : G′ → G，f : G′ → Hが存在して次の

性質を満たす．



(1) ε∗ : B(G)→ B(H)はZ2-ホモトピー同値である．

(2) 図式

|B(G)| φ−−−→ |B(H)|

ε∗

x ∥∥∥
|B(G′)| f∗−−−→ |B(H)|

はZ2-ホモトピーを除いて可換である．

定理 4.1 の証明の概略を述べる．Gは彩色数が3以上のグラフで，nを任意の整数と

する．定理 4.2から内周が 4 より大きい有限グラフXでχ(X) > nなるものが存在す

る．このとき |B(X)|は一次元Z2-CW-複体とZ2-ホモトピー同値である．Gの彩色数

が 3以上であるという条件から S1から |B(G)|へのZ2-写像が存在することがわかる．

これは十分大きな rに対し，C2r+1からGへのグラフ準同型が存在するという事実と，

B(C2r+1) ≈Z2 S
1なることからわかる．したがって |B(X)|から |B(G)|へのZ2-同変写

像が存在する．

上記の近似定理を用いることで，有限グラフX ′とグラフ準同型 ε : X ′ → X, f :

X ′ → Gであって，ε∗ : B(X ′) → B(X)がZ2-ホモトピー同値になるものが存在する．

次にX ′の “長さmのシリンダーX ′ × Im”を考える（Dochtermann [5]）．ここでmは

2以上の整数で，Imは長さmの道のグラフの各頂点にループを付け加えて得られたも

のである．このシリンダーX ′ × Imの両端を ε : X ′ → X，f : X ′ → Gにより貼り付け

て得られるグラフをHとおく．

このHが定理 4.1の条件を満たす．実際，HはXを部分グラフとして含んでいるか

らn < χ(X) ≤ χ(H)である．上記のHの構成は空間のホモトピー押し出し (homotopy

pushout)に似ているが，実際にB(H)は ε∗ : B(X ′) → B(X)と f∗ : B(X ′) → B(G)の

ホモトピー押し出しである．ε∗ : B(X ′) → B(X)はZ2-ホモトピー同値だから，B(G)

とB(H)はZ2-ホモトピー同値となることを得る．

5. 箱複体のセル構造と Kronecker 二重被覆

前節で述べた結果から，グラフの箱複体の同変ホモトピー型は彩色数を決定しないこ

とがわかった．したがってグラフの彩色数のより詳細な情報を調べるためには，Hom

複体のより精密な構造を調べる必要がある．しかし以下の定理が示すように，箱複体

のZ2-ポセットとしての構造は元のグラフGの構造を，孤立点を除いて決定する．（特

に彩色数も等しくなる）

定理 5.1. GとHを孤立点を持たないグラフとする．このとき以下が成立する．

(1) B(G)とB(H)がZ2-ポセットとして同型であることと，GとHが同型であるこ

とは同値である．

(2) B(G)とB(H)がポセットとして同型であることと，K2 ×GとK2 ×Hが同型で
あることは同値である．

(3) K2 × G ∼= K2 ×H ⇒ N(G) ∼= N(H)である．さらにGとHが stiff (後述)であ

ると仮定すると，N(G) ∼= N(H)⇒ K2 ×G ∼= K2 ×Hが成り立つ．



グラフGが stiff であるとは，任意のGの頂点 v, wに対し，N(v) ⊂ N(w)⇒ v = w

が成り立つことをいう．

上記の定理において，K2×GはGのKronecker 二重被覆と呼ばれている [9]．まず

グラフの積G×Hを定義する．グラフGとHに対し，その積G×Hを，

V (G×H) = V (G)× V (H),

E(G×H) = {((v, w), (v′, w′)) | (v, v′) ∈ E(G), (w,w′) ∈ E(H)}

により定義する．この積 “×” は Kronecker 積と呼ばれることもある．グラフ準同型

p : G→ Hは各v ∈ V (G)に対し，p|N(v) : N(v)→ N(p(v))が全単射になるとき被覆と

いう．K2 × Gの第 2 射影K2 × G → Gは被覆になっている．これが Kronecker 二重

被覆という名前の所以である．

Kronecker 二重被覆は以下のように幾何学的に簡明な定式化を持つ．Xを二部グラ

フとする．Xの対合写像 (involution)とは，グラフ準同型写像 τ : X → Xであって，

τ 2 = idXなるものを指す．τが奇 (odd)であるとは各 v ∈ V (X)に対し，vから τ(v)を

結ぶ道で長さが偶数のものが存在しないことをいう．Xが連結二部グラフならば，こ

れはXのある頂点 vに対し，vから τ(v)への長さが奇数な道が取れることと同値であ

る．対合写像 τが与えられると，XのZ2-作用が得られるが，その作用による商をX/τ

で書くことにする．グラフGに対し，Gの Kronecker 二重被覆K2 × Gに対しては，

(1, v) ↔ (2, v)とすることで奇な対合写像が定義される．そしてこのZ2-作用による商

はグラフGに一致する．一方で以下の定理が古典的に知られている．例えば [9]を見よ．

補題 5.2. Xを二部グラフ，τをXの奇な対合写像とする．このときK2 × (X/τ) ∼= X

である．

この補題を用いることで次の命題が示される．後の例 5.5において，以下のm = 4，

n = 3の場合の例を挙げる．

命題 5.3 (M. [15]). 任意の 2以上の整数 m,n に対し，グラフ G,H で χ(G) = m，

χ(H) = nかつK2 ×G ∼= K2 ×Hなるものが存在する．

定理 5.1 の (2), (3) と命題 5.3により次がわかる．

系 5.4 (M. [15]). 任意の 2以上の整数 m,n に対して，グラフ G,H で χ(G) = m，

χ(H) = nであるにも関わらず，N(G) ∼= N(H)かつB(G)とB(H)がポセットとして

同型であるようなものが存在する．またm,nが3以上ならGとHは連結であるように

取ることができる．

Lovász は近傍複体を初めて導入した論文 [12]において，グラフの彩色数χ(G)を近

傍複体N(G)の位相的不変量で特徴付けられないかという問いかけをしているが，系

5.4 はそのような位相的不変量は存在しないということを示している．

例 5.5. 下の図で描かれているグラフGとHはm = 4，n = 3のときの命題 5.3の例で

ある．GとHの彩色数がそれぞれ4，3なることは簡単に示せる．GとHの Kronecker

二重被覆はともにグラフZに同型になる．これを見るために，Zの奇な対合写像 τ1，τ2
を以下のように定義する．まず τ1を水平の線に関し線対称に写すZの対合写像，τ2を



縦の線に関し線対称に写すZの対合写像とする．このとき τ1，τ2は奇な対合写像であ

り，かつZ/τ1 ∼= G，Z/τ2 ∼= Hがわかる．したがって補題5.2により

K2 ×G = K2 × (Z/τ1) = Z = K2 × (Z/τ2) = K2 ×H

がわかる．
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6. 単体的手法とモデル構造について

この節では，グラフの圏にモデル構造を導入し，それがZ2-空間の圏と Quillen 同値に

なることを述べる．モデル圏とは弱同値・コファイブレーション・ファイブレーショ

ンと呼ばれる三種の射の族が与えられた圏で，いくつかの性質を満たすものとして定

義される．モデル圏が導入されるとそのホモトピー圏なるものが定義される．例えば

位相空間の圏のモデル構造の場合，そのホモトピー圏はCW-複体を対象とし，連続写

像を射とする圏を，ホモトピックな写像を同一視することで得られる圏に同値になる．

二つのモデル圏が Quillen 同値ならば，この二つのホモトピー圏は圏同値になる．

グラフの彩色問題へのHom複体の応用は，Hom複体を通してグラフの圏と，ある群Γ

のΓ-空間の圏との比較から得られるものだったと言える．話を単純にするため，Γ = Z2，

T = K2でZ2のK2への作用が二つの頂点をひっくり返すものとする．このとき Csorba

は任意の自由なZ2-CW-複体Xに対し，単純グラフGでHom(K2, G)とXがZ2-ホモト

ピー同値となるものが存在することを証明した．一方でZ2-写像φ : |B(G)| → |B(H)|
が与えられたとき，GからHへのグラフ準同型f : G→ Hでf∗ ≃ φ : |B(G)| → |B(H)|
なるものが存在するかというと，それは一般には成り立たない．実際，第４節でも述

べたように，B(G1) ≃Z2 B(G2)であってもχ(G1) ̸= χ(G2)なることがある．これは一

方のG1ではKnにグラフ準同型があり，したがって |B(G2)| ≃Z2 |B(G1)|から |B(Kn)|
へのZ2-写像があるものの，G2ではKnにはグラフ準同型が存在しないということで

ある．

したがってグラフの圏とZ2-空間の圏は同値ではない．しかしモデル構造を導入する

と，そのホモトピー圏は一致している．それが上記に述べた結果の主旨である．

以下その詳細と正確な主張について書く．箱複体に限らず，より一般の場合の Hom

複体 Hom(T,G) に話を戻す．グラフ T を固定したとき，グラフ Gに対しポセット

Hom(T,G)を対応させる関手は右随伴関手にも左随伴関手にもならない（したがって

Quillen 随伴関手にはならない）．そこで次の概念を導入する．



nを非負整数とする．グラフΣnをV (Σn) = [n] = {0, 1, · · · , n}, E(Σn) = [n]× [n]と

おく．グラフの圏をGにより表す．単体的集合Sing(T,G)を

Sing(T,G)n = G(T,G)

とし，面写像および退化写像を自然に定義することによって得られるものとする．こ

の単体的集合Sing(T,G)を特異 Hom 複体とよぶ．このとき次が成り立つ．

定理 6.1 (M. [14]). グラフT , Gに対し自然なホモトピー同値

|Sing(T,G)| ≃−−−→ |Hom(T,G)|

が存在する．

一方で上記の特異 Hom 複体Sing(T,G)は右随伴関手になる．より一般に，Tに群Γ

が作用しているとき，Sing(T,G)にも群作用が誘導されΓ-単体的集合になる．このと

き次が成り立つ．（次の定理は東大数理の藤内翔太さんが証明してくださったものです．

この場をお借りして感謝させていただきます）

定理 6.2 (藤内， M. [17]). 上記において，関手

SingT : G −→ SSetΓ, G 7→ Sing(T,G)

は右随伴関手である．ここでGはグラフの圏，SSetΓはΓ-単体的集合の圏である．

ATをSingTの左随伴とする．このとき次の定理が成り立つ．

定理 6.3 (M. [17]). グラフの圏Gには以下のようなモデル構造が入る．

(1) グラフ準同型f : G→ Hはfが誘導するZ2-写像f∗ : B(G)→ B(H)がZ2-ホモト

ピー同値であるとき弱同値とする．

(2) コファイブレーションはZ2-単体的集合の包含 i : K ↪→ LでAK2 ◦ Sd3(i)と書か

れるグラフ準同型である．

そしてこのとき随伴関手の対

(AK2 ◦ Sd3,Ex3 ◦ SingK2
) : SSetZ2 −→ G

は Quillen 同値である．

この定理は一般のΓ-グラフTに一般化することはできない．実際，随伴関手の対

(AT ◦ Sdk,Exk ◦ SingT ) : SSetΓ −→ G

が Quillen 同値ならば，（右）Γ-グラフTは次の性質が成り立たなくてはならない．

• 群Γの任意の部分群Γ′に対し，ユニットの定める写像Γ/Γ′ −→ Sing(T, T/Γ′), γΓ′ 7−→
p ◦ αγはΓ-ホモトピー同値である．ここでαγはT → T , v 7→ vγにより定まる写

像であり，p : T → T/Γ′は自然な射影である．

この性質はT = K2，Γ = Z2ならば成立する．その他にはT = 1すなわち一つのルー

プを持つ頂点からなるグラフでΓが自明の時に成り立つ．しかしそれ以外のグラフで，

上記の性質が成り立つΓ-グラフTの例としてK2とも1とも本質的に違う場合が存在す

るのかはわからない．
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４次元シュタイン多様体と結び目

安井 弘一 (広島大学)∗

1. はじめに

4次元多様体はその色々な構成や制約を用いることで結び目理論に様々な応用を持つ

ことが知られている. 本稿では主に 4次元円板D4に 1, 2ハンドルを貼り付けて得られ

る4次元2ハンドル体を考え, その微分構造や結び目理論への応用などについて紹介す

る. 具体的には以下の3つの研究を中心に述べる.

• エキゾチック枠付き結び目とその結び目コンコーダンスへの応用
• コンパクト可縮4次元多様体上のStein構造の存在問題と結び目

• 結び目の最大Thurston-Bennequin数と可約なデーン手術

これらの研究にはいずれも Stein多様体が関わっている. なお各 2ハンドルD2 × D2

の接着領域は S1 × D2 (= ∂D2 × D2)なので，4次元 2ハンドル体は #nS
1 × S2 (=

∂(D4 ∪ n個の1ハンドル))の枠付き絡み目 (framed link)によって一意に定まることに

注意しておく. また各結び目の枠 (framing)は整数で与えられる.

本稿で扱う多様体は全てコンパクト, 連結, 滑らかで向きづけられているとし, 同相

写像・微分同相写像は向きを保つとする. ハンドル体は 4次元, コンパクト, 連結で向

きづけられているとする. 結び目は 3次元多様体の中に滑らかに埋め込まれているS1

であるとし, 断りのない限りS3の結び目を意味する. なお4次元多様体やハンドルの基

礎事項については例えば [9]を参照して頂きたい.

2. エキゾチック枠付き結び目と結び目コンコーダンス

本節ではS3の枠付き結び目に沿ってD4に 2ハンドルを一つ接着することで得られ

る 4次元多様体 (枠付き結び目が表す 4次元多様体と呼ぶ) について, その微分構造の

研究と結び目コンコーダンスへの応用を紹介する.

n枠付き結び目で表示される4次元多様体は, 単連結で第2ベッチ数 b2が1であり, 交

叉形式を表示する行列は (n)である. 非常に単純なトポロジーを持ち，基本的な4次元

多様体と言える. またその境界の3次元多様体は結び目のn手術 (係数nのデーン手術)

で得られる多様体と呼ばれ, 3次元トポロジーで非常に盛んに研究されている.

2.1. エキゾチックな4次元多様体と枠付き結び目

「全ての4次元多様体に対しそれとエキゾチックな（即ち同相だが微分同相でない）

4次元多様体が存在するか？」という問題は4次元トポロジーにおける主要テーマの一

つである. ここではこの問題の対象を枠付き結び目で表示される4次元多様体に絞った

場合を考える. なお枠付き結び目対が表示する 2つの 4次元多様体が (向きを保って)

同相ならば2つの枠は同じ整数である.

定義 2.1. 枠付き結び目の対によって表示される2つの4次元多様体が互いにエキゾチッ

クなとき, その枠付き結び目対をエキゾチックと呼ぶことにする.

本研究は JSPS科研費・若手研究（B）（課題番号：16K17593）の助成を受けています．
∗〒 739-8526　東広島市鏡山１丁目３番１号　広島大学大学院理学研究科数学専攻
e-mail: kyasui@hiroshima-u.ac.jp



全ての枠付き結び目がそれとエキゾチック対を成す枠付き結び目を持つわけではな

い. 例えば0枠付き三葉結び目 (trefoil knot)はエキゾチック微分構造を持つ4次元多様

体を表示するが, この枠付き結び目とエキゾチック対を成す枠付き結び目は存在しない

ことがデーン手術の結果からわかる.

エキゾチックな枠付き結び目対の最初の例はAkbulut (cf. [3])によって与えられ, さ

らに近年Kalmár-Stipsiczによって無限組の枠付き結び目対に拡張された.

定理 2.2 (Akbulut [2], Akbulut-Matveyev [3], Kalmár-Stipsicz [10]). 枠付き結び目の

エキゾチック対が無限組存在する.

これらの例の枠は全て−1である (逆の向きを考えれば+1の場合も得られる). また

各対の一方の 4次元多様体がStein 構造を持ち，他方の 4次元多様体がStein 構造を持

たないので, 4次元多様体が微分同相でないことを簡単に見分けられる例となっている

(Stein 構造については第3節参照).

これらの例は散発的なものであったが, 筆者は全ての枠に対して組織的構成法を与え,

次の結果を得た.

定理 2.3 ([20]). 任意の整数nに対し, n枠付き結び目のエキゾチック対が無限組存在す

る. さらに各対が表示する4次元多様体の対は両方ともStein構造を持つように選べる.

この構成法を述べるために用語の準備をしておく. S3の結び目KとS1 ×D2の結び

目Pに対し, S3の結び目P (K)をf(P )で定める. 但し写像f : S1×D2 → N(K)(⊂ S3)

は, Kの管状近傍N(K)の自明化であって, Kの0枠に対応するものとする. PをS3の

結び目KにP (K)を対応させる写像とみなしたとき, Pはサテライト写像と呼ばれる.

筆者はサテライト写像を用いてエキゾチック対の量産方法を与えた (下記の記号の定

義は第3節参照).

定理 2.4 ([20]). 任意の整数nに対し, 以下の条件をみたすサテライト写像Pn, Qnが存

在する．n ≤ t̂b(K)と 2g4(K) = ad(K) + 2をみたすS3の任意の結び目Kに対し, n枠

付きの結び目Pn(K)とQn(K)はエキゾチック対である. さらにn ≤ t̂b(K)− 1のとき,

この対によって表示される4次元多様体は両方ともStein構造を許容する.

注意 2.5. 各整数nに対し定理の仮定をみたす結び目Kは多数存在する (例えば適当な

トーラス結び目). さらに結び目Kが仮定をみたすとき, Pn(K)とQn(K)もその仮定を

みたす. 従ってこの定理によりエキゾチックな枠付き結び目対が量産できる. 特に定理

2.3が従う.

この構成法は 4次元多様体の手術であるコルクツイスト ([4])の新しい表記方法を与

えることによって得られた. 定理の仮定の下で微分同相でないことは adjunction不等

式 (第3節参照)を用いて示した. なお各nに対して定理のPnとQnの例を無限組構成し

た. 図1で挙げているのはそのうちの最も単純なものである.

ここでこの結果を別の視点から捉え直す. S3の結び目Kとサテライト写像Pに対し,

n枠付きの結び目 P (K)によって表される 4次元多様体を P (n)(K)と記すことにする.

このときK 7→ P (n)(K)という対応により, P (n)は結び目の集合から 4次元多様体の集

合への写像とみなせる. この写像P (n)を 4次元 n枠付きサテライト写像と呼ぶことに

する. 2つの 4次元n枠付きサテライト写像が滑らかに (位相的に) 同じであるとは, 2

つの写像が与える4次元多様体が常に微分同相 (同相) であるときをいう.
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図 1: PnとQnの例

定理 2.4のサテライト写像により, 4次元の位相カテゴリーと滑らかカテゴリーの新

しい違いがわかる.

定理 2.6 ([20]). 任意の整数 nに対し, 位相的には同じだが滑らかには違う 4次元 n枠

付きサテライト写像が存在する.

2.2. 結び目コンコーダンスへの応用

2つの有向結び目K0, K1がコンコーダントであるとは, 滑らかな埋め込み f : S1 ×
[0, 1]→ S3 × [0, 1]であって, f(S1 × i) = Ki (i = 0, 1) となるものが存在するときをい

う. 結び目コンコーダンスは様々な手法を用いて活発に研究されている.

1978年にAkbulutとKirbyは次の予想を提出した (Kirbyの問題集 [11]の問題1.19).

予想 2.7 (Akbulut-Kirby). S3の 2つの結び目の 0手術が同じ 3次元多様体ならば, そ

れらの結び目は（適当な向きに関して）コンコーダントである.

実際いくつかのコンコーダンス不変量に対し, 2つの結び目の 0手術が同じ 3次元多

様体ならば適当な向きに関して不変量の値が一致することが知られている (cf. [11]). こ

の予想に関する進展はあまりなかったが, 0手術がホモロジー同境という弱い仮定のも

とでは反例があることを, 近年になってCochran-Franklin-Hedden-Hornが示した.

定理 2.8 (Cochran-Franklin-Hedden-Horn [5]). 0手術で得られる 3次元多様体がホモ

ロジー同境だがコンコーダントでない結び目の対が存在する.

安部氏と田神氏はこの予想を結び目理論で非常に有名な未解決問題であるスライス・

リボン予想と関連づけた.

定理 2.9 (Abe-Tagami [1]). スライス・リボン予想が成立するならばAkbulut-Kirby予

想は成立しない.

筆者はAkbulut-Kirby予想を否定的に解決した.

定理 2.10 ([20]). 0手術が同じ3次元多様体だがコンコーダントでない結び目の対が存

在する. さらにそのような結び目の対は無限組存在する.

実際, 定理 2.4で得られる 0枠付き結び目のエキゾチック対は全て反例となることが

その証明から直ちにわかる. これらのうち最も単純なものが図2の結び目対である.

結び目のコンコーダンス不変量が0手術で得られる3次元多様体の位相不変量を与え

るか否かは自然な問題である. Cochran-Franklin-Hedden-Horn [5]はコンコーダンス不

変量 τと s ([17], [18]) が結び目の0手術で得られる3次元多様体のホモロジー同境類の

不変量にはならないことを示した. 上記の反例は彼らの結果を強めることができる.

系 2.11 ([20]). τと sは結び目の0手術で得られる3次元多様体の位相不変量ではない.
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図 2: Akbulut-Kirby予想の反例

3. 4次元Stein多様体

本節では様々な応用を持ち活発に研究されている4次元Stein多様体に関する基礎事

項を4次元トポロジーの立場から簡単に紹介する. 詳細は [9], [16]を参照頂きたい.

3.1. 4次元Stein多様体の定義と性質

境界付きの実4次元多様体Xがコンパクト4次元Stein 多様体であるとは, Xが境界

付きの複素2次元多様体であって, ある正則値aに対して∂X = φ−1(a)となる狭義多重

劣調和関数φ : X → Rを持つときを言う. コンパクト4次元Stein多様体はコンパクト

Stein曲面やStein domainなどと呼ばれることが多い. 本稿ではコンパクト4次元Stein

多様体を単に4次元Stein多様体と呼ぶ. 4次元Stein多様体は境界付き4次元多様体の

非常に広いクラスを与える.

4次元Stein多様体Xの境界の 3次元多様体MにはXの複素構造Jから ξ := TM ∩
J(TM)によって自然に接触構造 ξが定まる. このときXは (M, ξ)のStein充填(Stein

filling)と呼ばれる. 3次元接触多様体がStein充填可能(Stein fillable)であるとは, Stein

充填を持つ3次元接触多様体と接触同型になるときを言う.

4次元Stein多様体の微分構造には以下の強力な制約が成立する.

定理 3.1 (Lisca-Matić [13]. cf. [3], [14]). Xを 4次元Stein多様体とし, [Σ] ∈ H2(X;Z)
はXに滑らかに埋め込まれた種数 gの閉曲面Σで代表されているとする. [Σ] ̸= 0なら

ば次のadjunction不等式が成立する.

|⟨c1(X), [Σ]⟩|+ [Σ] · [Σ] ≤ 2g − 2.

3.2. ハンドル体による4次元Stein多様体の構成法

4次元Stein多様体はいくつかのトポロジカルな方法を用いて簡単に構成できること

が知られている. ここではハンドル体を用いた構成法を紹介する. 用語の準備をしてお

く. 0, 1ハンドルから成るハンドル体を1ハンドル体と呼び, 0, 1, 2ハンドルから成るハ

ンドル体を2ハンドル体と呼ぶ. 3次元接触多様体 (M, ξ)の中の結び目KがLegendre

結び目であるとはTK ⊂ ξとなるときをいう. 2ハンドル体XがSteinハンドル体であ

るとは, Xの各2ハンドルD2 ×D2の接着円S1 × 0がXの部分1ハンドル体 ♮nS
1 ×D3

の境界#nS
1 × S2の標準的接触構造におけるLegendre結び目であり, さらに接着円の

枠が接触構造から定まる枠 (接触枠)より1小さいときをいう.

Eliashberg [6]の結果により (cf. Gompf [8]), Steinハンドル体はD4のStein構造を各

ハンドルへ拡張するStein構造を持ち, 逆にStein構造を持つ 4次元多様体はSteinハン

ドル体と微分同相である. 即ち, Stein構造をもつ 4次元多様体は Steinハンドル体に



よって完全に特徴付けられている. #nS
1 × S2のLegendre絡み目を 1ハンドル体の境

界に図示する方法をGompf [8]が与えているので, ハンドル体の図式によって Steinハ

ンドル体は簡単に構成できる.

3.3. Legendre結び目とadjunction不等式

ここではLegendre結び目から得られる adjunction不等式を紹介する. まず用語を用

意しておく. S3の標準的接触構造における Legendre結び目を単に Legendre結び目と

呼ぶことにする. Legendre結び目Kの接触枠をKのThurston-Bennequin数と呼び,

tb(K)(∈ Z)と記す. Kに向きを付けておくと, Kの回転数(rotation number)と呼ばれ

る整数が定まる. これを r(K)と記す. なお r(K)はKの向きに応じて符号が変わるが,

tb(K)はKの向きによらない. またこれらの値はKの図から直ちに計算できる.

S3の結び目Kに対し, D4の中に滑らかに埋め込まれている曲面であってKを境界に

持つものの最小種数 g4(K)をKの4次元種数と呼ぶ. また, n枠付きの結び目Kによっ

て表示される 4次元多様体をK(n)と記し, H2(K
(n);Z)(∼= Z)の生成元を代表する閉曲

面の最小種数 g
(n)
s (K)をKのn振動種数(n-shake genus)と呼ぶ. 振動種数 g

(n)
s (K)は 4

次元多様体K(n)の微分構造の不変量である. また全てのK,nに対し, g
(n)
s (K) ≤ g4(K)

が成立する.

Legendre結び目Kに対し, 4次元多様体Ktb(K)−1はStein構造を持つので, Gompf [8]

によるChern類公式をadjunction不等式に適用すると次の不等式が得られる.

定理 3.2 (Lisca-Matić [13]. cf. [3], [14]). |r(K)|+ tb(K)− 1 ≤ 2g
(tb(K)−1)
s (K)− 2.

この不等式の左辺 tb(K) − 1 + |r(K)|を ad(K)と記し, Kの adjunction数と呼ぶこ

とにする. なおこの不等式の右辺の振動種数を 4次元種数に置き換えた不等式は slice-

Bennequin不等式と呼ばれる.

S3のLegendre結び目Kが結び目KのLegendre表示であるとは, KがKと滑らか

にアイソトピックであるときをいう. 結び目Kに対し, そのLegendre表示全体の集合

をL(K)と記すことにする. S3の結び目Kに対し, その最大Thurston-Bennequin数

tb(K) と 最大adjunction数 ad(K)を

tb(K) = max{tb(K) | K ∈ L(K)}, ad(K) = max{ad(K) | K ∈ L(K)}.

と定める. また記号 t̂b(K)を以下のように定める.

t̂b(K) = max{tb(K) | K ∈ L(K), ad(K) = ad(K)}.

Legendre結び目の ‘stabilization’による tbと rの変化から以下の系が従う.

系 3.3. S3の結び目Kと整数nに対し, n ≤ t̂b(K)− 1ならば次の不等式が成立する.

ad(K) ≤ 2g(n)s (K)− 2.

4. 可縮4次元多様体上のStein構造の存在問題と結び目

与えられた 4次元多様体上の Stein構造の存在問題は一般に非常に難しい問題であ

る. 本節ではコンパクト可縮 4次元多様体上の Stein構造の存在問題を結び目の最大

Thurston-Bennequin数の問題と関係づける. なお前者は 4次元滑らかポアンカレ予想

「S4と同相な4次元多様体はS4と微分同相である」と密接に関係する問題である.



4.1. 可縮4次元多様体上のStein構造の存在問題

EliashbergによるS3を境界に持つStein多様体の一意性から, 4次元滑らかポアンカ

レ予想は次のように言い換えられる.

事実 4.1. S4と同相な全ての 4次元多様体がS4と微分同相であるためには, S3を境界

に持つ全てのコンパクト可縮4次元多様体がStein構造を持つことが必要十分である.

そこで次の自然な一般化が興味深い. この問題が肯定的であれば4次元滑らかポアン

カレ予想が成立することになる.

問題 4.2. 全てのコンパクト可縮4次元多様体はStein構造を持つか？

S3はStein充填可能なので, 境界がStein充填可能な場合が特に重要である.

問題 4.3. Stein充填可能な境界を持つ全てのコンパクト可縮4次元多様体はStein構造

を持つか？

注意 4.4. 閉 3次元多様体がStein充填可能であるとは, その 3次元多様体上にStein充

填可能な接触構造が存在するときをいう. 例えばオープンブック分解によるStein充填

可能な3次元多様体の特徴付けが知られている. Stein充填可能なクラスは非常に広く,

そうでないものの方が珍しい.

4.2. 最大Thurston-Bennequin数とStein構造の存在問題

S3 の枠付き結び目が表示する 4 次元多様体は, 枠がその結び目の最大 Thurston-

Bennequin数未満であればStein構造を持つ. しかしこの逆は未解決問題である.

問題 4.5. S3の枠付き結び目によって表される4次元多様体がStein構造を許容するな

らば, 枠はその結び目の最大Thurston-Bennequin数未満か？

この問題が肯定的であればStein構造存在の簡易な判定条件が得られる. なおこの問

題は正トーラス結び目など多数の結び目に対して肯定的である.

4.3. 2つの問題の関係付け

筆者は問題 4.3を否定的に解決するためのアプローチとして, 上記の 2つの問題を以

下のように関係づけた.

定理 4.6 ([21]). 問題4.3と問題4.5のいずれかの主張は成立しない. さらに一方の問題

が成立すれば他方の問題に対する無限個の反例が存在する.

この結果は以下の枠付き結び目の例を構成することで得られる.

定理 4.7 ([21]). 以下の条件をみたす無限個の枠付き結び目が存在する.

• 各枠付き結び目が表示する4次元多様体は, Stein充填可能な境界を持つ可縮4次

元多様体と4次元Stein多様体との境界連結和である.

• 各枠付き結び目の枠は結び目の最大Thurston-Bennequin数以上である.（さらに

各枠付き結び目は枠が最大Thurston-Bennequin数より任意に大きくなるように

選べる.）

この枠付き結び目は図 3の結び目Kmの (n,−1)ケーブルCn,−1(Km) (m ≥ 0, n ≥ 2)

に (−n)枠を付けたものである. なおこれらの結び目の最大Thurston-Bennequin数を



m−1

図 3: Km

k

nn
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決定するために, 適当な条件の下で最大Thurston-Bennequin数のケーブル化公式を与

えた. これにはRutherford [19]によるLegendre結び目の rulingに関する結果を用いた.

この枠付き結び目によって表示される 4次元多様体は図 4の可縮 4次元多様体Xn,k

(k = m+ 4n)を境界連結和成分に持つ. そこで次の予想を立てた (実際にはこの予想を

元にして上記の枠付き結び目を構成した).

予想 4.8 ([21]). n ≥ 2, k ≥ 4nのとき, Stein充填可能な境界を持つ可縮 4次元多様体

Xn,kはStein構造を持たない.

もし問題4.5の主張が成立すれば, この予想が成立することが定理4.7からわかる.

注意 4.9. Mark-Tosunのごく最近のプレプリント [15]によれば問題 4.3の主張は成立

しない. しかし彼らが用いた可縮 4次元多様体は上の予想のものとは異なるため, この

予想自体は未解決である.

5. 最大Thurston-Bennequin数と可約なデーン手術

本節ではSteinハンドル体を利用することで得られた, 最大Thurston-Bennequin数の

下からの良い評価を得る方法を紹介する. さらに応用として, Legendre手術の既約性に

関する予想の反例を与える.

5.1. 最大Thurston-Bennequin数の評価

結び目の最大Thurston-Bennequin数 tbは低次元トポロジーに様々な応用を持つ重

要な不変量である. tbの上からの良い評価を与える不変量はいくつか知られているが,

結び目の交点数が多い場合, 下からの良い評価を与えるLegendre表示の構成は一般に

非常に難しい問題である. また応用の際には上からよりも下からの良い評価を与える

方が重要である. 筆者はD4のSteinハンドル分解を応用することにより, 適当な条件の

下では最大Thurston-Bennequin数を実現するような Legendre表示の構成法を与えた

([22]). この方法で得られるLegendre結び目は一般に (その結び目の位相的複雑さと比

べて)極めて複雑であり, 既存の方法で最大Thurston-Bennequin数を決定するのが不可

能に思われる例を量産することができる.

以下, この方法の概略をS3の結び目Kに対して述べる. 但しここで説明する方法が

常に適用可能であるとは限らない. なお一般に 2ハンドル体Xの部分 1ハンドル体X1

の境界 ∂X1の結び目 K̃は, Xの 2ハンドルをX1に接着することにより, ∂Xの結び目

とみなせることに注意しておく.

ステップ 1. D4と微分同相な2ハンドル体Xであって, Kが部分1ハンドル体X1の境

界∂X1の「良い」結び目 K̃として表せるものを構成する.

ここで∂X1 = #nS
1×S2の結び目K̃が「良い」とは, tb(K̃)を実現するK̃のLegendre

表示の図が∂X1に描ける場合を言う. 例えばトーラス結び目は「良い」結び目である.



なお#nS
1 × S2の結び目の tbの定義については [22]を参照して頂きたい.

Xの2ハンドルの接着円から定まる∂X1の絡み目をLとする.

ステップ 2. K̃を ∂X1のアイソトピーで動かすことによって, tb(K̃)を実現する K̃の

Legendre表示 K̃に変形する. このアイソトピーでLを変形した後に, K̃を固定したま
ま, アイソトピーでLをそのLegendre表示Lに変形する. 但しXの各2ハンドルの枠が

Lの接触枠よりちょうど1小さくなるようなLを選んでおく. このときXはSteinハン

ドル体である. 従って K̃は∂X ∼= S3のLegendre結び目Kとみなせる. 但し∂Xの接触

構造はXのStein構造から誘導されるものである. S3のStein充填可能な接触構造は一

意なので ([7]), KはS3の標準的接触構造に関するLegendre結び目である. よってKは
KのLegendre表示を与えている. (但し, このままではKはD4と微分同相なSteinハン

ドル体の境界の Legendre結び目であり, ‘front diagram’では図示できていない. front

diagramで図示するにはXの1ハンドルを全て消去する必要がある.)

一般にこの方法で得られたLegendre表示Kは極めて複雑であり, tb(K)の下からの

良い評価を与える. ここでKが tb(K)を実現しているための簡単な十分条件を述べる.

K̃がX1の中に埋め込まれている種数 gの曲面の境界であり, 2g − 1 = tb(K̃)をみたす
ならば, adjunction不等式により tb(K) = tb(K)が従う. 例えば K̃が∂X1の正トーラス

結び目のときはこの条件をみたす. もちろん tb(K)を実現しているか調べるには他の

上からの評価を用いてもよい.

5.2. 可約なLegendre手術

ここでは上記の方法を用いてLegendre手術に関する応用を与える. デーン手術によっ

て可約な3次元多様体を生じる枠付き結び目の特徴付けは3次元トポロジーにおける重

要な未解決問題であり, これまでに様々な研究がなされている. Lidman-Sivekはこの問

題に対して接触トポロジーを用いた新しいアプローチを最近与えた. ここで必要な定義

を復習しておく. S3のLegendre結び目Kに沿ったLegendre手術とは, 係数が tb(K)− 1

のKに沿ったデーン手術のことである. S3の結び目Kに対し, tb(K)未満の整数係数

のデーン手術は, KのあるLegendre表示Kに沿ったLegendre手術として実現できるこ

とに注意しておく. Lidman-Sivekは次の結果を与えた.

定理 5.1 (Lidman-Sivek [12]). S3 の結び目 K が tb(K) ≥ 0をみたすならば, K の

Legendre手術で得られる3次元多様体は全て既約である.

さらに彼らはこの結果が tbに関する条件無しで成立すると予想した．

予想 5.2 (Lidman-Sivek [12]). S3の任意の結び目はLegendre手術によって可約な3次

元多様体を生まない．

なおこの予想は以下の肯定的証拠を持つ. ケーブル予想が正しければ, 結び目のデー

ン手術で可約な3次元多様体が得られるのは結び目が (p, q)ケーブル結び目で手術係数

が pq の場合に限るが, 標準的構成法で得られるケーブル結び目のLegendre表示の tbは

pq 以下である.

筆者は前述のLegendre表示の構成法を用いることでこの予想を否定的に解決した.

定理 5.3 ([22]). Legendre手術によって可約な 3次元多様体を生むS3の結び目が無限

個存在する. さらに, これらの各結び目Kは可約Legendre手術の手術係数が tb(K)よ

り任意に小さくなるように選べる.



例えば n ≥ 2, m ≤ −4n + 3のとき, 4.3節のケーブル結び目 Cn,−1(Km)が反例と

なっている. 実際, 係数が−nのデーン手術は可約な3次元多様体を与えるが, 図5の複

雑な Legendre表示（図 6も参照）から tb = −1となることがわかるので, この手術は

Legendre手術として実現できる. なおこの図は前述の方法で得られたものである. 一

方, 図7のLegendre表示はケーブル化による標準的な方法で得たものであるが, ライデ

マイスター移動でこの図を改良することによって tb = −1を実現する表示を得るのは
(理論上は可能だが) 筆者にはほぼ不可能に思える.

なお前述のLegendre表示の構成法を用いることにより, 非常に多くの反例を組織的

に構成することができる. 詳しくは [22]のRemark 4.3を参照して頂きたい.
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図 5: tb = −1を実現するCn,−1(Km)のLegendre表示 (n ≥ 2, m ≤ −4n+ 3)
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図 7: tb = −2n+ 1となるCn,−1(Km)のLegendre表示 (n ≥ 2, m ≤ −1)
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LINKING INVARIANT FOR ALGEBRAIC PLANE

CURVES

BENOÎT GUERVILLE-BALLÉ

Introduction

The subject of our interest is the topology of algebraic plane curves
(see [8, 12] for basic results). They are geometric objects de�ned
from polynomial equations. More precisely, an algebraic plane curve
is the zeros locus of a homogenous polynomial C[X0, X1, X2]. Ab-
stractly, such a curve is de�ned by its combinatorics. Let Irr(C) =
{(C1, d1), . . . , (Cn, dn)} be the set of algebraic plane curves Ci de�ned
by the irreducible factors of the homogenous polynomial de�ning C with
their degrees di; let also Sing(C) = {(P1,Σ1), . . . , (Pk,Σk)} be the set
singular points of C with their local topological types Σi. Finally, the
combinatorics of a curve C is the data of Irr(C), Sing(C) and the rela-
tions between the local branches of Σi and the irreducible components
of C.
The question of the embedding determination of an algebraic plane

curve in CP2 is not as easy. The embedding type, also called the
topological type (or shortly the topology) of an algebraic plane curve
C, is de�ned as the homeomorphism type of the pair (CP2, C). That is
two curves C and D have the same topology if and only if there exists
a homeomorphism φ : CP2 → CP2 such that φ(C) = D. The topology
is oriented if φ preserves the global orientation of CP2 and the local
orientation around the meridians of C and D. In the same way, the
topology is ordered if the homeomorphism φ preserves �xed orders on
the irreducible components of C and D. In the case of an embedded
curve, the combinatorics admits an equivalent de�nition with a more
topological aspect. It can be de�ned as the homeomorphism type of
(Tub(C), C), where Tub(C) is a tubular neighbourhood of the curve
(see [2]).
From these de�nitions, it is clear that the topological type determines

the combinatorics of a curve. It is then natural to consider the inverse
question: Is the topology determined by the combinatorics? The an-
swer is known since the 30's, and it is negative. Indeed, in [21, 22, 23]
Zariski constructs an explicit example of two curves with the same



combinatorics and di�erent topologies. We will describe explicitly this
example in the next section. Such examples of two curves with the same
combinatorics and di�erent topologies are called Zariski pair (see [2]).
The question is then: how to detect Zariski pair?
To di�erentiate topologies, several topological invariants were intro-

duced, each one able to distinguish di�erent kinds of �pathology�. The
most classical case of Zariski pair is the one detected by the Alexan-
der polynomial, see Degtyarev [10], Libgober [16] or Akyol [1] for a
classi�cation of sextics such examples. Other examples with di�erent
�pathology� are known. Degtyarev [9, 11] and Shimada [19] construct
Zariski pairs of sextics using the theory of K3-surfaces obtained from
double branched covers of the curves. Studying some properties of
double Galois cover Artal-Tokunaga [5] or Bannai [6] construct another
kind of Zariski pair. In [11] Degtyarev constructs an example of Zariski
pair with isomorphic fundamental group of the complement. Recently
in [20], Shirane proves that Shimada's curves (see [18]) form k-plets
of Zariski using the splitting numbers. We can conclude this non-
exhaustive list with the Zariski pair constructed by Artal-Carmona-
Cogolludo in [3] with homeomorphic complement but di�erent braid
monodromies.
We introduce here a new topological invariant: the linking set, it is

�rst de�ned in [14] by Meilhan and the author. It is inspired by the
linking numbers of knots theory, and generalized the I-invariant intro-
duced by Artal-Florens-Guerville in [4]. The idea is to consider γ an
embedded oriented S1 in the curve C (called a cycle) and to look its
homology class in the complement of the sub-curve Ccγ of C composed
of all the irreducible components which not intersect the S1 embedded.
Unfortunately, this class is not invariant. We should then consider a
quotient of H1(CP

2\Ccγ) by a sub-group Indγ(C) deleting all the remain-
ing indeterminacies. The linking set lksC(γ) is then de�ne as the set of
the classes in this quotient of all the cycles combinatorially equivalent
to γ. It is an invariant of the oriented and ordered topology. In the
particular case where the cycle γ is contained in a single irreducible
component, we can remove the oriented hypothesis.
We apply this new invariant to the case of the curve introduced by

Artal in [2] formed by a smooth cubic and three tangent lines in its
in�exion points, and also to its generalization the k-Artal curves in-
troduced in [7] composed of a smooth cubic and k tangent lines in its
in�exion points. We then prove that there exists Zariski pair of k-Artal
curve for k = 3, 4, 5, 6. These pairs are geometrically distinguished by
the number of alignments in the set of the k in�exion points considered



(this number is called the type of the arrangement). In order to obtain
this result, we compute the linking set for a cycle contained in the cu-
bic. Then we prove that for any order on the irreducible components
of the k-Artal curves there is no homeomorphism of CP2 between two
k-Artal curves of di�erent types, for k = 3, 4, 5, 6. We can also apply
this invariant to the Shimada's curves [18], and prove that they form
a k-plets of Zariski with isomorphic fundamental groups. This is done
in [15] proving (in some particular case) the equivalence between the
splitting numbers and the linking set. This allows us to prove that the
linking set is not determined by the fundamental group of the com-
plement. Since the linking set is a generalization of the I-invariant
introduced in [4], it also distinguish the Zariski pair of line arrange-
ments produced by the author in [13].
The following is organized as follows. Section 1 contains some details

about the historical example of Zariski. The construction and invari-
ance theorem of the linking set are done in Section 2. We conclude in
Section 3 with the application of the linking set to the k-Artal curves.

1. Zariski example

In his historical papers [21, 22, 23], Zariski proves the following result:

Theorem 1.1 ([21]). Let C1 and C2 be two sextics with 6 cusps. Assume
that these cusps lie on a conic for C1 and are in generic position for
C2, then:

π1(CP
2 \ C1) ' Z3 ∗ Z2, and π1(CP

2 \ C2) ' Z6.

C1 C2

Figure 1. Zariski sextics with 6 cusps

He proves in [22] the existence of such curves, and then provides the
�rst example of Zariski pair. It is only in [17] that explicit equations
of such curves will be given. Let us explain how to construct them.
Consider a smooth cubic C of CP2, and let P1, P2, P3 be three of its

nine in�exion points. We assume that the three tangent lines Li of C
passing through Pi are in generic position. We consider the coordinates



of CP2 such that L1 : x = 0, L2 : y = 0 and L3 : z = 0 (see Figure 2).
Let p be the application de�ned by:

p :

{
CP2 −→ CP2

[X : Y : Z] 7−→ [X2 : Y 2 : Z2]

It is a 4 : 1 application outside of the axes. We denote by C̃ the pre-
image of the cubic C by p. It is a sextic with singular points contained
in p−1(Pi). In order to di�erentiate the coordinates in the origin and
the target of p, we will denote with capitals the coordinate in the target.
Locally around P1, the cubic C is of the form y3 = x. Since p is rami�ed
along the line L1 : x = 0 then the pre-image of C near P1 is of the form
Y 3 = X2. Furthermore p is 2 : 1 over P1, then p

−1(P1) is composed of

2 cusps. Using same arguments for P2 and P3, we obtain that C̃ has
exactly 6 cusps.

•
P1

•
P2

•
P3

C

x = 0

y = 0z = 0

Figure 2. Cubic C with P1, P2 and P3 collinear

To construct the two examples of Zarsiki (see Figure 1), we have
to consider the case where the in�exion points are collinear, and the
case where they are not. In the �rst case, consider the line L passing
through P1, P2 and P3, then p

−1(L) is a smooth conic containing the

6 cusps of C̃. In the second case, such a cubic does not exist.

Corollary 1.2. The combinatorics does not determine the fundamental
group of the complement of a curve.

Remark 1.3. The corollary is also true for the complement and the
topology of a curve.

2. Linking invariant

2.1. Recall about linking numbers. The linking numbers are clas-
sical invariants of the topology of oriented links. It can be de�ned as



follows. Let L = L1∪· · ·∪Ls an oriented link of S3 with s components.
Let us recall that H1(S

3 \ Li) is isomorphic to Z and is generated by
the meridian of Li. The linking number of Li with Lj, for i 6= j, is the
numerical value of the class [Li] in H1(S

3 \ Lj).

2.2. De�nition of the invariant. The linking set is an adaptation
of the linking number of knots theory to the case of algebraic curves.
A cycle γ of a curve C is an oriented S1 embedded in the curve, non
homologically trivial in H1(C;Z).
In order to compare two cycles, we need to de�ne what could be

comparable cycles. This is the notion of combinatorially equivalent
cycles. Let γ(t), for t ∈ [0, 1] be a parametrization of γ, with γ(0) in
the smooth part of C. The combinatorial type of γ is the sequence

Γ(γ) = (Ci1 , Pj1 , . . . , Cik , Pjk),

with Cil ∈ Irr(C) and Pjl ∈ Sing(C) for all l ∈ {1, · · · , k}, such that
there exists a set {t1, . . . , tk}, with 0 < t1 < · · · < tk < 1 satisfying:

• for all l ∈ {1, . . . , k}, γ(tl) = Pjl ,
• for all t ∈ (tl, tl+1), γ(t) is contained in Cil+1

\ (Sing(C) ∩Cil+1
)

with l ∈ {1, . . . , k − 1},
• for all t ∈ [0, t1) ∪ (tk, 1], γ(t) ∈ Ci1 .

Of course the sequence Γ(γ) is de�ned up to cyclic permutation.

De�nition 2.1. Let γ and µ be two cycles of C. They are com-
binatorially equivalent if their combinatorial types are equal, that is
Γ(γ) = Γ(µ).

We will now construct the sub-curve Ccγ of C not intersecting γ. Let
us �rst de�ne the support and the internal support of a cycle.

De�nition 2.2. The support of γ is:

Supp(γ) =
⋂
g∼γ

{C ∈ Irr(C) | C ∩ g 6= ∅} ,

its internal support is:

◦
Supp(γ) =

⋂
g∼γ

{
C ∈ Irr(C) |

◦(
C ∩ g

)
6= ∅
}
.

A cycle is minimal if it is contained in
⋃

C∈
◦

Supp(γ)

C. Since for any

cycle γ of C there exists a minimal cycle γ′ such that γ and γ′ are
homotopically equivalent, we consider in all the following only minimal
cycles. Remark that, if γ is a minimal cycle, then γ ⊂ CP2\

⋃
C/∈Supp(γ)

C.



The idea of the invariant is to consider the homology class of γ in the
complement of Ccγ =

⋃
C/∈Supp(γ)

C. Unfortunately, this class is not an

invariant, indeed there exists homotopically equivalent cycles with non-
equal homotopy classes in H1(CP

2\Ccγ). In order to delete this problem,
let us introduce the indeterminacy sub-group associated with γ.
Let P be a singular point of C, we denote bymC,b

P the meridian around
P in the local branch b of ΣP contained in the component C. Remark
that if C is not smooth at P then ΣP admits several local branch b
contained in C. See Figure 3 for an example when C is smooth in P .

•
P

< mb,C
P

C

Figure 3. The meridian mb,C
P when Br(ΣP , C) = {b}

De�nition 2.3. The indeterminacy sub-group of C associated with γ
is the sub-group of H1(CP

2 \ Ccγ) de�ned by:

Indγ(C) = 〈mb,C
P | ∀C ∈

◦
Supp(γ),∀P ∈ Sing(C) ∩ C, ∀b ∈ Br(ΣP , C)〉,

where Br(ΣP , C) is the local branch of ΣP contained in C.

Proposition 2.4. The value of mb,C
P in H1(CP

2 \ Ccγ) is determined by
the combinatorics, and we have:

mb,C
P =

∑
D/∈Supp(γ)

IP (b,D)mD,

where IP (b,D) is the multiplicity of the intersection of the local branch
b and D at the point P , and mD is the meridian of D in CP2 \ Ccγ.

We can de�ne the linking invariant:

De�nition 2.5. The linking set of a minimal cycle γ is de�ned as the
set of classes in H1(CP

2 \ Ccγ)/ Indγ(C) of the minimal cycles combina-
torially equivalent to γ. It is denoted by lksC(γ).

If there is no ambiguity on the considered curve lksC(γ)(resp. Indγ(C))
is denoted by lks(γ) (resp. Indγ).



2.3. Invariance theorem & corollaries.

Theorem 2.6 ([14]). Let C and D be two curves with the same oriented
and ordered topology. If γ and µ are two combinatorially equivalent
cycles of C and D respectively, then

(1) φ∗(lks(γ)) = lks(µ),

where φ∗ : H1(CP
2 \ Ccγ)/ Indγ(C) → H1(CP

2 \ Dcµ)/ Indµ(D) is the
isomorphism induced by the equivalence of topology.

Remark 2.7. The isomorphism φ∗ is the application sending merid-
ian on meridian respecting the orders on Irr(C) = {C1, . . . , Cn} and
Irr(D) = {D1, . . . , Dn}; and respecting the orientation of the meridian
(i.e. φ∗(mCi

) = mDi
).

Corollary 2.8.

(1) If C is a rational curve, then lks(γ) = {γ} and then Equation (1)
becomes:

φ∗(γ) = µ.

(2) If
◦

Supp(γ) = {C} then we can remove the oriented hypothesis
in Theorem 2.6.

Corollary 2.9. Let C and D be two curves with the same combina-
torics, and γ and µ be two combinatorially equivalent cycles of C and
D respectively. If for any isomorphism

φ∗ : H1(CP
2 \ Ccγ)/ Indγ(C)→ H1(CP

2 \ Dcµ)/ Indµ(D)

sending meridian on meridian and respecting their orientation, we have
φ∗(lks(γ)) 6= lks(µ), then C and D have distinct oriented topology.

Remark 2.10. If we also assume that the support (or the internal sup-
port) of γ and µ is a singleton, then we can remove the condition
oriented in the conclusion of the previous corollary.

3. k-Artal curves

In [2], Artal introduces a Zariski pair where the curves are composed
of a smooth cubic and three tangent lines in in�exion points. He proves
that a di�erence of geometry (of the considered in�exion points) implies
a di�erence of topology. Here, we will generalized this result to the case
of the curves k-Artal.

De�nition 3.1. A curve k-Artal is an algebraic curve composed of a
smooth cubic C and k lines L1, . . . , Lk tangent in the in�exion points
of C.



It is of Type l if there is exactly l subset composed of three collinear
points in {Pi = Li ∩ C | i = 1, · · · , k}.

Remark 3.2.

(1) For the 3-Artal case, the Zarsiki pair studied by Artal is formed
by a curve of Type 0 and one of Type 1.

(2) This Zariski pair is related with the historical example of Zariski
(see Section 1) by Figure 2. Indeed, the 3-Artal curve is the
cubic C with the 3 axes, and the geometric di�erence between
Type 0 and Type 1 induces the geometric di�erence between
the sextics with the six cusps along (or not) a conic.

Theorem 3.3 ([7]). Let k ∈ {3, . . . , 6}, there exist k-Artal curves C
and D of di�erent Type such that they form a Zariski pair.

To prove this theorem, we will compute their linking set (in a partic-
ular case) and then apply Corollary 2.9. To compute the linking set in
each case, we will compute it in the case of the cubic with nine tangent
lines and then consider restrictions to obtain the case with less than
nine tangent lines. We denote by C9 the 9-Artal curve. It is known that
the in�exion points of a smooth cubic have a the structure of (F3)

2.
We assume that the points Pi = Li ∩ C are as in Figure 4.

•

•

•

•

•

•

•

•

•

P7

P5

P6

P2

P1

P3

P8

P4

P9

Figure 4. Representation of the in�exion points of C
as (F3)2

Let γ be a cycle contained in the smooth cubic C. It is clear that
γ is minimal and that:

Supp(γ) =
◦

Supp(γ) = {C} .

The set of cycles combinatorially equivalent to γ is the set of cycles
contained in C. Homologically this set is equal to H1(C;Z) \ {0}. Let
g1 and g2 be two cycles generating H1(C;Z). In the case where C is
de�ned by x3 − xz2 − y2z = 0 it has been proved in [14], that there is



g1 and g2 such that:
(2)
[g1] = mL2 −mL3 −mL6 +mL7 +mL8 −mL9 in H1(CP

2 \ C9),
[g2] = −mL4 +mL5 +mL6 +mL7 −mL8 −mL9 in H1(CP

2 \ C9).

Consider the case k = 3, let I1 be the set {1, 2, 3} and I2 be {1, 2, 4}.
We denote by Ci the curve C ∪

( ⋃
j∈Ii

Lj
)
. By Figure 4, C1 is of Type 1

and C2 of Type 0. We have that (Ci)cγ =
⋃
j∈Ii

Lj. Using restrictions of

Equation (2), we have that:

[g1]1 = mL2 −mL3 , and [g2]1 = 0 in H1(CP
2 \ (C1)cγ),

[g1]2 = mL2 and [g2]2 = −mL4 in H1(CP
2 \ (C2)cγ).

To compute the linking set, we need �rst to determine the indetermi-
nacy sub-group of γ. Since it is combinatorial, then they are isomorphic
for C1 and C2. In the case of the 3-Artal curves and a cycle γ contain
in the cubic, the singular points contained in the cubic are the Pj,
for j ∈ Ii. These singular points are of type A5. This implies that
IPj

(C,Ll) = 3δj,l, and then:

H1(CP
2 \ (Ci)cγ)/ Indγ(Ci) ' 〈mLj

for j ∈ Ii | 3mLj
,
∑
j∈Ii

mLj
〉 ' (Z3)

2.

We denote by lksi(γ) the linking set of γ in Ci, for i = 1, 2. We have
then:

lks1(γ) = {mL2 −ml3 ,−mL2 +ml3} ,
lks2(γ) = {mL2 ,mL4 ,−mL2 ,−mL4 ,mL2 +mL4 ,

mL2 −mL4 ,−mL2 +mL4 ,−mL2 −mL4} .

It is clear (using an argument of cardinality) that for any isomor-
phism

φ∗ : H1(CP
2 \ (C1)cγ)/ Indγ(C1)→ H1(CP

2 \ (C2)cγ)/ Indγ(C2)
sending meridian on meridian and respecting the orientation, we have
φ∗(lks1(γ)) 6= lks2(γ). Using Corollary 2.9 and Remark 2.10, the curves
C1 and C2 form a Zariski pair; then case k = 3 of Theorem 3.3 is proved.

Remark 3.4. With similar arguments, we can prove Theorem 3.3 for
k = 4, 5, 6.
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結び目と３次元多様体
～　幾何構造とファイバー構造を中心として　～

作間　誠 (広島大学)∗

1. はじめに
種数 g の有向閉曲面を考えると，g = 0 の時は球面，g = 1 の時はトーラス R2/Z2 で
あり，それぞれ自然に球面構造とユークリッド構造を持つことは誰の目にも明らかで
ある。双曲幾何の初歩を勉強すると，種数 g ≥ 2 なら双曲構造を持つこともすぐに理
解できる。そうすると一歩進めて，３次元多様体でも同じようなことが成り立つので
はないかと考えるのは（今となっては）極めて自然なことであり，きっとそのような
発想をした人も過去にいたのではないかと想像できる。例えば，ザイフェルト・ファイ
バー束の概念を導入し完全に分類したザイフェルトなら，そのようなことを考えてい
たとしても不思議ではない。また，1977年という（Thurstonがプリンストン大学で講
義を開始した1978年直前の）絶妙のタイミングで御著書「非ユークリッド幾何の世界」
をブルーバックスより出版された日本の結び目理論の創始者・寺阪英孝先生も，その
ようなことを考えられたことがあるかも，と想像することがある。
Thurstonは３次元多様体のトポロジーと幾何の相性が格段に良いことに気づき，沢

山の研究者を巻き込みながら，全く新しい視点から３次元トポロジーの研究を行い，結
び目理論を含む低次元トポロジーの世界を一変させた。Thurstonが1982年に出版した
記念碑的サーベイ論文 [101]で提出した24の問題は，低次元トポロジー研究の指標とな
り，この分野を極めて豊穣なものとした。そして驚くべきことに，それらの問題のう
ちYes-Noで尋ねている問題は，一つの未解決問題（数論が絡む問題23）を除いて全て
肯定的に解決され，Thurstonが思い描いていたビジョンに狂いがなかったことが証明
された。（[16, 87, 98]を参照されたい。）
一方，ファイバー結び目の名が示すようにファイバー構造（曲面束の構造）は結び

目理論研究者にとって非常に重要な概念であり，村杉邦男先生により生み出された村
杉和（Murasugi sum）は，結び目理論の研究において必要不可欠な道具となっている。
（結び目理論全般については [54]を参照されたい。）また，Rileyによる双曲構造の発見
とThurstonによるハーケン多様体の双曲化定理において，ファイバー結び目は特別な
役割を果たしている。
本論説では，曲面束の構造と幾何構造との関係を中心に，現在までに明らかにされ

たことの解説を試みた。また最後の２つの節では，筆者が大切であると考える課題を，
独善的であることは承知の上で述べた。沢山のページ数を使わせていただいたのにも
かかわらず，筆者の力不足のために舌足らずでしかも偏った論説になったことを，ご
容赦下さい。
なお，蒲谷祐一氏，金英子氏，古宇田悠哉氏，和田昌昭氏には，拙い原稿に対して

貴重なコメントをいただくと同時に沢山の修正点をご指摘いただきました。（残りの誤
りは筆者の責任です。）心よりお礼申し上げます。

本研究は科研費 (課題番号:15H03620)の助成を受けたものである。
∗〒 739-8526 東広島市鏡山１丁目３番１号
e-mail: sakuma@math.sci.hiroshima-u.ac.jp



2. 双曲空間と双曲多様体
2.1. 双曲幾何

計量 ds2 = (dx21 + · · · + dx2n)/x
2
n を持つ上半空間Hn = {(x1, · · · , xn) | xn > 0} を双

曲n次元空間と呼ぶ。∂Hn := (Rn−1 × {0}) ∪ {∞} を Hn の無限遠境界と呼ぶ。和集
合 H̄n := Hn ∪ ∂Hnは自然な位相に関して n次元球体と同相である。Hn の等長変換
群 Isom(Hn) は ∂Hn に直交する n − 1次元球面に関する反転で生成される。n = 2

のとき，H2は複素上半平面 {z ∈ C | ℑ(z) > 0} と同一視され，向き保存等長変換群
Isom+(H2) は PSL(2,R) = SL(2,R)/⟨−E⟩ と同一視される。ここでPSL(2,R) は一次
分数変換 z 7→ (az + b)/(cz + d) として H2 に作用する。n = 3 のとき，H3 は C×R+

と同一視され，Isom+(H3) は PSL(2,C) = SL(2,C)/⟨−E⟩ と同一視される。PSL(2,C)
は一次分数変換としてリーマン球面∂H3 = C∪{∞} に作用し，そのポアンカレ拡大と
してH3 に作用する。向き保存等長変換群 Isom+(Hn) の非自明元 γ は次の３種類に分
類される。

1. 双曲型変換：γ は丁度１本の測地線 ℓ を保存し，ℓ には一定距離 d > 0 の移動と
して作用する。また ∂Hn における ℓ の２つの端点は，γ の吸引的・反発的不動
点となる。

2. 放物型変換：γ は ∂Hn 上に唯１つの固定点 p を持つ。このとき， γ は p を中心
とするホロ球体（すなわち，p で ∂Hn と接するユークリッド距離に関する n次
元球体と Hn の共通部分）を保存する。特に p =∞ の場合，γ は Hn のユーク
リッド距離に関する不動点を持たない向き保存等長変換として作用する。

3. 楕円型変換：γ は Hn 内に固定点を持つ。

2.2. 双曲多様体

n次元多様体 M 上の双曲構造とは，M 上の定断面曲率 −1 の完備リーマン計量（の
イソトピー類）のことである。M 上の双曲構造は，同相写像 M ∼= Hn/Γ （但し，Γ

は楕円型変換を含まない Isom(Hn) の離散部分群）として得られる。この同相写像が
導く表現 ρ : π1(M) → Γ < Isom(Hn) を双曲構造のホロノミー表現と呼ぶ。M 上
の２つの双曲構造のホロノミー表現が Isom(Hn) の内部準同型を法として一致すると
き，その２つの双曲構造は同値であるという。Hn 内の点 x の軌道 Γx の H̄n におけ
る集積点集合 Λ(Γ) は ∂Hn の最小 Γ 不変閉集合を形作り，Γ の極限集合と呼ばれる。
補集合 Ω(Γ) = ∂Hn \ Λ(Γ) は Γ の不連続領域 と呼ばれ，その上に Γ は真性不連続
に作用する。商空間 (Hn ∪ Ω(Γ))/Γを Γが定めるクライン多様体と呼ぶ。Ω(Γ)/Γ は
Ω(Γ) ⊂ ∂Hn の共形構造を受け継いでおり，双曲多様体 Hn/Γ の無限の彼方で貼り付
いている。極限集合 Λ(Γ) の H̄n における凸包と Hn の共通部分を C(Λ(Γ)) としたと
き，C(Γ) := C(Λ(Γ))/Γ ⊂ Hn/Γ を双曲多様体 M = Hn/Γ の凸核と呼び，C(M) と表
す。M 内の閉測地線は，Γ の双曲型元 γ の軸 ℓ の像として得られ，ℓ の両端点は Λ(Γ)

に含まれるので，C(M) は M の全ての閉測地線を含む。凸核 C(M) は M の凸部分
空間で，C(M) から M への包含写像はホモトピー同値であり，しかもこの２つの性質
を持つ部分空間で最小なものである。双曲多様体 M あるいはクライン群 Γ が幾何学
的有限であるとは，凸核 C(M)の近傍で有限体積であるものが存在するときをいう。



以下では主にM が向き付けられた多様体上の双曲構造を取り扱う。この場合は，
Γ < Isom+(Hn) であり，同相写像 M ∼= Hn/Γ は向き保存であることを要請する。
n = 2, 3 に応じて，Isom+(Hn) の離散部分群をフックス群，クライン群と呼ぶ。

2.3. 双曲曲面とタイヒミュラー空間

種数 g の有向曲面 Σg からn個の点を除いて得られる曲面を Σg,n で表す。任意の有限
面積有向双曲曲面は，オイラー標数がχ(Σg,n) = 2− 2g − n < 0を満たす Σg,n に同相
である。更に，それぞれの穴はカスプ {z ∈ H2 | ℑ(z) ≥ c}/(z ∼ z + 1) （c > 0 は定
数）と等長的な近傍を持つ。
最も簡単な (g, n) = (0, 3) の場合，Σ0,3 上の双曲構造は理想測地三角形（即ち，∂H2

でのみ交わる３本の測地線で囲まれる領域）２つのコピーをその境界で貼り合わせて
得られる。理想測地三角形のかわりに，∂H2 でも共通部分を持たない３本の測地線に
より囲まれる開いた３角形領域の２つのコピーをその境界で貼り合わせると，球面か
ら互いに交わらない３つの円板を除いて得られる開多様体に同相な無限面積双曲曲面
P = H2/Γ を得る。このとき極限集合 Λ(Γ) はカントール集合，クライン多様体は P

に３つの円周を付け加えて得られるコンパクト曲面，凸核 P0 := C(P ) は３本の単純
閉測地線で囲まれる P のコンパクト部分曲面である。ここで P0 は球面から互いに交
わらない３つの円板の内部を除いて得られるパンツに同相である。双曲的パンツ P0 の
等長型は境界の長さが作る３つの実数の組で決まり，しかもこの３つ組は R3

+の任意
の値を取り得ることがわかる。もし境界の長さが 0に退化して，カスプを形成する場
合を込めると，そのような双曲曲面全体はR3

≥0 でパラメータ付け出来る。
一般の曲面 Σ = Σg,n の双曲構造を記述するには，Σ を 3g− 3+n本の本質的単純閉

曲線（Σ 内の円板または穴あき円板を切り取らない単純閉曲線）で切り開いて |χ(Σ)|
個のパンツに分解すればよい。Σ の双曲構造が与えられると，これらの単純閉曲線は
互いに交わらない単純閉測地線にイソトピックであり，それらは双曲曲面を |χ(Σ)|個
の双曲的パンツに分解する。各双曲的パンツの等長型は 3g − 3 + n本の単純閉測地線
の長さで決まる。またこれらの単純閉測地線それぞれにおいて，双曲的パンツの貼り
合わせの自由度が R 分だけある。従って，Σ の双曲構造は R3g−3+n

+ ×R3g−3+n に値を
持つパラメータにより完全に記述できる。しかも，逆に任意のパラメータを実現する
Σ の双曲構造が存在することも，前文節より明らかである。以上により，Σ 上の双曲
構造全体が作るタイヒミュラー空間 Teich(Σ) は次のように記述される。

定理 2.1 (フェンチェル・ニールセン座標)

Teich(Σg,n) ∼= R3g−3+n
+ × R3g−3+n ∼= R6g−6+2n

古典的一意化定理により， Teich(Σ) はΣ 上の共形構造全体が作る空間でもあるこ
とを注意する。
Σの双曲構造は上で述べた自由度を持つが，その面積はガウス・ボンネの定理によ

り，2π|χ(Σ)|であり，そのため有限面積双曲曲面の面積全体が作る R+ の部分集合 V2
は2πNに一致することを注意する。もっと一般に，自然数 n ≥ 2 に対して，有限体積
双曲n次元多様体の体積全体が作る R+ の部分集合を Vn とすると，n = 3 の場合を除
けば，Vn は離散的であり，順序集合としての同型 Vn ∼= N が成立する。



2.4. 有限体積双曲３次元多様体

有限面積双曲曲面がコンパクト部分多様体とカスプの和集合であったのと同様に，有
限体積有向双曲３次元多様体はコンパクト部分多様体 M0 とトーラスカスプの和集合
になる。ここで，トーラスカスプとは，ホロ球 H := {(z, t) ∈ H3 | t ≥ c}（c > 0は定
数）を（∞ ∈ ∂H3を固定する）放物型変換が生成する階数 2 の自由アーベル群で割っ
て得られる部分多様体のことであり，位相的には T 2 × [0,∞) と同相である。従って，
有限体積有向双曲３次元多様体は境界が空であるかあるいは有限個のトーラスから成
るコンパクト多様体の内部と同相である。２次元の場合は，双曲構造は連続変形を許
したが，３次元以上の有限体積双曲多様体に対しては，次のMostow-Prasad剛性定理
により，基本群の代数構造により双曲構造が完全に決定され，従って双曲構造は一意
的である。

定理 2.2 (Mostow-Prasad剛性定理) n ≥ 3 とし，M = Hn/Γ，M ′ = Hn/Γ′ を有限
体積双曲 n 次元多様体とする。このとき，基本群の間の同型写像 ϕ : Γ→ Γ′ が存在す
れば，それは等長写像 f :M →M ′ により実現される。

従って，有限体積双曲３次元多様体に関しては，体積，閉測地線の長さ，カスプの形，
等長変換群，などの双曲不変量が位相不変量になっており，結び目および３次元多様体
の位相的研究で重要な役割を果たす。Mostow-Prasad剛性定理により，完備性を保った
まま有限体積３次元多様体の双曲構造を変形することはできない。しかしながら，カ
スプ付き３次元双曲多様体 M は，完備でない双曲多様体に連続変形でき，その完備
化は一般にはハウスドルフですらないが，特別な場合には再び双曲多様体になり，位
相的には M のデーン充満，即ち，ソリッドトーラス D2 × S1 の M0 への貼り合わせ，
により得られる。しかも，M の“ほとんど全ての”デーン充満は，上記の方法により双
曲構造を持つ（デーン充満定理）。更に M のデーン充満により得られる双曲多様体の
体積はMの体積より小さいが，その体積全体がつくる集合は M の体積を集積点とす
る。実際，有限体積双曲３次元多様体の体積全体の集合 V3 は，順序集合として次の整
列集合と同型である（Jorgensen-Thurston理論）。

ωω = {1, 2, 3, · · · , ω, ω + 1, ω + 2, · · · , 2ω, 2ω + 1, · · · , 3ω, · · · , ω2, ω2 + 1, · · · , ω3, · · · }

ここで，1 は最小体積の閉双曲多様体に対応し，ω はカスプを１つだけ持つ双曲多様体
の内で最小体積を持つものに対応する。尚，同じ体積を持つ双曲３次元多様体は有限
個しか存在しない。最小体積あるいは小さな体積を持つ双曲３次元多様体や，指定さ
れた数のカスプを持つ双曲３次元多様体のうちで最小体積あるいは小さな体積を持つ
ものを決定するという興味深い問題については，様々なことがわかってきている（[39]

および参考文献参照）。しかしながら，Thurstonの問題23「Show that the volumes of

hyperbolic 3-manifolds are not all rationally related.」はまだ未解決である。すなわち，
体積比が有理数にならない双曲多様体対の存在は，まだ証明されていない。

2.5. 双曲３次元多様体の変形理論

前節で述べたように有限体積３次元多様体の双曲構造は（完備性を保った）変形を許
さないが，一般の場合は連続変形が可能である。以下で，最も基本的な３次元多様体
Σ × R（Σ = Σg,n）の場合を解説する。有限面積双曲曲面 Σ ∼= H2/Γ の基本群である
フックス群Γ < PSL(2,R) をPSL(2,C) の部分群とみなすと，勿論クライン群である。



このとき H3/Γは全測地的部分曲面 Σ = H2/Γを含み，Σ×Rに計量 (cosh2 t)ds2+dt2

を入れたリーマン多様体と同一視できる。ここで，ds2 は Σの計量，tは Rのパラメー
タである。極限集合 Λ(Γ) は Ĉ = ∂H3 内の真円 R̂ であり，不連続領域 Ω(Γ) は２つの
成分Ω±(Γ) := {z ∈ C | ± ℑ(z) > 0} から成る。従ってクライン多様体 (H3 ∪Ω(Γ))/Γ
はΣと閉区間 [−∞,∞] = R ∪ {±∞} の直積と同相であり，２枚のリーマン面 C±/Γ

が双曲３次元多様体 H3/Γ ∼= Σ× R の無限の彼方で貼り付いている。
勿論 Γ はフックス群として変形可能であるが，真に３次元的な変形も可能である。

例えば，Σ ∼= H2/Γ の単純閉測地線 α を選び，それに沿って Σ をΣ×R ∼= H3/Γ 内で
少しだけ折り曲げることを考える。α の H2 における逆像は互いに交わらない H2 の無
限個の測地線から成るので，この操作は H3 において H2 をその無限個の測地線に沿っ
て一斉に少しだけ同じ角度だけ折り曲げることに対応する。折り曲げ角が十分小さけ
れば，この操作（による共役を取ること）により，新しいクライン群 Γ′ が得られ，そ
の極限集合 Λ(Γ′) は位相的には円であり続けるが，そのハウスドルフ次元は 1 より真
に大きくなる。
このようにフックス群の変形で得られ，極限集合が Ĉ 内の円であるような群 Γ′ を

擬フックス群と呼ぶ。擬フックス群 Γ′ の不連続領域は２つの開円板 Ω±(Γ
′) から成り，

Γ′ のクライン多様体はフックス群の場合と同じくΣ× [−∞,∞] と同相であり，また凸
核は（フックス群でないなら）Σ × [−1, 1] に同相であり，従って Γ′ は幾何学的有限
である。凸核の２つの境界成分のそれぞれは，「双曲曲面をある測地的ラミネーション
（2.6参照）に沿って折り曲げた形」をしている。この双曲構造H3/Γ′は，無限の彼方
にある２枚のリーマン面Ω±(Γ

′)/Γ′ = Σ× {±∞} により完全にコントロールされる。
正確な意味を述べるために，曲面 Σ = Σg,n に対して，基本群 π1(Σ) の型保存

PSL(2,C)表現の共役類全体の空間をR(Σ) とする。ここで表現が型保存であるとは，
穴のまわりを一周するループで代表される基本群の元の像は放物型変換となることで
ある。R(Σ) の部分空間で π1(Σ) の擬フックス表現（すなわち，忠実，離散，型保存
表現で，その像が擬フックス群になっているもの）全体が作る部分空間を QF(Σ) で
表し，擬フックス空間と呼ぶ。このとき，次の定理が成り立つ（[47]参照）。

定理 2.3 (Bersの同時一意化定理) 上述の対応は全単射で，下記の同相写像を導く。

QF : Teich(Σ)× Teich(Σ) ∼= QF(Σ)

忠実離散表現全体が作る R(Σ) の部分空間をDF(Σ) で表す。DF(Σ) は閉集合であ
り，そのため QF(Σ) ⊂ DF(Σ) となる。Minskyを始めとする沢山の研究者の汗の結
晶として，Thurstonが [101]で提案したクライン群の変形と分類に関する一連の問題
（Problems 5,6, 9-12）が完全に解決され，特に DF(Σ) に関しては次のことが証明され
た（[64, 65, 73, 98]参照）。

定理 2.4 (1)(Density Conjecture) π1(Σ)の任意の型保存離散忠実表現は擬フックス
表現の極限として得られる。すなわち，QF(Σ) = DF(Σ)である。
(2)(Ending Lamination Conjecture) DF(Σ)の元は，「エンド不変量」により完

全に分類できる。
(3)(Tameness Conjecture) 任意の ρ ∈ DF(Σ) に対して，その像として得られる

クライン群 Γ から得られる双曲多様体 H3/Γ はΣ× R に同相である。



(4)(Ahlfors Measure Conjecture) 任意のクライン群の極限集合はリーマン球面
Ĉ に一致するか，あるいはルベーグ測度 0 である。

定理 2.4(2)は，双曲多様体がそのエンド（コンパクト集合の補集合が作る部分集合
族の逆極限）における漸近挙動から定まるエンド不変量により，完全に決定されるこ
とを主張しており，３次元Mostow-Prasad剛性定理の究極の一般化といえる。

2.6. タイヒミュラー空間のThurstonコンパクト化とエンド不変量

エンド不変量を説明するために，まずはタイヒミュラー空間のThurstonコンパクト化
を説明する。曲面 Σ = Σg,n 内の本質的単純閉曲線のイソトピー類全体が作る集合を S
とする。Σ 上の双曲構造 X ∈ Teich(Σ) を固定すると，任意の α ∈ S は単純閉測地線
にイソトピックとなる。その長さを考えることにより，長さ関数 ℓX : S → R+ が定ま
る。双曲構造 X は，ℓX のある有限部分集合 S0 ⊂ S への制限により特徴付けられる，
即ち，長さ関数は埋め込みTeich(Σ) ↪→ RS0 を定める。更に閉曲線の長さそのもので
なく，長さの比により双曲構造が定まることが知られており，無限次元射影空間への
埋め込みTeich(Σ) ↪→ P(RS) を得る。この像の閉包をとると，Teich(Σ) を内部とする
6g−6+2n次元球体を得る。これが Teich(Σ)のThurstonコンパクト化である。ここで
コンパクト化で付け加わる 6g− 7+2n次元球面は，Thurston境界と呼ばれ，射影的測
度付きラミネーション空間 PML(Σ) と同一視できる。このことを見るために各 α ∈ S
に位相的交点数関数 Int(α, ·) : S → Z≥0 を考えることにより，埋め込み S ↪→ P(RS)

を得ることに注意する。ここで，双曲曲面 X ∈ Teich(Σ) において，一つの単純閉測
地線 α の長さを 0 に近づける変形を考えると，α のカラー近傍はどんどん幅を広げ，
そのためα と位相的に交わる曲線の長さは（交点数に応じて）どんどん長くなる。こ
のことから，この Teich(Σ) 内の道の極限が α であり，従って，S はThurston境界の
部分集合であることが了解できるであろう。更に，SがThurston境界内で稠密である
ことが知られている。
Σ上の双曲構造を指定すると，S の各元は単純閉測地線として実現できる。単純閉

測地線に正実数の重み µ を与えた重み付き単純閉測地線の一般化として，測度付きラ
ミネーション (λ, µ) が以下のように定義される。まず λ は（測地的）ラミネーション，
即ち，双曲曲面 Σ の閉部分集合で，互いに交わらない（一般的に非可算無限個の）単
純閉測地線の和集合として表せる閉集合である。（一般的な状況では，λ は局所的には
カントール集合と開区間の直積に同相であり，Σ 内で測度 0 である。）そして µ は λ

の横断方向の測度（λ と横断的に交わる弧に対して正実数を対応させる）である。但
し，測度 µ のサポートが λ 全体であることを要請する。測度付きラミネーション全体
の空間 ML(Σ) は適当な位相の下で，R6g−6+2n に同相である。ML(Σ) \ {0} において
測度が定数倍であるものを同一視して得られる空間が射影的測度付きラミネーション
空間 PML(Σ) であり，これがThurston境界を与えているのである。
測度付きラミネーション空間 ML(Σ) \ {0} において，測度の情報を忘れて測度のサ

ポートであるラミネーションが一致しているものが同値であるとみなして得られる商空
間 UML(Σ) を測度無視ラミネーション空間（unmeasured lamination space）と呼ぶ。
エンド不変量は，非コンパクト双曲多様体のエンド E に対して定義され，E ∼= Σ×

[0,∞) であるときは，大雑把に述べると，Teich(Σ) あるいは UML(Σ) に値をとる（詳
細は [73, 98]参照）。具体的に，どのように定義するかについては，第4.3節を見ていた
だくことにして，穴あきトーラスの場合のエンディング・ラミネーション定理を述べ



る。この時は，次の自然な同一視があることに注意する：

Teich(Σ1,1) = Teich(Σ1) = H2， UML(Σ) = PML(Σ1,1) = ∂H2 = R ∪ {∞}

定理 2.5 (Minsky[72]) 全単射

ν : DF(Σ1,1)→ (H2 ×H2
) \∆(∂H2) (∆(∂H2)は∂H2の対角線集合)

が存在する。

Minskyとその共同研究者はこれを足がかりとして，一般の場合のエンディング・ラ
ミネーション予想を完全に解決したのであった [74, 24]。尚，ここで ν−1 は連続である
が，ν 自身は連続でない。そのため，表現空間 R(Σ1,1) におけるDF(Σ1,1) の形は極め
て複雑であり，非常に興味深い研究対象となっている（[48]及び参考文献参照）。

3. 幾何化定理
3.1. 幾何化定理と８つの３次元幾何構造

本節では，Thurstonにより予想され，Perelmanにより証明された幾何化定理と，その
定理における双曲幾何の役割を述べる（[15, 78]参照）。

定理 3.1 (幾何化定理) 任意のコンパクト３次元多様体は，幾何構造を持つ多様体への
自然な分解を持つ。

KneserとMilnorによる一意素分解定理により，任意のコンパクト有向３次元多様体
は，素な３次元多様体の連結和として一意的に表される。ここでコンパクト３次元多
様体 M が素であるとは，もし M を連結和 M1#M2 として表したなら少なくとも一
方の成分 Mi は S3 に同相になることである。任意の素なコンパクト有向３次元多様
体 M に対して，埋め込まれたトーラスによる標準的な分解（Jaco-Shalen-Johansonn

分解）を持つことが知られている。幾何化定理は，任意のコンパクト有向３次元多様
体からこの２段階の分解を施して得られる各３次元多様体の内部が幾何構造を持つこ
とを主張している。
ここで幾何構造とは，単連結，等質的，完備リーマン多様体 X のことであり，多

様体 M が X を幾何構造に持つとは，X に等長的かつ自由に作用する群 Γ による商
空間 X/Γ として M が得られる事である。ここで X が等質的とは，その等長変換群
Isom(X) が X に推移的に作用することである。３次元幾何構造は（本質的に）８つ
有り，各点の固定化群の連結成分が SO(3), SO(2), SO(1) = 1 に応じて３種類に分か
れる。

1. 定曲率空間　S3， E3， H3.

2. 直積空間　S2 × E1，H2 × E1，および３次元リー群　Nil， ˜SL(2,R).

3. ３次元可解リー群　Sol.

ここでH3以外の幾何構造を持つ３次元多様体の位相型は次のように完全に分類でき
る。Sol構造を持つ３次元多様体はアノソフ・モノドロミーを持つ円周上のトーラス束，
あるいはそれを２重被覆にもつ３次元多様体である。H3，Sol 以外の幾何構造を持つ



ものは，（円周の非交和として得られる）ザイフェルト束空間である（[97]参照）。円周
上のトーラス束は，実はポアンカレが分類しており（こうしてホモロジー群が同じだ
が同相でない３次元多様体対の最初の例を発見した），ザイフェルト束空間はザイフェ
ルトにより完全に分類されている。このため，双曲多様体の研究が最も重要なものと
なる。

3.2. 双曲化定理

最も重要な幾何構造である双曲構造を持つための条件を述べるために，３次元多様体
の基本事項を復習する（[79]参照）。M をコンパクト有向３次元多様体とする。M が既
約であるとは，M 内に埋め込まれた任意の２次元球面が M 内の３次元球体の境界に
なっていることである。球面定理により，これは π2(M) = 0 であることと同値である。
M 内のコンパクト有向曲面 Σ が適切に埋め込まれているとは，Σ∩ ∂M = ∂Σ が成立
することである。M 内に適切に埋め込まれた曲面Σ が圧縮可能であるとは，M 内に
埋め込まれた円板 D でD ∩ Σ = ∂D であり，しかも ∂D は Σ 内の本質的な単純閉曲
線であることである。曲面 Σ が圧縮不可能とは圧縮可能ではないことである。ループ
定理により，この条件は，包含写像 j : Σ→M が誘導する準同型 j∗ : π1(Σ)→ π1(M)

が単射であることと同値である。M 内に適切に埋め込まれた曲面 Σ が境界平行であ
るとは，M の部分空間 N で，

(N,Σ, N ∩ ∂M) ∼= (Σ× [0, 1]/ ∼,Σ× {0},Σ× {1})

となるものが存在することである。但し ∼ は Σ× [0, 1] 上の同値関係で，各 x ∈ ∂Σ に
対して{x}× [0, 1] 上の全ての点を同値とすることにより生成されるものである。M 内
に適切に埋め込まれた曲面 Σ が本質的であるとは，Σ が圧縮不可能であり境界平行で
ないことである。アトロイダルという用語は，文献によって微妙に違う意味で使用さ
れるが，本稿では，M がアトロイダルであるとは，次の２条件が成立することとする。

1. π1(M) の階数２の自由アーベル群 Z2 に同型な部分群 H を含めば，H は周辺的
である（即ち，∂M の成分であるトーラスの基本群（の像）の部分群に共役であ
る）ことである。

2. M は T 2× [0, 1]，K2×̃I（クラインボトル上の有向 I束）どちらにも同相でない。

トーラス定理を用いれば，既約な３次元多様体 M がアトロイダルであるための必要
十分条件は，M が本質的なトーラスを持たなく，更にM がザイフェルト束空間でも
ないことである。
幾何化予想の解決により，コンパクト有向３次元多様体 M が有限体積双曲構造を持

つ（即ち，その内部が有限体積完備双曲構造を持つ）ための必要十分条件が，以下の
形で与えられる。

定理 3.2 無限基本群を持つコンパクト有向３次元多様体 M が有限体積双曲構造を持
つための必要十分条件は，∂M が高々圧縮不可能なトーラスから成り（空集合でも良
い），Mが既約かつアトロイダルであることである。

３次元多様体 M がハーケン多様体である場合，即ち M が既約であり本質的な曲面
を持つ場合，については，上の定理はThurstonによるハーケン多様体の双曲化定理と



して証明された。この証明は，HakenおよびWaldhausenにより証明された，ハーケン
多様体に対するヒエラルキーの存在（即ち，本質的曲面で切り開いていくと有限回で
３次元球体の非交和に到達する）を出発点としている。この意味では第2.3節で紹介し
たパンツ分解を用いた曲面の双曲構造の構成に似ている。しかし，様々な深い数学を
必要するその厖大な内容にちなみ怪物定理と呼ばれていた（[60]参照）。怪物定理では
周辺構造，すなわち ∂M 上の単純閉曲線 γ で，それが代表する π1(M) の元がホロノ
ミー表現により放物型変換に写されるもの，の情報を込めたpared多様体 (M,P )（こ
こで P は γ の ∂M における正則近傍，あるいは ∂M のトーラス成分）に対する双曲
化定理として証明される（[60, 52, 65, 67]参照）。
既約な多様体が空でない境界を持てば，３次元球体あるいはハーケン多様体になる。

特に，結び目補空間（正確には結び目外部）はハーケン多様体であり，Riley予想「結
び目Kの補空間が（有限体積）双曲構造を持つための必要十分条件は，Kがトーラス
結び目でもサテライト結び目でもないことである」が従う。この事実が結び目理論に
与えた影響は計り知れない。

4. 曲面束の幾何構造とNielsen-Thurston理論
4.1. 曲面束

曲面 Σ = Σg,n 上の向き保存自己同相写像 φ が与えられた時，有向３次元多様体

Mφ := Σ× R/(x, t) ∼ (φ(x), t+ 1)

は Σ をファイバーとする S1 = R/Z 上のファイバー束である。これをφをモノドロ
ミーとする曲面束と呼ぶ。Σ 上の向き保存自己同相写像のイソトピー類全体が作る群
を Σ の写像類群と呼び MCG(Σ) で表すと，曲面束 Mφ は φ が代表する写像類群の元
[φ] により定まる。以下，誤解の心配がないときは，自己同相写像とそれが定める写像
類群の元を区別せずに同じ記号で表す。以下で Mφ が持つ幾何構造を調べる。
まず下記の単純な曲面の写像類群は簡単な有限群になり ([36]参照），曲面束はザイ

フェルト束空間であり，S2 × EまたはE3の構造を持つ。

MCG(Σ0,0) = 1, MCG(Σ0,1) = 1, MCG(Σ0,2) ∼= Z/2Z, MCG(Σ0,3) ∼= S3

トーラス Σ1,0 = T 2 に対しては，MCG(T 2) ∼= SL(2,Z) であり，与えられた A ∈
SL(2,Z) に対して，それが定める R2 の線形変換が T 2 = R2/Z2 に誘導する自己同相
写像φA が A ∈ MCG(T 2) を代表する。
Case 1. A = ±E の時：MA は３次元トーラス T 3 = R3/Z3 であるか，または T 3 を

２重被覆に持ち，そのため E3 構造を持つ。
Case 2. |trA| < 2の時：Aは周期が 3, 4, 6いずれかの周期写像であり，従ってT 3を

有限巡回被覆に持ち，そのためE3構造を持つ。

Case 3. |trA| = 2, A ̸= ±Eの時：Aは±

(
1 n

0 1

)
(n ̸= 0) と共役になり，ただ１つの

１次元固有空間を持つ。この固有空間に平行な直線族は，T 2の本質的単純閉曲線によ
るφA不変な葉層構造を定め，これはMAはザイフェルト束構造を定める。その底空間
はトーラスまたはクラインボトルであり，更にオイラー数は消えない。これより，MA

はNil構造を持つ。



Case 4. |trA| > 2の時：Aは２つの１次元固有空間を持つので，R2の座標変換によ
り次の変換と共役である。

(x, y) 7→ ±(Kx, 1
K
y) (K > 1)

従って T 2上に２つの互いに横断的な１次元葉層構造があり，φAは一方の葉層構造で
は各葉の上でK倍という拡大写像，他方の葉層構造では各葉の上で1/K倍という縮小
写像として作用するアノソフ写像である。これよりMAはSol構造を持つ。

4.2. Nilesen-Thurston理論

一般の曲面 Σ = Σg,n に対しても，穴あきトーラスの場合と同様に任意の写像類 φ ∈
MCG(Σ)に対して下記のいずれかが成立する (Nilesen-Thurston分類 [103]）。

1. 周期的：φ は周期写像である。

2. 可約：Σ 上の互いに交わらない本質的単純閉曲線の族 C でφ で保存されるもの
が存在する。

3. 擬アノソフ：Σ の特異ユークリッド構造で次の条件を満たすものが存在する。

(a) その局所座標の下で φ は表示 (x, y) 7→ ±(Kx, 1
K
y) (K > 1) を持つ。この

K を擬アノソフ写像 φ の拡大係数と呼ぶ。

(b) 各特異点は π の自然数倍の錐角を持つ。

この分類は，Isom+(Hn) の元の分類と同じように，タイヒミュラー空間のThurstonコ
ンパクト化Teich(Σ) ∼= B6g−6+2n への写像類の作用の固定点を調べることにより得ら
れる。ちなみに，擬アノソフ写像はモジュライ空間Mod(Σ) = Teich(Σ)/MCG(Σ) の
タイヒミュラー距離に関する閉測地線に対応し，その長さは logK (K は拡大係数）で
与えられる（[47]参照）。
上の分類に応じて，曲面束 Mφ は，(1) ザイフェルト束空間であるか，(2) 非自明な

JSJ分解（トーラス分解）を持つか，(3) 双曲構造を持つ。

4.3. 曲面束の双曲構造とエンド不変量

擬アノソフ写像 φをモノドロミーにもつ曲面束Mφ = Σ×R/(x, t) ∼ (φ(x), t+1)の双
曲構造がどのような形をしているか考えてみよう。いまMφ

∼= H3/Γとし，p : H3 →Mφ

を普遍被覆射影，Σ ⊂ Mφ をファイバー曲面，Σ̃を p−1(Σ) の連結成分，τ ∈ Γ を Mφ

の無限巡回被覆 Σ× R の被覆変換 (x, t) 7→ (φ(x), t+ 1) の普遍被覆空間 H3 への持ち
上げとする。このとき，次が成立していなくてはならない。

1. Σ̃ は Σ の普遍被覆 H2 と同相であり，H3 内に適切に埋め込まれている。

2. 等長変換が作る群 ⟨τ⟩ による Σ̃ の像{τn(Σ̃)} は互いに交わらない。

3. ファイバー曲面の基本群 Γ̂ = π1(Σ) はΓ = π1(Mφ) の無限正規部分群であるので
極限集合Λ(Γ̂) = Λ(Γ) である。一方，Mφ = H3/Γ は有限体積なので，Λ(Γ) は
∂H3 全体となる。従って Λ(Γ̂) = ∂H3 を得る。このため，平面 Σ̃ のH3 ∪ ∂H3 に
おける閉包は ∂H3 全体を含む！



曲面群に同型なクライン群としてすぐに思いつく擬フックス群に対しては，極限集合
は円であり，最初の条件以外は満たさないということもあり，このようなことは不可
能なように思える。Thurston自身も一瞬そのように思ったそうである。しかしながら，
Riley [90]が穴あきトーラス束である８の字結び目補空間の双曲構造を構成しており，
また Jorgensen[49] も曲面束の双曲構造を組織的に構成していた。Thurstonはこれら
の研究に触発され，程なく望みの性質を持つファイバー群 Γ̂ は，擬フックス群の極
限として得られることを証明した ([87]参照）。実際，モノドロミー φ のタイヒミュ
ラー空間への作用を用いると，任意の X ∈ Teich(Σ) に対して擬フックス群の無限列
{QF(φ−n(X), φn(X))}はDF(Σ) 内で収束し，その像が Mφ のファイバー群 Γ̂ を与え
るのである（二重極限定理：[86]参照）。
このファイバー群 Γ̂のエンド不変量（エンディングラミネーション）は以下のように記

述できる。Σ上の本質的単純閉曲線αを選び，Mφ の無限巡回被覆M̃φ = H3/Γ̂ ∼= Σ×R
内で α にホモトピックな閉測地線を α∗ とする。この閉測地線の被覆変換 τ̂ の羃によ
る像 τ̂n(α∗) は n→ ±∞ とするとき，± 側のエンドに向かっていく。一方，τ̂n(α∗) は
Σ 上の本質的単純閉曲線 φn(α) にホモトピックである。n→ ±∞としたときφn(α) は
PML(Σ) 内で収束する。この極限が定める測度無視ラミネーション（∈ UML(Σ)）が，
エンディングラミネーションである。
穴あきトーラスの場合，擬アノソフ写像 A ∈ SL(2,Z) ∼= MCG(Σ1,1)をモノドロミー

とするΣ1,1-束 MA のファイバー群の２つのエンディングラミネーションは，行列A の
２つの固有空間の傾きである二次無理数となる。
ファイバー群 Γ̂ を近似する擬フックス群の極限集合は，とてつもなく複雑な曲線で

ある。（Mumford-Series-Wrightによる素晴らしい著書 [80] または小森洋平による翻訳
[81]を参照されたい。また和田昌昭が開発したソフトOPTi[104]を使えば，極限集合が
変化していく様子をリアルタイムで見ることができる。）更に驚くべきことに，ファイ
バー群 Γ̂ の極限集合 Λ(Γ̂) は，実は球面充満曲線（Cannon-Thurston写像）の像とし
て理解できるのである（[30, 76]及びその引用文献を参照）。

5. Thurstonノルムとファイバー面
曲面束 M の射影 f : M → S1 は H1(M ;Z) の非自明元（ファイバーが連結である
なら原始元）を定める。これをファイバー類と呼ぶ。もし１次元ベッチ数 b1(M) が
1 であるなら，M のファイバー構造は（被覆 S1 → S1 の合成を除いて）一意的であ
る。しかし，もし b1(M) > 1 であるなら，次のように射影 f を「微小変形」するこ
とにより，無限個のファイバー構造 f ′ : M → S1 を得る。S1 = R/Z の標準的 1-形
式 dt の f による引き戻し ω を考える。ω は非特異閉形式なので，それを微少変形し
て得られる閉形式 ω′ も非特異であり，kerω′ は余次元 1の葉層構造F ′ を定める。今，
[ω′] ∈ H1(M ;Q) = Hom(H1(M ;Z);Q) とすると，像 [ω′](H1(M ;Z)) は Q の離散部分
群であり，従って rZ（r ∈ Q）の形をしている。M の基点を定めて，基点と M の各
点を結ぶ道に沿うω′ の積分は写像 f ′ :M → R/rZ ∼= S1 を定める。これは特異点を持
たず，F ′ をファイバーとする曲面束構造の射影を与える。
Thurstonは H1(M) 上のノルム（Thurston norm）を導入し，上述の現象のより精

密な記述を与えた ([102], [52, Section 2]参照）。以下，M をコンパクト有向３次元多
様体とする。H1(M ;Z) ∼= H2(M,∂M ;Z) の任意の元は，M 内に適切に埋め込まれた
（連結とは限らない）コンパクト有向曲面S により実現できる。S から S2 成分および



D2 成分を除いて得られる曲面を S0 とし，Sの複雑度をχ−(S) := |χ(S0)| で定める。
α ∈ H2(M,∂M ;Z) のノルム ||α|| を以下で定義する。

||α|| = min{χ−(S) | [S] = α}

定理 5.1 (1) || · || は連続写像 || · || : H1(M ;R) ∼= H2(M,∂M ;R)→ R≥0 に拡張してベ
クトル空間H1(M ;R)上の擬ノルムを定める。さらに，もし非自明なホモロジー類を
表すMに適切に埋め込まれた任意のコンパクト有向曲面が負のオイラー標数を持つな
ら，|| · || はノルムである。
(2) || · || がノルムである時，単位球

BM = {α ∈ H1(M ;R) | ||α|| ≤ 1}

は有限個の面からなる多面体で，しかもその頂点集合は有理点からなる。
(3) || · || がノルムであるとする。BMの有限個の余次元 1 の面 F1, · · · , Fn で次の条

件をみたすものが存在する。

1. Fi の原点からのコーン R+ ·Fi の内部に含まれる任意の整数点はファイバー類に
なる。

2. 逆に，任意のファイバー類はあるコーン R+ · Fi に含まれる。

上の定理において，各 Fi をファイバー面と呼ぶ。ファイバー面 F に対して，その
コーン R+ ·F の内部に含まれる無限個のファイバー構造を統合的に扱う研究が，Fried，
Long-Oertel，松元重則，McMullen等により行われている（[68]及び参考文献参照）。
Friedは，有限体積双曲多様体 M の各ファイバー面 F に対して, M のラミネーション
で，コーン R+ ·F の内部に含まれる任意のファイバー類に対してそのファイバー曲面
と横断的に交わるもの，が存在することを証明し，McMullenは，その結果を用いてタ
イヒミュラー多項式 θF ∈ Z[H1(M ;Z)] を導入した。

定理 5.2 (1) コーン R+ · F は，θF のニュートン多面体の頂点集合の双対である。
(2) コーン R+ · F に含まれる任意のファイバー類ϕ ∈ H1(M ;Z) に対して，それが

定めるファイバー構造のモノドロミーである擬アノソフ写像の拡大係数 K(ϕ) は，整
数係数１変数多項式 ϕ(θF ) の最大実根である。
(3) 関数 ϕ 7→ K(ϕ) は，コーン R+ · F 上の実解析的凸関数に拡張する。

アレクサンダー多項式を用いて定義されるアレクサンダーノルムとThurstonノルムは，
ファイバー類に対しては同じであり，更に，もしファイバー面に付随するラミネーショ
ンが横断的に向き付け可能なら，アレクサンダー多項式はタイヒミュラー多項式を割
ることが示されている。（最初の主張は，ファイバー結び目のアレクサンダー多項式の
次数は結び目の種数の２倍である，という古典的結果の一般化である。）
たった一つの双曲多様体が，無限個のファイバー構造（即ち，擬アノソフ写像，言い

換えればモジュライ空間の閉測地線）を定めるのはとても面白い現象であり，この現
象を出発点とした様々な興味深い研究が発表されている（[44, 57]及び参考文献参照）。



6. バーチャル・ファイブレーション予想
6.1. バーチャル・ファイブレーション予想とその根拠

円周上の曲面束は非常に特別な３次元多様体であり，３次元多様体全体の中のほんの
一部を占めるといえる。しかしながら，有限被覆を取るという操作を許すなら，任意
の有限体積双曲３次元多様体が曲面束の構造を持つという，信じることができそうに
ない予想をThurstonは提案した。

予想 6.1 (バーチャル・ファイブレーション予想) 任意の有限体積双曲３次元多様体
は，円周上の曲面束を有限被覆に持つ。

３次元多様体が種数２以上の曲面を境界に持つ場合や既約でない場合は，明らかに曲
面束を有限被覆に持つことは不可能であり，またザイフェルト多様体に対しては，曲面
束を有限被覆に持つための必要十分条件は，そのオイラー数が 0 となる事であるので，
上の予想において，有限体積双曲構造を持つという仮定は本質的である。Thurstonが
このような一見非常識と思える予想を提案した背景には，後にAgolとCalegari-Gabai

により証明されたテーム・エンド予想およびCanaryの被覆定理の帰結として得られる
次の事実にある（[29, Corollary 8.1]）。

定理 6.2 有限体積双曲３次元多様体 M = H3/Γ の基本群 Γ の任意の有限生成部分群
Γ̂ は，次のいずれかの条件を満たす。

1. 幾何学的有限である

2. バーチャル・ファイバー群である。即ち，M のある有限被覆が曲面束の構造を
持ち，Γ̂ はそのファイバー曲面の基本群である。

特にMが閉双曲３次元多様体であり，Γ̂ が閉曲面群（球面以外の有向閉曲面の基本
群）であるときは，Γ̂ は擬フックス群であるか，あるいはバーチャル・ファイバー群で
ある。また M が双曲結び目補空有間で Γ̂ が最小種数ザイフェルト曲面 Σ の基本群で
あるときは，Γ̂ は擬フックス群であるか，あるいはファイバー群（従って Σ はファイ
バー曲面）である [37]。

6.2. Waldhausenの問題とその解決

もし予想6.1が正しいなら，任意の閉双曲３次元多様体は閉曲面群を部分群にもつこと
になるが，これは，３次元多様体論における長年の懸案であったWaldhausen[106]の問
題が解決されることになる。

問題 6.3 (Waldhausen) Mを既約な有向閉３次元多様体で，その基本群は無限群で
あるとする。このときπ1(M)は閉曲面群を部分群に含むか？

バーチャル・ファイブレーション予想が解けた背景には，この問題に対するKahn-

Markovic [51]による驚くべき精密な肯定的解答がある。

定理 6.4 (Kahn-Markovic) M = H3/Γを閉双曲３次元多様体とする。このとき，任
意の ϵ > 0 に対して，Γ の部分群 Γϵ で次の条件を満たすものが存在する。

1. Γϵ は擬フックス閉曲面群である。



2. 双曲曲面 Σ = H2/Γ
(0)
ϵ と (1 + ϵ) 擬等長写像 g : ∂H3 → ∂H3 が存在し，Γϵ =

gΓ
(0)
ϵ g−1 が成立する。

条件2において H2 は H3 の全測地的部分空有間と同一視している。ϵ > 0 を限りなく
小さな正数に選ぶと，Γϵ は限りなくフックス群に近く，そのため，その極限集合は限
りなく真円に近い。Γ の元による Γϵ の共役を考えると，∂H3 の任意の点の近くにそ
れを取り囲む限りなく小さく限りなく真円に近い曲面群の極限集合が存在することに
なる。

6.3. 立方複体と閉３次元双曲多様体

バーチャル・ファイブレーション予想証明の鍵を握るのは，Wiseにより展開された立
方体複体（cube complex）の理論である。立方複体（cube complex）とは，ユークリッ
ド立方体 In = [−1, 1]n の非交和から，それらの面を等長写像で貼り合わせて得られる
胞体複体のことである（[43, Definition 2.1]参照）。例えば，In において各対面を自然
に貼り合わせるとn次元トーラス T n を底空間とする胞体複体が得られるが，これは立
方複体となっている。また1次元立方複体は，各辺の長さが2であるような（多重辺や
ループ辺を許す）グラフに他ならない。連結な絡み目ダイアグラムから得られるデー
ン複体（[23, II.5.41]）は，2次元立方複体であり，絡み目外部のスパインを形作る。更
に境界トーラスからデーン複体への自然な写像の写像柱は絡み目外部に立方複体の構
造を与える。ちなみに，体積予想で重要な役割を果たす結び目補空間のThurston-横田
分解（[109]参照）は，この立方複体から構成される。
立方複体 X が非正曲率であるとは，グロモフ条件「各頂点のリンクが旗単体的複体

である」を満たすときをいう。ここで，旗単体的複体とは，単体的複体 Lで，Lの頂点
集合の部分集合 {v0, v1, . . . , vk} の任意の２点が互いに辺で結ばれているなら，それが
k単体の頂点集合となっているものである。例えば，２つの正方形をその境界で貼り合
わせて得られる立方複体 X0 の任意の頂点のリンクは２つの頂点を２つの辺でつない
でできるグラフであり，単体的複体ではないので，X0 は非正曲率ではない。３次元立
方体の境界∂I3の任意の頂点のリンクは，２単体の境界と同型な単体的複体であるが，
旗単体的複体ではないので，立方複体 ∂I3は非正曲率ではない。I2の対辺を自然に同
一視してできる T 2 を底空間とする立方複体 X1 の頂点のリンクは，長さが 4 のサイ
クルが作る旗単体的複体であるので，X1 は非正曲率である。有向閉曲面 Σg （g ≥ 2）
のパンツ分解において，各々のパンツを２つの６角形に分割することにより，Σg の６
角形によるタイル貼りを得るが，この双対として得られる立方複体 Xg の任意の頂点
のリンクは長さが6のサイクルが作る旗単体的複体であるので，Xg（g ≥ 2）は非正曲
率である。連結な絡み目ダイアグラムから得られるデーン複体および立方複体が非正
曲率であるための必要十分条件は，そのダイアグラムが既約かつ交代的であることで
ある。この事実の結び目理論への興味深い応用が [10, 4]により与えられている。
３次元多様体M が本質的な曲面を含んでいるなら，π1(M)は（１次元立方複体であ

る）ツリーに作用する。曲面が埋め込まれていなくても基本群が単射になるように曲面
が M にはめ込まれていたなら，π1(M) は非正曲率立方複体に作用することを, Sageev

[93] は Bass-Serre理論の一般化として証明した。Bergeron-Wise [14]は，この理論と
Kahn-Markovicの定理 6.4を用いて，任意の閉双曲３次元多様体Mに対して，それと
ホモトピー同値な非正曲率立方複体X が存在することを証明した。交代結び目補空間
のような特別な３次元多様体が，非正曲率立方複体の構造を持つことだけでも十分面



白いが，任意の閉双曲多様体の基本群がある非正曲率立方複体Xの基本群と同型であ
る，というのは驚きである。

6.4. 立方複体内の超平面と特別立方複体

立方複体 X の各立方体 [−1, 1]n は n枚の超平面（ある座標成分xi = 0で与えられる）
を持ち，これらの超平面は貼りあって X 内にはめ込まれた “余次元 1” の立方複体を
形作る。例えば，T n = In/ ∼ では n− 1 枚の T n−1 を形作り，デーン複体から得られ
る結び目補空間を底空間とする立方複体では，デーン複体と２つのチェッカーボード曲
面を得る。これらの超平面が全て埋め込みになっていて，しかも「その 1-近傍が，お
互いに分離されている」ような立方複体を特別立方複体と呼ぶ。Haglund-Wise [43]は，
任意の非正曲率特別立方複体はあるSalvetti複体 S(Γ) に局所等長写像を持ち，従って
その基本群 π1(X) は直角アルティン群 A(Γ) に埋め込まれることを証明した。ここで，
直角アルティン群 A(Γ)とは（多重辺やループ辺を持たない）有限グラフ Γから群表示

A(Γ) = ⟨v ∈ V (Γ) | [v, w] ({v, w} ∈ E(Γ))⟩

で定まる群のことであり，Salvetti複体 S(Γ) は，この群表示に付随する２次元胞体複
体に，３次元以上の立方体を適切に貼り付けて得られる非正曲率立方複体である。こ
こで任意の直角アルティン群は，ある直角コクセター群

C(Γ′) = ⟨v ∈ V (Γ′) | v2, [v, w] (v ∈ V (Γ′), {v, w} ∈ E(Γ′))⟩

埋め込まれる。
直角コクセター群C(Γ′)はvirtually RFRS (residually finite rationally solvable) と呼

ばれる極めて良い性質を持っている [5, Theorem 2.2]。即ち，C(Γ′) のある有限指数部
分群はGは，以下の条件を満たす可解列を持つ：G = π1(Y ) とすると，cofinalな有限
巡回被覆の列 Y ← Y1 ← Y2 ← Y3 ← · · · が存在し，各有限巡回被覆 Yi+1 → Yi は，
無限巡回被覆 Ỹi+1 → Yi の商として得られる. ここで，cofinalであるとは，π1(Yi) を
π1(Y ) の部分群とみなしたときに，∩∞

i=1π1(Yi) = 1 となることである。古典的結び目理
論研究者にとって，無限巡回被覆の商として有限巡回被覆を構成するのは日常茶飯事
であるが，（まず最初に適当に有限被覆をとってから）そのような操作の繰り返しの極
限として普遍被覆が得られるという調子のよい性質が，virtually RFRSである。Agol

[5] は，この性質が，バーチャル・ファイブレーションを持つための必要十分条件であ
ることを示していた。

定理 6.5 (Agol) M をコンパクト既約有向３次元多様体で，∂M は高々トーラスから
成るとする。このとき，M が virtually fiberedであるための必要十分条件は，π1(M)

がvirtually RFRSであることである。

与えられた非分離的な曲面 F がファイバー曲面であるための必要十分条件は，M を
F で切り開いて作られる縫い目付き多様体 M \F が積縫い目付き多様体であることで
ある。適切な被覆空間を取り，その中で生じる新しい２次元ホモロジー類で縫い目付
き多様体を切り開いて，その複雑度を下げていき，ついには複雑度 0 の積縫い目付き
多様体を見付けるというのが証明のアイデアである。有限巡回被覆 Yi+1 → Yi に関す
る条件は，Yi 内に棲む縫い目付き多様体が，その有限巡回被覆 Yi+1 へ持ち上がること
を保証するために使われる。
そこで残るのは次の予想の証明となる。



予想 6.6 (Wise) 非正曲率立方複体Xの基本群Gが双曲群であるなら，Xのある有限
被覆 X̃は特別非正曲率立方複体になる。

この予想は，Agol [7]により，以下の結果に基づく議論により証明された。

1. Virtually special hyperbolic group （特別非正曲率立方複体の基本群を有限指数
部分群として含む双曲群）はバーチャル・ハーケン多様体の群論的類似であり，
したがって，ハーケン多様体に対するヒエラルキーと類似の群論的ヒエラルキー
を持つ双曲群の有限次拡大になっている（Wise [108]）。

2. カスプ付き３次元双曲多様体に対する双曲的デーン充満定理（十分複雑なデー
ン充満を施せば閉双曲多様体を得る）の群論的類似である，相対双曲群の「デー
ン充満」に関するMalnomal Special Quotient Theorem （擬凸であるMalnomal

subgroupを周辺群とする相対双曲群に十分複雑な「デーン充満」を施せば，双曲
群を得る（Wise [108]）。

証明の最後のステップは，「Weak Separation Theorem」で存在を保証したある性質を
もつ無限被覆を，一旦基本領域に切り分けてそのピースを使って同じ性質をもつ有限
被覆を構成することからなる。
なお，カスプ付き双曲多様体の基本群は双曲的でないため，上の議論は適用できな

いが，Wise [108, Theorem 14.29]により, virtually special であること，即ち，有限被
覆が特別非正曲率立方複体と同じ基本群をもつことが証明されている。従って，カス
プ付き双曲多様体に対してもvirtual fibration 定理は成立する。
Bestvina [16]が述べているように，この証明で特徴的なことは，たとえ閉双曲３次

元多様体の基本群に限っても，３次元多様体の世界の中だけではWise予想を証明する
ことは出来なくて，幾何学群論においてバーチャル・ハーケン多様体の類似を考える事
により，証明が完成された事である。また，直角アルティン群は（自由群と自由アー
ベル群の間を補完する）極めて特別な群であるにもかかわらず，任意の双曲閉３次元
多様体の基本群を（その指数有限部分群を取れば）埋め込みを許容するという事実は，
印象的である。以上の議論はバーチャル・ファイブレーション予想の証明だけにとど
まらず，様々な応用がある（[12, Chapter 5]）。なお，バーチャル・ファイブレーッショ
ン予想の背景と証明については，蒲谷祐一氏による素晴らしいノート [50]がある。

7. 曲面束とヘガード分解
任意の有向閉３次元多様体 M は２つのハンドル体をその境界で貼り合わせることに
より得られる。言い換えれば，M は２つのハンドル体 V1, V2 に分解できる。これをヘ
ガード分解と呼び，Σ = ∂V1 = ∂V2 をヘガード曲面と呼ぶ。境界があるコンパクト有
向多様体に対しても，ハンドル体の代わりに圧縮体（Σ× [0, 1] の片側の境界に２ハン
ドル，３ハンドルを貼り付けて得られる３次元多様体）を用いれば，同様の分解が得
られ，これもヘガード分解と呼ばれる。３次元球面内の絡み目 (S3, L) は２つの自明タ
ングル（３次元球体 B3 とその中に自明に埋め込まれた弧 t の対 (B3, t)）に分解でき，
これは橋分解と呼ばれる。これもヘガード分解の一種である。
筆者は，以下に述べる３つの理由により，ヘガード分解の構造と曲面束の構造には

相通ずるところがあると考えている。また，その観点から，興味深いと思える問題が
たくさん生じる。



（１）ファイバー構造：曲面束は S1 上のファイバー構造である。それに対して，ヘ
ガード分解は１次元軌道体 I := S1/(z ∼ z̄) 上の特異曲面束と理解出来る。この軌道
体の底空間 |I| は閉区間 [−1, 1] で，両端点 {±1} が特異点である。特異点上のファイ
バーは，Σ/h，ただし h はヘガード曲面 Σ 上の１次元固定点集合を持つ向き逆転対合，
と表される。この特異ファイバー構造を軌道体被覆 S1 → I で引き戻すと，円周上の
曲面束を得る。これを言い換えれば，分岐ファイブレーション定理「任意の有向閉３
次元多様体 M は曲面束を２重分岐被覆に持つ」を得る [96, 26, 77, 13]。

（２）モノドロミー群：円周上の曲面束 Mφ はモノドロミー φ により決定され，そ
れが生成するモノドロミー群 ⟨φ⟩ ⊂ MCG(Σ) は，以下の性質を持つ：ファイバー曲面
上の２本の本質的単純閉曲線がMφ の中でホモトピックとなる必要十分条件は，モノ
ドロミー群の作用で写り合うことである。ヘガード分解 M = V1 ∪Σ V2 に対しても，類
似の性質をもつ「モノドロミー群もどき」が拡大写像類群 MCG±(Σ) の部分群として
以下のように定まる。各 i = 1, 2 に対して，MCG±(Σ) の元で，ハンドル体 Vi の自己
同相写像に拡張し，その拡張が Vi の恒等写像にホモトピックなもの全体が作る部分群
をGi とする。G1 と G2 が生成する MCG±(Σ) の部分群 G は，下記の理由により「モ
ノドロミー群もどき」と考えることが出来る。G の作用で写り合うヘガード曲面 Σ 上
の２本の本質的単純閉曲線はM内でホモトピックである。しかも，ヘガード分解が十
分高いHempel距離を持ち「有界組み合わせ構造」を持つときは，部分的にこの逆も成
立する [85]。更に，２橋絡み目の２橋分解に対して，同様の群 G を考えると，きちん
と記述できる例外を除いて，その逆も成立する（[62]及び参考文献参照）。また面白い
ことに，前述の分岐ファイブレーション定理で生じる曲面束のモノドロミー φ は，Gi

に含まれる向き逆転対合 hi を使ってφ = h1h2 と表せる。

（３）表現空間における位置：穴あきトーラス Σ = Σ1,1 に関するKeen-Seres[55]の理
論により，擬フックス空間 QF(Σ)はプリーツ部分多様体の族{P(λ−, λ+)}(λ−,λ+)∈R̂×R̂\∆
が定めるプリーツ座標を持つ。ここで，P(λ−, λ+)はその凸核の２つの境界が測地的ラ
ミネーション λ± で折れ曲がった双曲曲面となる擬フックス表現全体が作るQF(Σ)の部
分空間である。今，曲面束のファイバー群のエンディングラミネーションを (λ−, λ+)と
すると，ファイバー群はP(λ−, λ+)の「終点」（特別な境界点）となっている。一方，有理
的プリーツ部分多様体P(r−, r+)（r± ∈ Q）は QF(Σ)の外部への自然な延長 P̂(r−, r+)
を持ち，その「終点」（特別な境界点）が，２橋結び目補空間基本群の２橋分解から定ま
る表現になっていることを [11]でアナウンスしている。つまりファイバー群が定める忠
実離散表現とヘガード分解が定める忠実でない離散表現は，（少なくとも穴あきトーラ
スの世界では）プリーツ部分多様体（の拡張の）特別な境界点になっているのである。
一般にΣ をヘガード曲面とする双曲多様体 M = H3/Γ の基本群 Γ は π1(Σ) の商

群であるため，π1(Σ) の忠実でない離散表現 ρM の像として得られる。D(Σ) を π1(Σ)

の離散表現全体から成るR(Σ) の部分空間とすると，Mostow-Prasad剛性定理により，
ρM は D(Σ) \DF(Σ) の孤立点である。しかしながら，ヘガード分解が十分複雑である
なら，クライン群の空間の孤島といえる ρM は，次のようにしてクライン群の空間の
大陸である QF(Σ) と次のような航路で結ばれていると予想している。QF(Σ) の「有
理的」プリーツ部分多様体P(r−, r+) は QF(Σ) の外部への自然な延長 P̂(r−, r+) を持
ち，ρM は（それに対応する） P̂(r−, r+) の「終点」（特別な境界点）となっている。有



限体積双曲多様体 M は Σ× [−1, 1] に２ハンドルと３ハンドルを貼り付けて得られる
が，良い状況では，この位相的操作が，双曲的錐多様体の連続族により，幾何的に実
現できるだろうというのが予想（願望）の意味である。この予想は，もっとも単純な
場合は次の予想となる。

予想 7.1 ([11]) K を S3 内のトンネル数１の双曲結び目とし，τ を解消トンネルとす
る。このとき，S3 \K を底空間，τ を錐軸とする双曲錐多様体の連続族で錐角が 0 か
ら 2π まで動くものが存在する。

この予想は，Adams予想「双曲結び目の解消トンネルは測地線にイソトピックであ
る」(ホモトピックであることは自明だがイソトピックかどうかは非自明であることに
注意）[2] の精密化と考えることができる。尚，Adams予想に関しては大きな進展が
Cooper-Futer-Purcell [31] により得られている。

8. 今後の課題
問題 8.1 （１）表現空間 R(Σ) における離散表現全体がつくる部分空間（クライン群
の空間）D(Σ) の配置を調べよ。特にどのような D(Σ) の孤立点が錐多様体の連続族で
DF(Σ) に結ばれるか調べよ。
（２）曲面 Σ の代わりにハンドル体または自明タングル補空間を選んだときに同様
の問題を考えよ。

２糸自明タングル補空間 B3−tに対する上記の問題は２つの放物型変換が生成する群
の研究と同値である。先駆者Rileyは，パンチカード時代のコンピュータ環境の下で大変
な苦労の末に，２つの放物型変換が生成するクライン群の空間D(B3−t) ⊂ R(B3−t) ∼=
C \ {0} を特大用紙に描き，様々な予想を立てた（[11, Figure 0.2a], [91, 92]参照）。特
にそのようなクライン群の分類に関する予想は，ねじれ元のない場合はAdams [3] に
より，一般の場合についてはAgol [4]により証明されている（[63]参照）。尚，どちらの
証明も，Thurstonの軌道体定理 ([19, 32]参照）を本質的に使う。山下靖は，[11, Figure

0.2b]の中で D(B3 − t) 及びその孤島を大陸に結ぶ絵を描いた。その絵に明らかに存在
する美しいパターンに，我々がまだ知らない数学が隠されているのではないかと想像
を逞しくしている。尚，この錐多様体を用いるアプローチは，Martinが推進している
プロジェクト「2元生成算術的クライン群の決定」（[66]参照）に優れた効力を発揮す
ることが山下靖により示されており，今後の進展が期待される。
Kim-Lecuire-Ohshika[56]はハンドル体 V の基本群の表現空間 R(V ) を研究し，特

にV を一方のハンドル体とするようなヘガード分解を持つ双曲多様体のホロノミー表
現全体の集積点集合（孤島全体の集積点集合）がショットキー空間（大陸）の境界に一
致することを証明している。

問題 8.2 幾何化定理を精密化して，幾何構造を目で見えるようにせよ。

幾何化定理で幾何構造の存在は保証されるが，その幾何構造がいったいどのような
ものであるかというと，まだわからないことだらけである。任意の結び目は結び目ダ
イアグラムで表現できるが，そのダイアグラムの組み合わせ情報がどれだけ幾何に反
映されているであろうか？　例えば，交差点が定める結び目補空間の弧は測地線にイ
ソトピックか？　またそうだとすると，その測地線達の相互位置関係はダイアグラムで
読み取れるものと同じか？　カスプから出てカスプに戻る“最短”測地線（そして最短



閉測地線）はダイアグラム上でどのように見えるか？　という問題に関しては，２橋
結び目の場合を除けば，まだほとんど何もわかっていないようである。２橋結び目を
特別な場合として含む交代絡み目に関しては，Menasco-Thistlethwaite[70] によるTait

フライプ予想の解決により，それを表す（既約）交代ダイアグラムは，フライプを法
として一意的なので，交代ダイアグラムから得られる組み合わせ情報は，幾何構造に
よく反映されると予想している。特に，予想7.1の類似が交代絡み目補空間の交差点が
定める弧に対して成立するのではないかと想像している。また逆に，Tait フライプ予
想を双曲幾何の立場から（あるいは立方複体の観点から）証明することも可能かもし
れない。
A’Campo[1]が，（複素）平面曲線の特異点のリンクとして得られる結び目の一般化と

して導入したディバイド結び目は，特殊なモノドロミー（右ひねりデーンツイストの
積）を持つファイバー結び目であり，その出自からしても極めて興味深い結び目であ
る。この結び目補空間の双曲構造を目で見ることはできないだろうか？
Purcellは，この種の問題を “Effective Geometrization” または “WYSIWYG Topol-

ogy: What you see is what you get”と呼び，Futer, Kalfagianni等との共同研究で，こ
の方向の研究を精力的に進めている。同じ思想のもとで，Namazi-Souto[83]はヘガー
ド分解と幾何構造の関係に関する重要な研究成果を上げた。また，これを含む一般的
な結果がBrock-Minsky-Namazi-Souto [25] により得られている。

問題 8.3 一般の表現に対するエンド不変量を研究せよ。

Bowditch[21]は（離散とも忠実とも限らない）一般の表現ρ ∈ R(Σ1,1) に対してエン
ド不変量の集合 E(ρ) ⊂ R̂ を定義した。ρ が忠実離散表現である時は，E(ρ) は通常の
エンド不変量からエンディング・ラミネーション成分だけを集めたものになっており，
特に ρ が擬フックス表現のときは E(ρ) = ∅ である。BQ予想「E(ρ) = ∅ なら ρ は擬
フックス表現か？」[21, Conjecture A]という極めて興味深い予想は，まだ未解決であ
る。また |E(ρ)| > 2 となる時は，一般にはカントール集合になると予想されているが
[99, Conjeture 1.8] ，そのような表現でエンド不変量の具体的な形が決定された唯一の
例は，２橋結び目の双曲構造に由来する表現のみである（[62]参照）。予想「E(ρ) が２
つ以上の点を含み全体集合でもないときは，表現の共役類がエンド不変量で決定され
だろう」[99, Conjecture 1.9]は，エンディング・ラミネーション予想の一般化とみなせ
て，とても興味深いが，まだ何もわかっていない。

問題 8.4 双曲的穴あき曲面束の標準的理想胞体分割と変針理想単体分割を比較せよ。

Epstein-Penner[35]により，有限体積カスプ付き双曲多様体は，一意的に定まる幾何
的理想胞体分割（標準的理想胞体分割）をもつことが示されている。２次元において
は，標準的分割のイソトピー型により双曲構造をグループにまとめることにより，タ
イヒミュラー空間の自然な分割を与えることができる（[22]参照）。３次元以上におい
ては，双曲構造が一意的なので，標準的分割の組み合わせ構造が有限体積カスプ付き
双曲多様体の完全な位相不変量になる。精度保障付計算により標準的分割を求めるプ
ログラム [46, 34] も開発されており，様々な応用が与えられている。
一方，擬アノソフモノドロミー φ ∈ MCG(Σ) の不変特異ユークリッド構造がカスプ

以外に特異点を持たない時は，Agol[6]により，φ が生み出す力学系の観点から自然な
Mφ の位相的理想単体分割（変針理想単体分割）が一意的に存在することが証明され



ている。Guéritaud [41] により，変針（veering）理想単体分割は，ファイバー群に付随
するCannon-Thurston写像の性質をよく反映するCannon-Thurston-Dicksフラクタル
タイル貼りと密接な関係があることが示されており（[33]参照），その意味でも興味深
い分割である。
それでは，Mφ の２つの自然な分割の間にどのような関係があるのであろうか？　

一般には，変針理想単体分割は幾何的分割ですらないことがあることがあるが [45]，穴
あきトーラス束や，正負のホップバンドを交互にプラミングして得られる２橋ファイ
バー絡み目については，両者は一致する [94]。２つの自然な分割の共通点と差異を解明
するのは，興味深い問題である。

問題 8.5 楕円的モンテシノス結び目の球面的軌道体としての構造と，その補空間の双
曲構造を，比較せよ。

楕円的モンテシノス絡み目 K に対して，K で分岐する S3 の２重分岐被覆 M は球
的多様体 S3/G （G は S3 に等長的かつ自由に作用する有限群）となり，その（有限）
普遍被覆空間 M̃ は再び S3 となる。M̃ = S3 における K の逆像 K̃ は S3 の大円が作
る絡み目となる [28, 95]。実際，二重分岐被覆 M 上の被覆変換は球面構造に関する等
長変換であるので，その普遍被覆 M̃ = S3 への持ち上げと G が生成する群（π-軌道
体 (S3, K) の軌道体基本群 [20]） G̃ はS3 の等長変換群であり，K̃ は G̃ の特異集合で
ある。このため， K̃ の S3 における配置は，かっちりと決まり，この意味で，S3 \ K̃
には球面座標が入る。一方，一般的には楕円的モンテシノス絡み目 K は双曲絡み目な
ので，S3 \ K̃ には一意的に双曲構造が入る。この双曲構造を球面座標の下で書き下す
ことはできるであろうか？　S3 \ K̃ が同時に併せ持つ，かっちりとした球面座標と双
曲座標を比較するのは大切な問題だと30年以上思い続けているが，また吉田正章氏の
論説 [110]に鼓舞されたこともあったが，残念ながらまだ何の進展もない。しかしなが
ら，せめて K̃ が S3 内で「良い位置」にあることを確認したいと思い，結び目のエネ
ルギーを定義するという問題を提案したところ，福原真二氏の先行研究 [38]に触発さ
れた今井（大原）淳氏が結び目のエネルギーの理論を打ち立てられた [84]のは望外の
喜びであった。
ちなみに，この大円絡み目から，簡単だが面白い次の２つの話が生まれていた。通

常２橋絡み目の分類には，Schubertによる２橋球面の一意性の証明，またはライデマ
イスター・トーションによる（２重分岐被覆である）レンズ空間の分類定理を必要と
するが，実は大円絡み目 K̃の絡み数という単純な不変量だけで分類が可能である [27]。
大円絡み目の補空間は容易に曲面束の構造を持つことがわかるのに対し，楕円的モン
テシノス絡み目は一般にはファイバー絡み目でないので，ここから直ちにバーチャル・
ファイブレーション予想の非自明な例が生まれる [107]。同様のアイデアにより多くの
（楕円的ではない）モンテシノス絡み目補空間もバーチャル・ファイブレーションを持
つことが示されている [9, 42]。

問題 8.6 (Long-Reid) ２つの結び目群が同型な副有限完備化（profinte completion）
を持てば，その２つの結び目群は同型か？

一般に群 G の副有限完備化とは，その有限商群全体が作る逆系の逆極限のことであ
る。上の問題は次のようにも言い換えることができる：結び目群 G(K) = π1(S

3 \K)に



対して，その有限商群全体の集合を Q(G(K)) とする。２つの結び目群 G(K1), G(K2)

に対してQ(G(K1)) = Q(G(K2)) なら G(K1) ∼= G(K2)か？
BoileauとFriedlは，上の問題を「３次元多様体の基本群の副有限完備化から３次元

多様体のどのような性質が引き出せるか？」という広い観点で捉えることにより，様々
な研究成果を挙げつつある（[18]参照）。
筆者がこの問題に興味を持ったのは，児玉宏児氏との共同研究 [59]がきっかけとなっ

ている。そこでは互いにミュータントな結び目の対を区別する必要があった。我々が
取った方法は，結び目 K で分岐する S3 の分岐被覆のうち，与えられた有限次数 d を
もつものを全部書き上げ，その１次元ホモロジーを比較するというものである。（計算
の実行は児玉氏が開発していたコンピュータソフト [58]で行った。）この方法で15組の
ミュータント対を調べたところ，14組は d = 5 で区別がつき，残りの 1組は d = 6 で
区別がついた。児玉氏のソフトのおかげで計算できたとはいえ，このような小さな次
数の分岐被覆を比較するだけで複雑な結び目の対を区別できたのは驚きであった。ま
た歴史的には，Perko[88]が分岐被覆のホモロジー不変量を用いて10交点までの素結び
目の分類を完成させたという経緯もある。そこで，次の問題を提案したい。

問題 8.7 (1) 相異なる２つの素結び目は，上の様にその有限分岐被覆を調べることに
より区別できるか？
(2) 上の (1)において，被覆の次数をあらかじめ評価することができるか？例えば，

２つの結び目の交点数が共に n 以下であるなら（または体積が n 以下であるなら）,

n だけで決まる評価可能な自然数 d(n) が存在して，次数 d(n) 以下の分岐被覆を調べ
るだけで，２つの結び目を区別できるか？
(3) 問題 8.6直後に述べた言い換えにおいて，上の (2)と同様に，考える有限商群の

位数を，２つの結び目群の複雑度であらかじめ決まる定数 dで抑えることができるか？

上で述べたように，結び目で分岐する３次元球面の分岐被覆のホモロジー群を調べ
るのは，結び目理論における極めて有効な常套手段であったが，すべての有限分岐被
覆を考えて，その漸近挙動を調べると，想像を絶するようなことが起こることがLe[61]

により明らかにされた。

定理 8.8 (Le) (1) K を S3 内の結び目， X = S3 \K とする。結び目群 Π = G(K)

の有限指数部分群 Γ に対して，X̂Γ を K で分岐する S3 の Γ-分岐被覆とする。この
時，次が成り立つ。

lim sup
lnTorH1(X̂Γ;Z)

[Π : Γ]
≤ vol(X)

6π

(2) X を有向コンパクト既約３次元多様体で ∂X は高々トーラスからなるとする。
基本群 Π = π1(X) の有限指数部分群 Γ に対して，XΓ を X のΓ-被覆とする。この時，
次が成り立つ。

lim sup
lnTorH1(XΓ;Z)

[Π : Γ]
≤ vol(X)

6π

但し，vol(X) は X の双曲ピースの体積の和である。

更に， Leは上の定理で等号が成立することを予想しているのである。Kashaev-村上
斉-村上順 [53, 82]の体積予想にも驚愕したが，昔馴染みの有限被覆のホモロジー群に
このような側面があるのを知って，ただただ畏れ入るばかりである。



9. おわりに
筆者は神戸大学理学部および大学院修士課程で細川藤次先生と鈴木晋一先生のご指導
を，そして大阪市立大学大学院博士課程で田尾鶉三先生と河内明夫先生のご指導を受
ける幸運に恵まれました。結び目理論が盛んになり出した頃に，四先生のご指導の下，
先輩・同輩・後輩と一緒に，のびのびと結び目理論の勉強と研究に勤しめたのは本当
に幸せなことでした。因みに，お世話になった四先生全員が寺阪英孝先生の直接のお
弟子さんでした。筆者は四重の意味で寺阪先生の孫弟子と言えます。
細川藤次先生は2014年11月27日に，田尾鶉三先生は2016年5月11日に，永眠され
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写像類群上のランダムウォーク
正井　秀俊 (東京大学，日本学術振興会特別研究員PD)∗

曲面Sの写像類群MCG(S) の上のランダムウォークを考える．ランダムウォークに
より“ランダム”に写像類を生成することができる．もう少し正確に言うと，ランダム
に複雑さを増していく写像類の列を得ることができる（写像類群の任意の元が等確率
で生成されるような枠組みではないことに注意する）．これにより，写像類群の統計的
な情報を研究することができる．また，写像類から写像トーラスやHeegaard 分解を考
えることにより，３次元多様体を生成することもでき，複雑さを増していく３次元多
様体の列をランダムウォークから得ることができる．本予稿ではまず，群の上のラン
ダムウォークについて，定義を与える．その後，写像類群上のランダムウォークにつ
いて知られている事実をいくつか紹介する．

1. 群上のランダムウォーク
1.1. 定義
離散群Gを考える．群の上でのランダムウォークを考えることは，無限列の集合である
GZ>0の上の確率測度を考えることである．確率測度は，標本空間と可測集合全体の集合
であるσ-代数に対して定義されることを思い出す（例えば [舟木]を参照のこと）．まず，
今回考える σ-代数の生成系となるシリンダー集合を定義する．群の元 x1, . . . , xn ∈ G

によって与えられるシリンダー集合 [x1, . . . , xn]は次のように与えられる．

[x1, . . . , xn] := {ω = (ωi) ∈ GZ>0 | ωi = xi for 1 ≤ i ≤ n}.

シリンダー集合全体で生成されるσ-代数をB と書く．このBは，G に離散位相を与え，
GZ>0 に直積位相を与えた際の，ボレル集合族と一致する．
確率測度 µ : G → [0, 1] とは，ここでは単に

∑
g∈G µ(g) = 1 を満たす写像である．

Kolmogorov拡張定理（[舟木]の7章など）により，確率測度µ はGZ>0上のBに関する
確率測度Pをただ一つ定める．確率測度P はシリンダー [x1, x2, . . . , xn]に対して，

P([x1, x2, . . . , xn]) = µ(x1)µ(x
−1
1 x2) · · ·µ(x−1

n−1xn)

となる．この確率は群の単位元から出発したランダムウォークが，x1, x2, . . . , xn と順
番に通っていく確率である．確率測度µ は遷移確率と呼ばれる．このµ を“サイコロ”

とみなし，µ で得られた新しい元を右からかけていくことで，今回考えているランダ
ムウォークが得られる．群G の有限生成集合A上の一様測度がµ の例である．その場
合はランダムウォークはCayleyグラフ上のランダムウォークとなる．群やグラフの上
のランダムウォークの様々な話題に関しては [Wo]など参照されたい．

本研究は科研費（課題番号：15J08142）の助成を受けたものである．
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1.2. 群作用と有限一次モーメント
群G が連結距離空間 (X, dX) に等長に作用しているとする．元 g ∈ Gの translation 距
離 τ(g)とはx ∈ Xに対し，

τ(g) := lim
n→∞

dX(x, gnx)

n

と定義される量である（三角不等式によりこの量はx ∈ Xによらない）．
確率測度µがdX に関して有限一次モーメントを持つとは，任意のx ∈ X に対して

∑

g∈G

µ(g)dX(x, gx) < ∞

となることを言う．Kingman の劣加法的エルゴード定理 (Kingman’s subadditive er-

godic theorem) により，µ が有限一次モーメントを持つ場合，P-a.e. ω = (ωn) ∈ GZ>0

に対して，極限
lim
n→∞

dX(x,ωnx)

n

が存在し，その値はx，ω によらないことがわかる．この値をランダムウォークの dX
に関するドリフトと呼ぶ．ドリフトはランダムウォークの translation 距離とみなすこ
とができる．
また，群Gが空間Y に作用している時，Y 上の測度νがµ-stationaryであるとは，任

意の可測集合Aに対して
ν(A) =

∑

g∈G

µ(g)ν(g−1A)

が成り立つことをいう．µ-stationary 測度はharmonic 測度ともよばれる．

2. 曲線複体とTeichmüller空間
ここでは有限型の曲面S，すなわち種数gの閉曲面からn個の点を取り除いた曲面を考え
る．以降3g−3+n > 0を仮定する．曲面Sの写像類群MCG(S) := Homeo+(S)/homotopy

を考える．群の性質を研究する際に，群が等長に作用する良い空間を見つけることは
非常に有効であることが知られている（幾何学的群論）．写像類群が作用する良い空間
として，曲線複体やTeichmüller空間などがある．特に曲線複体は，写像類群の “双曲
性”をとらえるにあたり重要な空間である．本節では，曲線複体と Teichmüller 空間に
ついて概説する．

2.1. 曲線複体
曲面の上の自己交差を持たない閉曲線を単純閉曲線という．単純閉曲線は１点もしく
は取り除いたn個の点の一つにホモトピックでないとき本質的という．以降，単純閉曲
線は自由ホモトピー類を指すこととする．曲面Sの曲線複体C(S)は，各頂点が本質的
単純閉曲線に対応し，k 個の頂点は対応する閉曲線が交差を持たない形で曲面上で実現
できるとき，k次元の単体を貼るという条件で定義される複体である．空間は「すべて
の３角形が細い」ときGromov双曲的と呼ばれる（詳しい定義は [BH, Bow1]などを参
照されたい）．次のMasur-Minsky の結果は様々な応用が知られる重要なものである．

定理 2.1 ([MM1]). 有限型の曲面S の曲線複体C(S) はGromov双曲的である．



群に対しても，有限生成系を固定しCayleyグラフを考えることで，Gromov双曲性が
議論できる．写像類群MCG(S)はGromov双曲的ではないことが知られている．しか
しながら，曲線複体への作用から写像類群MCG(S)の“双曲性”を抽出することができ
る．写像類群上のランダムウォークの様々な結果は，Gromov双曲群のランダムウォー
クについて知られている事実を曲線複体への作用を用いて写像類群に拡張する，という
形で得られている（例えば [MT]）．本予稿では双曲群上のランダムウォークについては
触れないが，Calegariによる双曲群の定義を含めたサーベイ論文がある [Cal]．また，曲
線複体は局所無限であるため議論に困難が生じる場合があることに注意する．この局所
無限性から生まれる困難を回避する様々な試み（hierarchy [MM2], acylindricity[Bow2]

など）が成功していることをコメントしておく．

2.2. Teichmüller空間
Teichmüller空間の正確な定義は [FLP, FM, IT] などに譲ることにし，ここでは簡単な
説明をすることにとどめる．まずX をリーマン面もしくは双曲曲面であるとする（一
意化定理，等温座標の理論を用いることにより曲面の上では複素構造と双曲構造は１
対１に対応することに注意する．[IT]などを参照のこと）．同相写像 f : S → X によ
り，S 上に複素構造，もしくは双曲構造を定義することができる．これを標識付き複
素または双曲構造という．Teichmüller空間は曲面S 上の標識付き複素構造，もしくは
双曲構造全体を適切な同値関係で割った空間である．Teichmüller空間には写像類群が
標識の取り換えとして作用している．Teichmüller空間には様々な距離が定義されてい
るが，今回は次の二つの距離を考える．

• Teichmüller距離 dT（複素構造の変形の度合いを測る），

• Thurstonの非対称距離 da（双曲構造の変形の度合いを測る）．

この二つの距離の様々な比較をまとめたPapadopoulos-Théret [PT]などの文献がある．
二つの距離は完全には一致しないが，Teichmüller空間の“太い”部分では有限の誤差を
除いて一致することがChoi-Rafi により示されている [CR]．[CR] の系として次の命題
が成り立つ．

命題 2.2. 確率測度µ : MCG(S) → [0, 1]について次は同値．

• Teichmüller距離dT について有限一次モーメントを持つ．

• Thurstonの非対称距離 daについて有限一次モーメントを持つ．

さらに，dT についてのドリフトとda についてのドリフトも一致する．

Teichmüller空間のコンパクト化を次のように与える．測度付き葉層とは曲面S 上の
葉層Fで有限個の特異点を持つものに，横断的測度µ を与えたものである．実際には，
各本質的単純閉曲線αに対して値 inf{µ(a) | aはαの表現}を返すRS

>0の元としてとら
え，適切な同値関係を与えたものを考える．ここでS(= C0(S))は本質的単純閉曲線全体
の集合である．詳しくは上で挙げた文献 [FLP, FM, IT]を参照していただきたい．測度
付き葉層全体の空間をMF(S)と書き，測度を正の実数倍するという作用で射影化した
空間をPMF(S)と書く．RS

>0の射影化を考えることにより，Thurston はTeichmüller

空間T (S) をPMF(S) を用いてコンパクト化し，写像類群の作用が連続に拡張するこ



とを示した．これをThurston コンパクト化といい T̄ (S) := T (S) ∪ PMF(S)とする．
PMF(S)の元 (F , µ)はMF(S)の元として，もし同じ葉層を持つ (F , µ′) ∈ MF(S)が
あったとき，必ずµ = tµ′ がある t ∈ R>0に対して成り立つとき，uniquely ergodicと
いう．UE(S) ⊂ PMF(S)をuniquely ergodic な葉層全体の集合とする．写像類群同様
Teichmüller 空間はGromov双曲的ではないが，双曲空間と様々な類似が成り立つこと
が知られている ([Raf]など)．双曲空間の理想境界とThurston コンパクト化の境界と
してのPMF(S)を比べたとき，特に良い類似が見られるのがUE(S)である．

3. Nielsen-Thurston 分類
写像類φはNielsen-Thurston 分類により

1. 周期的（∃n ̸= 0 s.t. φn = id），

2. 既約（∃Ω ⊂ S 1-submanifold s.t. φ(Ω) = Ω），

3. 擬アノソフ（∃(Fs, µs), (Fu, µu) ∈ MF(S), ∃λ ∈ R>0 s.t. φ(Fs, µs) = (Fs, µs/λ)

かつ φ(Fu, µu) = (Fu,λµu)）

のいずれかとホモトピックである事が知られている（[Thu2, FLP, FM]など）．擬アノ
ソフのFsを安定葉層，Fuを不安定葉層と呼ぶ．これらはPMF(S)の元として擬アノ
ソフφで固定されており，Fix(φ) = {Fs,Fu}がPMF(S)で成り立つ．また，FsとFu

はuniquely ergodic であることも知られている．Thurston コンパクト化の言葉で擬ア
ノソフ φの安定葉層Fsは次のように特徴づけられる．任意のX( ̸= Fu) ∈ T̄ (S)に対し
て，T̄ (S)の元として

lim
n→∞

φnX = Fs．

同様に，X( ̸= Fs) ∈ T̄ (S)の極限φ−n(X)はFuに収束する．
写像φ : S → Sに対して写像トーラスは

S × [0, 1]/(φ(x), 0) ∼ (x, 1)

として定義される．擬アノソフは写像トーラスが双曲構造をもつことと同値であるこ
とがThurston [Thu1]によって示されている．
擬アノソフの定義に現れる λ を擬アノソフの dilatation と呼ぶ．この dilatation は

様々な特徴づけができる．その例としてThurston とBers の定理をあげる．

定理 3.1 (Thurston,[FLP]参照). 写像類φ を dilatation λを持つ 擬アノソフであると
する．任意の本質的単純閉曲線αと計量ρ に対して，

lim
n→∞

log(lρ(φn(α)))

n
= log λ

が成り立つ．ここで，lρ はρ に関するα の長さである．

定理 3.2 ([Ber]). 写像類φ をdilatation λを持つ擬アノソフであるとする．擬アノソフ
φのTeichmüller距離に関する translation 距離は log λと一致する．



4. 写像類群上のランダムウォーク
写像類群の部分群H < MCG(S)がnon-elementaryであるとは，擬アノソフ写像φ1,φ2 ∈
HでFix(φ1) ∩ Fix(φ2) = ∅となるものが存在することをいう.

以降，確率測度µ : MCG(S) → [0, 1] で次のいずれかの条件を満たすものを考える．

条件 4.1. 確率測度µ : MCG(S) → [0, 1] は

• Teichmüller空間上のTeichmüller距離に関して有限一次モーメントを持つ，

• 台によって生成される群 ⟨supp(µ)⟩はnon-elementary である．

条件 4.2. 確率測度µ : MCG(S) → [0, 1] は

• 台は有限個の元からなる．

• 台によって生成される群 ⟨supp(µ)⟩はnon-elementary である．

ここで条件4.2 は条件4.1 よりも強い条件であることに注意する．漸近挙動の収束に
関する定理（Kingmanの劣加法的エルゴード定理など）が条件4.1 のもとで成り立つ．
条件4.2 を仮定することで，収束が指数的であることが証明できることが多々ある．そ
の例として，次のMaher による結果がある．

定理 4.3 ([Mah3, Mah4]). 確率測度µ は台が生成する部分群がnon-elementary である
と仮定する．この時,

P(ω = (ωn) ∈ MCG(S) | ωnは擬アノソフ) → 1

が成り立つ．さらに，確率測度µが条件 4.2 を満たす場合，µ にのみに依存するK >

0, c < 1が存在し

P(ω = (ωn) ∈ MCG(S) | ωnは擬アノソフ) ≥ 1−Kcn

が成り立つ．

定理4.3をはじめとした，様々な定理を示す基本的な道具となっているKaimanovich-

Masur の結果を紹介する．

定理 4.4 ([KM]). 確率測度µ は台が生成する部分群がnon-elementary であると仮定す
る．このとき次が成り立つ．

(1) P-a.e. ω = (ωn) ∈ MCG(S)Z>0に対して，極限

F (ω) := lim
n→∞

ωnX

が存在し，F (ω) はuniquely ergodic となる．

(2) あるµ-stationary 測度νが存在し，F (ω)の分布はν で与えられる．さらにこのν

は原子を持たない．



定理4.4の (1)は擬アノソフで成り立っている事実の，ランダムウォーク版とみなすこ
とができる．定理 4.4の (1)より，(2)の測度 νはUE(S)でのみ値をとることがわかる．
UE(S)はKlarreich[Kla]により曲線複体C(S)のGromov 境界 ∂C(S)の部分集合として
みることもできる．そのため，(2)の測度νは∂C(S)の上で定義されているとみなすこ
ともできる．写像類群の曲線複体への作用により，写像類群上のランダムウォークから
曲線複体上のランダムウォークを得ることができ，∂C(S)上の測度 νとの相性が良く，
様々な結果が得られている．

5. ランダム写像類の性質
ここでは，写像類群上のランダムウォークが漸近的に確率１で持つ性質として知られて
いるものをまとめる．すべてを網羅しているわけではなく，また多くは条件 4.1か 4.2

の下で成り立つが，細かい条件が必要な場合もある．詳しくは参照されている文献を
ご覧いただきたい．
ランダムウォークで得られた写像類は漸近的に確率１で

• 擬アノソフである，写像トーラスが双曲構造を持つ [Kow, Mah3, Mah4, Riv1]，

• Heegaard 分解で得られる多様体が双曲構造を持つ [Mah1, LMW]，

• １つ穴あき曲面の場合，写像トーラスが例外的手術をもたない，[Riv2]，

• オープンブックとして得られる多様体が双曲構造を持つ [Ito]，

• 他の写像類のベキとならない，有限被覆に関する持ち上げにならない [Masa1]，

• 写像トーラスが非算術的となる，写像トーラスの対称群が自明となる [Masa1]．

ブレイド群は穴あき円盤の写像類群とみなすことができる．ブレイド群に対しては，閉
包が双曲絡み目になる [Ma, Ito]，ブリッジ分解として得られる絡み目が双曲構造を持
つ [IM]ことなどが知られている．
次に，ランダムウォークのステップ数に対して真に線形に増大することが知られて

いる量をまとめる．同様に細かい条件などは文献に譲ることとする．

• 曲線複体の上のドリフト [Mah2]，パンツ複体， Teichmüller距離，Thurston 距
離に関するドリフト，

• 曲線複体の上の translation 距離 [MT]，

• 擬アノソフとしてのdilatation [DH]．

また，次の量の増大度の評価も得られている

• 写像トーラスの双曲体積（パンツ複体の上のドリフトが正になることと，Brock

の結果 [Bro1, Bro2]をあわせる）

• 安定交換子長（scl） [CM]．



6. 写像類群上のランダムウォークの力学系
この節では [Masa2]の結果を説明する．一言で述べると，擬アノソフについて成り立っ
ている幾つかの力学系に関する事実が，ランダムウォークに対しても成り立つ，とい
う結果である．まず，擬アノソフのトポロジカルエントロピーがdilatation と一致する
というThurston の結果を復習する．ここからは，曲面Sは閉曲面であり，とくにコン
パクトであると仮定する．A = {Ai}i∈I ,B = {Bj}j∈JをSの開被覆とする．このとき

N(A) := min{n | {A1, . . . , An}はSの開被覆,各1 ≤ i ≤ nに対してAi ∈ A}

とする．またA∨B := {Ai ∩Bj}i∈I,j∈Jとする．次のトポロジカルエントロピーは任意
のコンパクト空間の上の連続写像について同様に定義される．
定義 6.1 (トポロジカルエントロピー,[AKM]). 写像 f : S → Sを閉曲面S上の同相写
像とする．開被覆Aに対して，

h(f,A) := lim
n→∞

1

n
logN(A ∨ f−1A ∨ · · · ∨ f−n+1A)

とする．このとき，fのトポロジカルエントロピーh(f)を

h(f) := sup
A

h(f,A)

と定義する．ここで supはSのすべての開被覆に対してとる．
さらに，写像類φ ∈ MCG(S)に対しては，

h(φ) := inf
f∈φ

h(f)

と定義する．
定義に含まれる極限の収束は簡単な練習問題である．

定理 6.2 (Thurston, c.f. [FLP]). 写像類 φ ∈ MCG(S)が dilatation λをもつ擬アノソ
フであるとき，

h(φ) = log λ.

論文 [Masa2]では，定義6.1を次のようにランダムウォークに対して定義し直した．
定義 6.3 (ランダムウォークのトポロジカルエントロピー). 写像類の列 ω = (ωn) ∈
MCG(S)Z>0の表現w = (wn) ∈ Homeo+(S)Z>0が与えられたとする．すなわちwnはωn

の表現である．このとき，開被覆Aに対して，

h(w,A) := lim sup
n→∞

1

n
logN(A ∨ w1A ∨ · · · ∨ wn−1A)

とする．このとき，wのトポロジカルエントロピーh(w)を

h(w) := sup
A

h(w,A)

と定義する．ここで supはSのすべての開被覆に対してとる．写像類の列ωのトポロ
ジカルエントロピーは

h(ω) := inf
w

h(w)

と定義する．ここで inf はωの表現全体でとる．



いくつか注意を与える．まず，写像のベキのときと異なり，ランダムウォークのとき
は逆写像を取っていない．これは，ランダムウォークが新しい元を「右から」かけてい
ることに起因している．また，ランダムウォークの場合，定義に出てくる極限の存在は
（容易には）得られない．表現を取る必要がなければ，Kingman の劣加法的エルゴード
定理が極限の存在を保証するが，表現を取った後は，様々なエルゴード定理が使えなく
なる．これは，次のように定義されるBernoulliシフトθが，表現を取ることと相性が悪
いことに起因する．元ω = (ωn)n∈Z>0 ∈ MCG(S)Z>0に対して，θ(ω) = (ω−1

1 ωn+1)n∈Z>0

として θは定義される．定義より θiω = (ω−1
i ωn+i)n∈Z>0となる. このBernoulliシフト θ

はエルゴード的となり，表現を取る必要のない状況では様々なエルゴード定理が用い
られている．

定理 6.4 ([Masa2]). 確率測度µ : MCG(S) → [0, 1]が条件4.1を満たすとする．このと
き，P-a.e ω ∈ MCG(S)Z>0に対して，

h(ω) = L

が成り立つ．ここでLは Teichmüller距離dT に関するドリフトである．

次のKarlsson による先行研究によりドリフト Lは次のように特徴づけることもで
きる．

定理 6.5 ([Kar]). 確率測度µ : MCG(S) → [0, 1]が条件4.1を満たすとする．このとき，
任意の単純閉曲線α，計量ρとP-a.e. ω = (ωn)に対して，

lim
n→∞

1

n
log lρ(ω

−1
n α) = L

が成り立つ．

定理6.4と定理6.5は定理6.2，定理3.1，定理3.2をあわせたものランダムウォーク版
としてみることができる．

7. おわりに
ランダムウォークを考えることで，写像類，３次元多様体，絡み目などの性質P や不
変量V があったとき，容易に次のように問題設定をすることができる．

問題 7.1. 適切な条件を満たす確率測度µ : MCG(S) → [0, 1]の下，

• 確率
P(ω = (ωn) ∈ MCG(S)Z>0 | ωnは性質Pをもつ)

がn → ∞としたとき，どのように振る舞うか．

• 極限
lim
n→∞

ωnに対するV の値
F (n)

を求める．ここでF (n)はnの関数である．

また，Lubotzky-Maher-Wu [LMW]ではランダムウォークを使って，ある性質を満た
す多様体の無限個の例の存在が示されており，この方向への研究も考えられる．
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SYMPLECTIC FLOER 理論の話題から

小野　薫
京都大学数理解析研究所

A. Floer の Morse theory for Lagrangian intersections [F] が出版されてから 30年
くらい経った。Floer理論の発展とともに、様々な応用がなされて、今では symplectic
構造の研究において特に重要な位置を占めている。本稿では、太田啓史氏の予稿と
合わせて、我々の深谷賢治氏、Yong-Geun Oh 氏との共同研究から幾つかの結果に
ついて紹介したい。

1. 序　Lagrange 部分多様体の Floer 理論のアイデア
多様体 X の symplectic 構造とは、2次微分形式 ω で、 (1) dω = 0, (2) 非退化 即

ち、各点の余接空間に ω が定める歪対象双 1次形式が非退化 の２条件を満たすもの
を与えることをいう。Darboux の定理により、ω は偶数次元ベクトル空間の非退化
双 1次形式を平行移動不変な 2次微分形式とみなしたものと局所的には微分同相に
なるので、symplectic 構造には Riemann 幾何における曲率のような局所的な不変量
は存在しない。

symplectic 形式を保つ微分同相写像の中で、Hamilton 微分同相写像と呼ばれるも
のが特に重要なクラスをなす。X 上に滑らかな関数 h が与えられると、ベクトル場
Xh で i(Xh)ω = dhを満たすものが一意的に定まる。これを hの定める Hamiltonベ
クトル場という。滑らかな関数の族 H = {ht}t∈[0,1] に対して、それを積分して1得ら
れる isotopyを {φt

H}t∈[0,1] (但し φ0
H = idX とする)と書き、φ1

H と表されるHamilton
微分同相写像という。　大雑把に言って、m 次元多様体の微分同相写像は m 変数関
数を m 個用いて表されるが、Hamilton 微分同相写像は m = 2n 次元の関数 1つ (正
準変換の母関数)で表される感じである。Hamilton 微分同相写像はかなり限られた
クラスをなしている。
symplectic 多様体の部分多様体は ω との関係で、isotropic (ω の制限が 0 になる

)、coisotropic (各点での接空間の ω に関する annihilatorが接空間に含まれる)、sym-
plectic (ω の制限が symplectic 形式を与える) などの条件がある。中でも、isotropic
かつ coisotropic （次元は入れ物の symplecctic 多様体の半分になる) であるものは
Lagrange 部分多様体と呼ばれ、重要なクラスをなす。
多様体 M の余接束 T ∗M には自然な 1次微分形式 λcan があり、余接束の切断 s

に対し、s∗λcan は 切断 s をM 上の 1次微分形式と見たものと一致する。そして、
ωcan = dλcan は T ∗M の symplectic 形式となる。閉 1次微分形式を余接束の切断と

1H ∈ C∞([0, 1]×X) がコンパクトな台をもつことを課せば積分できる。
1



みなしたものを s とすると、s : M → T ∗M は Lagrange 埋め込みとなる。特に完全
1次微分形式 df に対しては、f の臨界点と 切断 df と零切断の交点が 1対 1に対応
するので、これらの交叉の個数は関数の臨界点の個数から評価される。特に、交叉が
横断的であることと f の臨界点が非退化であることは同値で、この場合 f について
Morse 理論を用いて交叉点の個数の評価が得られる。切断 df は零切断の Hamilton
微分同相写像による像として表せるが、逆は正しくない。しかし、零切断の Hamilton
微分同相写像による像は、「無限遠で非退化な 2次形式となる母関数」を用いて記述
することができ、閉多様体上の関数の臨界点理論の安定化版を用いて、零切断との
交叉点の個数の評価ができる。余接束などの場合を超えて、一般の閉 symplectic 多
様体の中の Lagrange 部分多様体の交叉を考察する際には、上記のような有限次元
の臨界点理論を適用できない場合が出てくる。Conley, Zehnder といった人たちは、
Lagrange部分多様体に端点を持つ道の空間の上で定義される作用汎関数に Morse理
論のアイデアが適用できればよいと考えていたが、 L2-計量に関する勾配ベクトル場
を素朴に計算すると、勾配流が定義できない（与えられた点を通る積分曲線が一般
には存在しない。積分曲線を複素平面の帯状領域からの正則写像と解釈すると、一
般に初期値問題が解けない）ことも分かっていた。Floer は、考えたい複素平面の帯
状領域からの正則写像の空間を非線形楕円型方程式の解空間として必要となる諸性
質を調べることで、Morse 複体の類似物を（技術的な困難がないように然るべき条
件をつけてではあるが）構成した。そのあらましは次のようである。

L ⊂ X を 閉 Lagrange 部分多様体、φ = φ1
H を Hamilton 微分同相写像とする。

P(L,L) を始点と終点が L 上にある道 γ : [0, 1] → X のなす空間とする。(以下は発
見的考察でなので、γ の regularity などについては書かない) P(L,L) 上に “1次微
分形式” αL,H を

αL,H : ξ ∈ TγP(L,L) %→
∫ 1

0

ω(ξ(t), γ̇(t)−Xht(γ(t)))dt

と定める。ここで ξ は γ∗TX の切断で、t = 0, 1 では L の接ベクトルになるものと
解釈し、γ̇(t) = d

dtγ(t) とおいた。αL,H は “閉微分形式” であることは、次のことか
らわかる。γ0 ∈ P(L,L) と、それに近い γ ∈ P(L,L) を取ると、γ0 と γ をつなぐ
P(L,L) の道がある。それを w : [0, 1]× [0, 1] → X で、w({0, 1}× [0, 1]) ⊂ L を満た
す写像と解釈して、γ0 の近傍で定義される関数を γ %→

∫
[0,1]×[0,1] w

∗ω と定義する。こ
れを用いて、αL,H の γ0 の近傍での原始関数が得られる。αL,H の零点は、この関数
の臨界点と対応するが、臨界点での Hessian が非退化であることは、L と φ(L) の交
叉の横断性と理解できる。そこで、この関数について Morse 理論の類似を考えたい。

X 上の概複素構造 J が ωと両立するとは、gJ(v1, v2) = ω(v1, Jv2)がX の Riemann
計量となることをいう。gJ を用いて P(L,L) の各接空間に L2-内積を入れ、αL,H に
対応するベクトル場を計算すると、γ %→ (t %→ −J(γ̇(t)−Xht(γ(t))) となる。このベ
クトル場の “積分曲線” ℓ : R → P(L,L) を u(τ, t) = (ℓ(τ))(t) (ここで、ℓ(τ) は X の
道で、そのパラメータは t ∈ [0, 1] である) とすると、u は Hamilton ベクトル場を用



いて摂動された Cauchy-Riemann 方程式

(1)
∂u

∂τ
u(τ, t) + J(u(τ, t))(

∂

∂t
u(τ, t)−Xht(u(τ, t))) = 0

の解と解釈できる。ここで発見的考察は終わりで、以後は、X は閉 symplectic 多様
体とし、(1) の解たち u を用いて、鎖複体 (CF •(L,H).δL,H,J) を構成する。

γ ∈ P(L,L) で
(2) γ̇±(t) = Xht(γ

±(t))

を満たすもの全体を Z とする。CF •(L) を、Z で Z/2Z 上生成される自由加群とす
る2。次数付けは Maslov-Viterbo 指数を使うが、それについては省略する。

u のエネルギー E(u) を

E(u) =
1

2

∫ ∞

−∞

∫ 1

0

∥ ∂u

∂τ
∥2 + ∥ ∂u

∂t
−Xht(u) ∥2 dτdt

と定める。E(u) が有限であることと、τ → ±∞ で u(τ, t) が γ± ∈ Z に収束するこ
とは同値であることが示される。上記のような γ± に対して、

M̃(γ−, γ+) = {u|(1), lim
τ→±∞

u = γ±}

とおく。(1) は τ -方向の平行移動不変性を持つので、それによる R-作用による商空
間をM(γ−, γ+) とする。X 内に正則球面や L に境界をもつ正則円板がないと仮定
すると、M(γ−, γ+)の 0-次元成分は有限個の点からなること、1-次元成分の endsは
然るべき 0-次元成分二つの直積になることから、

δL,H,J(γ
−) =

∑
#2M0−dim(γ−, γ+)γ+

と定義することができ、δL,H,J : CF •(L,H) → CF •(L,H) は δL,H,J ◦ δL,H,J = 0 を満
たすことがわかる。こうして得られる複体を Lagrange 部分多様体とその Hamilton
変形の組の Floer 複体、cohomology を Floer cohomology という。Floer は (ここで
書いた書き方とは異なるが、同値なものを）π2(X,L) = 0 の条件のもとで実行して
みせた。同じ条件下で Floer cohomology を計算し、L の Z/2Z-係数 cohomology と
同型になることを示した [F]。この系として、交叉点の個数が L のZ/2Z-係数 Betti
数の和以上であることが従う。
この結果から、π2(X) = 0 である 閉 symplectic 多様体の Hamilton 微分同相写像

の不動点が全て非退化であれば、その個数の評価が得られる (Arnold 予想の Betti
数版の部分的3解決)。Floer は Hamilton 微分同相写像の Floer cohomology を単調
な閉 symplectic 多様体に対して構成、計算し、Arnold 予想の Betti 数版がこの場合

2一般には、Novikov 環上で考える必要があるが、アイデアを説明するこの節ではそれはしない。
3部分的とは言っても、Floer の成果は正に breakthrough である。



にも正しいことを証明した [F2]。ここで (X,ω) が単調であるとは、[ω], c1(TX, J)
を π2(X) 上で測ったとき、ある 正定数 λ が存在して、

c1(TX, J)|π2(X) = λ[ω]|π2(X)

が成り立つことをいう。
上では、P(L,L) を使って、Floer 複体を説明したが、L0 = L から L1 = φ(L) に

至る道の空間 P(L0, L1) を用いて定式化することもできる (Floer の論文ではこちら
で書かれている)。φt

H を用いて、(φH(γ))(t) = φt
H(γ(t)) とすると、これは L0 から

L1 に至る道になる。こうして γ ∈ P(L,L) %→ φH(γ) ∈ P(L0, L1) により、P(L,L)
とP(L0, L1) を同一視すると、方程式 (1) は Hamilton ベクトル場による摂動項のな
い (J は φt

H による変換を受けた）Cauchy-Riemann 方程式に変わる。
Yong-Geun Oh [Oh] は、Lagrange 部分多様体に対しても単調性と最小 Maslov 数

が 3 以上の条件4のもとで、Floer の構成を拡張し、コンパクトエルミート対称空間
の中の実形の場合に計算をした。ここでも、X と L0, L1 に課した条件から正則球面
や正則円板が、Floer 複体を構成する際に必要となる 0-次元と 1-次元のモデュライ
空間に悪影響を与えないことが議論の鍵である。
一般的な場合を考えると状況は変わる。Hamilton 微分同相写像（symplectic 微分

同相写像に対してでもよい) に対する Floer cohomology は一般の閉 symplectic 多
様体上で構成でき、X の (Novikov 環係数の) 常 cohomology と同型になることが
証明できる (深谷-小野 [FO]、Liu-Tian [LT])。しかし、Lagrange 部分多様体の交叉
の Floer 複体については、２次元トーラス上で、可縮な円と meridian の対のよう
な簡単な例でも上の議論はうまく進まないことがわかる。このことは、正則球面の
bubbling-off は余実次元 2の現象であるのに対し、正則円板のそれは余実次元 1 の
現象なので、Floer 複体を作る際のモデュライ空間の end に影響を与えうることに
よる。問題となるのは Lagrange 部分多様体に境界を持つ正則円板の存在であるか
ら、それらを組織的に考察し、Floer 複体を構成するための障害をはっきりさせ、可
能であれば、境界作用素 δ を修正して Floer 複体を得られるのはどういう時である
かを明らかにしたい。そのために我々は、Lagrange 部分多様体に対して、filter 付
き A∞-代数を構成し、その言葉を用いてこれらの問いに答を与えた。それについて
[FOOO1] の議論を次節で説明したい。

2. Lagrange 部分多様体に付随した filter 付き A∞-代数
以後、Lagrange 部分多様体は spin 構造 (それより弱く我々が導入した相対 spin

構造で十分)を与えられているとする5。この条件は、これから説明する構成に現れ
るモデュライ空間に整合的な向きを入れるために必要となる。

4もう少し条件を付けてあるが、ここでは省く
5X に然るべき条件を付けて、正則球面の影響が制御できる状況においては L の spin 構造なしで

Z/2Z-上で Floer 理論を展開できる。同じ条件下で、L に spin 構造があれば、Z 上での構成もでき
る [FOOO8]。



まず、複素係数の普遍 Novikov 環 (以後単に Novikov 環と書く。また、今回は次
数に関する生成元を落としたものを考える。) を定義する。T を形式的変数とし、

Λ0 = {
∑

i

aiT
λi |ai ∈ C,λi ≥ 0, lim

i→∞
λi = +∞}

とおく。指数が実数であるべき級数で、べきが +∞ に発散するような無限和を許し
ている。勿論、有限和は全て許される。Λ0 は整域で、その商体を Λ と書く。これは
指数が実数である Laurent 型のべき級数からなる体である。また、Λ+ で、指数が正
であるべき級数のなすもの (Λ0 の唯一の極大イデアル) を表す。Λ \ {0} に vT を、

vT (
∑

i

aiT
λi) = min{λi|ai ̸= 0}

で定めると、加法的付値になる。 Λ0,Λ は vT の定める位相で完備であり、Λ は (C
が標数 0 の代数的閉体であることから) 代数的閉体になる。(この事実は、第３節の
potenrial 関数の臨界点を探すときに役立つ。)

Ω•(L),Ω•(L;Λ0) で、L の複素係数あるいは Novikov 環係数の de Rham 複体を表
す。de Rham 複体の外微分、wedge 積に加えて、正則円板の効果を加えて filter 付
き A∞-代数が構成される。
空でない連結な境界を持つ種数 1 の Riemann 面 Σ (例えば 円板 D2) の境界に

k+1 点 z0, . . . , zk、内部に ℓ 点 w1, . . . , wℓ を付けたものから (X,L) への境界付き安
定写像、即ち正則写像で、β ∈ H2(X,L;Z) を表し、自己同型群が有限であるもの6の
モデュライMℓ,k+1(β;L) を考える。k+1 個の境界上の点、ℓ 個の内点で値をとるこ
とにより evalution maps

evi : Mℓ,k+1(β;L) → L i = 0, 1, . . . , k; ev+j : Mℓ,k+1(β;L) → X j = 1, . . . , ℓ

が定まる。
まず ℓ = 0 の場合を考える。β ̸= 0, k = 0, 1, 2, . . . に対して、

mk,β : (ξ1 ⊗ · · ·⊗ ξk) ∈ (Ω•(L))⊗k %→ (ev0)!(ev
∗
1ξ1 ∧ · · · ∧ ev∗kξk) ∈ Ω•(L)

と定義する。ここで、(ev0)! はファイバーに沿う積分で、これを定義するには倉西構
造の摂動の連続族の手法を用いる。mk,β は Ω•(L) に入れる次数を微分形式としての
次数マイナス 1 とすると、これらは次数を 1 増やす多重線形写像になる。β = 0 に
対しては、k = 1, 2 の時以外は 0 で7 m1,β=0,m2,β=0 は符号を除けば外微分と wedge
積として定義する。

k ごとに足し上げて mk =
∑

β T
∫
β ωmk,β とおき、mk : Ω•(L;Λ0)×k → Ω•(L;Λ0) が

定まる。この和が T -進の意味で収束することはエネルギー有界な安定写像に関する
Gromov コンパクト性から従う。境界付き安定写像のモデュライ空間の境界の記述と

6境界上に点のついていない場合 k + 1 = 0 の場合だけは例外的な扱いが必要である。
7L の特異鎖複体に filter 付き A∞-代数の構造を入れる場合には、mk,β=0 は k ≥ 3 であっても消

えない。



ファイバー積分についての基本的性質から、{mk}k=0,1,2,... は次の関係式を満たすこ
とが示される。(符号は少し煩雑なのでここでは ± と書くが、先ほどの次数のずら
し deg′ = deg−1を考慮すると Koszul 符号で関係式は成立する。)

(3)
∑

k=k1+k2−1

k1−1∑

i=0

±mk1(ξ1⊗ . . . ,⊗ξi⊗mk2(ξi+1⊗ · · ·⊗xi+k2)⊗ξi+k2+1⊗ · · ·⊗ξk) = 0

これを filter付き A∞-代数の関係式と呼び、(Ω•(L;Λ0), {mk}) を Lに付随した filter
付き A∞-代数と呼ぶ。特に、k = 1 の時をみると、
(4) m1 ◦m1ξ +m2(m0(1)⊗ ξ) + (−1)deg

′ ξ(ξ ⊗m0(1)) = 0

となる。m1 は L とそれ自身の交叉についての Bott-Morse 型の Floer 複体の余境界
作用素になってほしいものであるが、上の関係式からm0(1) の関係する項があるた
め、一般に m1 ◦m1 = 0 とはならない。つまり、この場合 m0(1) が余境界作用素を
得るための障害である。そこで、これを消すような変形を探す。まずは、filter 付き
A∞-代数の座標変換をしてこれを消すことを考える。b ∈ Ωodd(L;Λ+) を用いて、

mb,k(ξ1 ⊗ · · ·⊗ ξk) =
∑

r0,...,rk

mk+r0+···+rk(b
⊗r0 ⊗ ξ1 ⊗ b⊗r1 ⊗ · · ·⊗ ξk ⊗ b⊗rk)

とする。即ち、ξ1, . . . , ξk の前、間、後に任意個数の b を入れ、足し上げたものであ
る。b の取り方から、この和は T -進位相で収束する。Λ0 = C⊕ Λ+ の Λ+ 係数の b
についてはこのような変形ができる。b0 ∈ H1(L;C/2π

√
−1Z) による変形は、L 上

の local system を使って、これまでの構成をひねり filter 付き A∞-構造 mb0
k を作る

ことができる (Cheol-Hyun Cho)。(b0, b) に対する

(5) mb0
b,0(1) =

∑

k

mb0
k (b

⊗k) = 0

を Maurer-Cartan方程式という。Maurer-Cartan方程式が解 (b0, b)を持てば、mb0
b,1 ◦

mb0
b,1 = 0 となり、(Ω•(L;Λ0),m

b0
b,1) は複体となることがわかる。

ところで、filter 付き A∞-代数に対して、m1 の古典的部分、今の場合は外微分、
の cohomology 上に filter 付き A∞-代数の構造を移すことができる。(我々の言葉
では canonical model と呼ぶが、minimal model と呼ぶ人たちもいる。) 今の場合、
H•(L;Λ0) 上に filter 付き A∞-構造 {mcan

k } が入る。cohomology 環の単位元 1L は
filter 付き A∞-代数の単位元になる。即ち、k ̸= 2 ならば、mcan

2 に一つでも 1L が入
れば 0 になり、

m2(1L; ξ) = ξ = (−1)deg ξm2(ξ, 1L)

を満たす。これを (4) と見比べれば、m0(1) が 1L に Λ+ の元が掛かった形になって
いれば、m1 ◦m1 = 0 となり、複体が得られることがわかる。filter 付き A∞-代数の
単位元の性質から、1L は {mb0

b,k} に関する単位元にもなることが分かるので、(b0, b)



が次の意味で Maurer-Cartan 方程式の弱い意味での解になっていれば、mb0
b,1 は余境

界準同型を与えることがわかる。

(6) mb0
b,0(1) =

∑

k

mb0
k (b

⊗k) ∈ Λ+ · 1L

ここで詳しく述べることはできないが、filter 付き A∞-代数のホモトピーの枠組
みを用いて、Maurer-Cartan 方程式の解の集合、弱い意味での Maurer-Cartan 方程
式の解の集合に gauge 同値関係を入れることができ、gauge 同値類全体をMC(L),
MCweak(L) ができる。弱い意味での Maurer-Cartan 方程式の解の定義から、L の
Floer 理論的 potential 関数

POL : MCweak(L) → Λ+

を、(b0, b) に対して、mb0
b,1(1) = POL(b0, b)1L を満たすものとして定義することがで

きる (値は gauge 同値類にしかよらない)。
内点のついた境界付き安定写像のモデュライを用いた bulk 変形 について手短に

説明する。
qk,ℓ;β : Ω•(X)⊗ℓΩ•(L)⊗k → Ω•(L) を

qk,ℓ;β(⊗j = 1ℓηj ⊗⊗k
i=1ξi) = (ev0)!(ev

+∗
1 η1 ∧ · · · ∧ ev+∗

ℓ ηℓ ∧ ev∗1ξ1 ∧ · · · ∧ ev∗kξk)

とし、qk,ℓ =
∑

β T
∫
β ωqk,ℓ;β と定義する。b ∈ Ω•(X;Λ+) に対して、

mb
k(ξ1 ⊗ · · ·⊗ ξk) =

∑

ℓ

qk,ℓ(b
⊗ℓ ⊗ ξ1 ⊗ · · ·⊗ ξk)

とすると、mb
k は Ω•(L;Λ0) 上に filter 付き A∞-代数の構造を定めることが分かる。

これを bによる bulk変形という。Maurer-Cartan方程式、その（弱い意味での）解、
potential 関数などは、bulk 変形を行った後の filter 付き A∞-代数に対しても考えら
れ、MCb,weak(L), POL

b などが同様に定義される。また、全ての構造を Λ0-係数の常
cohomology 上に移すことができる。
この時、次が成り立つ。

定理 1. L0, L1 を 閉 symplectic 多様体 (X,ω) の clean intersection を持つ Lagrange
部分多様体の相対的 spin対8とする。b ∈ H∗(X;Λ+)と、bで bulk変形された Li の
Maurer-Cartan 方程式が弱い意味での解 bi ∈ Hodd(L;Λ0), i = 0, 1 で、POL0

b (b0) =
POL1

b (b1) を満たすものが存在する時、H•(L0 ∩ L1;Λ0) 上に Floer の δ を b, b0, b1
を用いて変形した δb0,b1b が定義でき、(H•(L0 ∩ L1;Λ0), δ

b0,b1
b ) は複体となる。

8L0, L1 がそれぞれ spin 構造を与えられている状況ならばこの条件を満たす。symplectic 微分同
相写像に対する Floer 複体の構成を含む形に定式化しようとすると、それでは足りないので、このよ
うに条件を書いた。



この cohomology を HF •
b ((L1, b1), (L0, b0);Λ0)) と書く。Hamilton 微分同相写像

φ = φ1
H から、L1と φ(L1)の filter付き A∞-代数の同型を構成することができる。従っ

て、L1のMaurer-Cartan方程式の (弱い意味での)解 b1から、φ(L1)のそれ φ∗(b1)が
得られる。しかし、HF •

b ((L1, b1), (L0, b0);Λ0)) から HF •
b ((φ(L1),φ∗b1), (L0, b0);Λ0))

への同型は一般に得られない。これは、Λ0 上で考えているからで、Λ0 加群としての
torsion に違いが現れる。このことは、Lagrange 部分多様体の displacement energy
と呼ばれる量の評価に応用することができる ([FOOO6])。Λ0 から、Λ に係数拡大す
れば、HF •

b ((L1, b1), (L0, b0);Λ) から HF •
b ((L1, b1), (L0, b0);Λ) への同型が得られる。

従って、Λ-係数の Floer cohomology が消えていなければ、その交叉をなくすことは
できない。

bulk 変形を許して Maurer-Cartan 方程式に解があるかどうかの十分条件を一つ挙
げておく9

定理 2. L を (X,ω) の Lagrange 部分多様体で spin 構造を持つものとする。包含
写像の誘導する常 cohomology の写像H•(X;C) → H•(L;C) が単射であれば、ある
b ∈ H•(X;Λ+) が存在して、b で bulk 変形された filter 付き A∞-代数の Maurer-
Cartan 方程式は解をもつ。

この定理の証明には、pk,ℓ : H•(X;Λ+)⊗ℓ ⊗ ⊗H•(L;Λ0)⊗k → H•(X;Λ0) なる op-
erator が用いられる。これは、mk,ℓ の場合と異なり、最後にファイバー積分を内点
での evaluation map に関して取ることで得られる。

bulk 類 b を決めた深谷圏の対象は、Lagrange 部分多様体と Mauere-Cartan 方程
式の弱い意味での解の gauge 同値類の組で、射の空間は、potential 関数の値が一
致している場合のみ 0 ではなく、bulk 類とそれぞれの Maurer-Cartan 方程式の弱
い意味での解を用いて上記のように定義される Floer 複体 (cohomology level では
Floer cohomology) である。m は filter 付き A∞-圏の構造を与え、p, q は それぞれ
p̂ : HH∗(Fukb(X,ω)) → QH∗

b (X;Λ0), q̂ : QH∗
b (X;Λ0) → HH∗(Fukb(X,ω)) を与

える。ここで、 QH∗
b は b で bulk 変形された量子 cohomology 環、HH∗, HH∗ は

Hochschild cohomology, Hochschild homology を表し、前者は open-closed map 後
者は closed-open map とも呼ばれる。(次節で応用を述べるのに必要なので、言葉の
みここに記したが、太田氏の予稿、講演で扱ってもらえるのではないかと思う。)

3. 応用例: コンパクトトーリック多様体の Lagrange トーラス軌道
10この節では (X,ω) をコンパクトケーラートーリック多様体とする。複素射影空

間とその上の Fubini-Study 形式やその直積はその例である。複素次元を n とする。
コンパクトトーラス T = T n は複素構造とケーラー計量を保って作用し、ケーラー形
式に関して Hamilton 的な作用である。即ち、moment 写像 π : X → Lie∗(T ) ∼= Rn

9他にも、anti-symplectic involution の不動点集合として現れる Lagrange 部分多様体について、
Maslov 数の条件をつければ Maurer-Cartan 方程式の解の存在を示すことができる [FOOO9]。

10この節に関する文献は [FOOO2, FOOO3, FOOO4] である。survey として [FOOO5] もある。



があって、π と線形な射影Rn → R の合成として得られる関数のHamilton ベクトル
場たちにより、T の作用は生成される。複素余次元 1 の部分集合 (部分トーラス作
用の不動点集合の和集合で、toric divisors と呼ばれる) の補集合では T は 自由に作
用する。従って、一般的な T -軌道には、自由かつ推移的に作用していて、 Lagrange
部分多様体となることも分かる。exp : Lie(T ) → T を exponential map とすると、
π1(T ) = exp−1(id) ⊂ Lie(T ) なので、Lie(T ) 及びその双対である Lie∗(T ) に そ
れぞれ lattice N , M が定まる。P = π(X) は 各頂点に集まる辺の原始的ベクトル
が lattice M の基となる Rn の中の凸多面体である。u ∈

◦
P を P の内点とすると、

L(u) = π−1(u) が Lagrange トーラス軌道 (Lagrange トーラスファイバーと呼ぶ) と
なる。H1(L(u);Z), H1(L(u);Z) はそれぞれ N , M と自然に同一視される。L(u) が
T の自由な軌道であることを用いて、次のことが示される。

定理 3. H1(L(u);Λ0/2π
√
−1Z) ⊂ MCweak(L(u))

L(u) の potential 関数を H1(L(u);Λ0/2π
√
−1Z) に制限したものの、先頭項たち’

は P の余次元 1の面に対応し、P の情報を用いて記述できる。N のベクトル v⃗j, j =
1, . . . ,m と実数 λj を用いて MR = M ⊗Z R 上のアフィン関数 ℓj(u) = ⟨v⃗j, u⟩ − λj

があって、
P = {u ∈ M ⊗Z R|ℓj(u) ≥ 0}

と表される。M に Z-基底をとり固定し、それに関して、H1(L(u);Λ0/2π
√
−1Z) の

座標を (y1(u), . . . , yn(u)) ∈ (Λ0 \ Λ+)n とすると、POL(u) への先頭項の寄与は、

POL(u)
0 (y1(u), . . . , yn(u)) =

m∑

j=1

y1(u)
v1j · · · · · yn(u)vnjT ℓj(u)

であることが分かる。 ここで、vij は v⃗j の先ほど取り固定した M の基底の双対基
底に関する成分である。X が Fano 的即ち、 c1(X) があるケーラー類の正数倍にな
るとき、(bulk 変形がなければ) potential 関数は POL(u)

0 と一致する。一般には高次
の項が現れるが、そのときでも POL(u)

0 は重要な情報を持っている。
これまでのことは、T -不変な bulk 変形をしても成り立つ。(実は、b は不変微分

形式ではなく、T -不変なサイクルを用いて、モデュライ空間を制約して qk,ℓ を定義
する。それにより、定理 3 と同様のことを示すことができる。)

定理 4. b を T -不変なサイクルとする。b により bulk 変形された potential 関
数 POL(u)

b が (Λ0 \ Λ+)n に臨界点 y(u) を持つことと、y(u) に対応した Maurer-
Cartan 方程式の弱い意味での解 by(u) を用いて定義される Bott-Morse 型の Floer
cohomology HF •

b ((L(u), by(u)), (L(u), by(u))) が消えないことは同値である。またこ
の時、Floer cohomology は Novikov 環（あるいは Novikov 体) 係数の L(u) の常
cohomology と加群として同型になる。



これまでは、個々の L(u) に対して potential 関数を考えていたが、yi = ui(u)T ui ,
i = 1, . . . , n, と変数を置き換えてみる。ここで、ui は u の先ほど決めた M の基底に
関する成分である。すると、POL(u)

b (y1(u), . . . , yn(u)) を y1, . . . , yn を用いて表すと、
それは u によらないことが分かる。そこでそれを POX

b と書き、トーリック多様体
X の potential関数と呼ぶことにする。この関数の定義域が何になるかは注意が必要
で、v⃗−1

T (
◦
P ) ⊂ (Λ\{0})n をその定義域と定義する。ここで、v⃗T は vT : (Λ\{0}) → R

を (M に定めた基底のベクトルに対応して) n 個並べたものである。特に、そこで
は POX

b やその形式的な方向微分が T -進の意味で収束することは境界付き安定写像
の Gromov コンパクト性から従う。

potential 関数 POX
b の Jacobi 環を定義することができる (P あるいは その内部

に対応した strict convergence power series ring を potential 関数の方向微分の生成
するイデアルの然るべき閉包で割ったものとして定義する) 。それを Jac(POX

b ) と
書く。

定理 5. q を用いて、環としての同型 QH∗
b (X;Λ0) → Jac(POX

b ) が得られる。

特に、POX
b は v⃗−1

T (
◦
P ) に重複度を込めて、

∑
p bp(X) の臨界点を持つことが分

かる。(bp(X) は X の p-次の Betti 数) POX
b の臨界点 y に対して、uy = v⃗T (y),

by = ⃗log(T−uyy) とすると、HF •
b ((L(uy, by)), (L(uy, by))) は消えないことが分かる。

ここで、⃗logは成分毎にゼロでない定数項から始まる c0+ T の正べきの項たちの logを
とったもの。これにより、b で bulk 変形された深谷圏の非自明な対象が Lagrangian
トーラス軌道とその上の Maurer-Cartan 方程式の弱い意味での解の組として得ら
れる。
ここで、定理 5 の同型が、Hochschild cohomology を経由していることに注意し

て、次の [AFOOO] の定理を適用する。

定理 6. (1) (X,ω) を閉 symplectic 多様体とする。深谷圏の有限個の対象の生成す
る部分 filter 付きA∞-圏 L への p̂ の制限の像に QH∗

b (X;Λ0) の単位元を含めば、L
(の対象)は、深谷圏を分裂生成する。

(2) p と q は双対である。

従って、コンパクトケーラートーリック多様体の (b で bulk 変形された) 深谷圏
は、POX

b の臨界点に対応する対象により分裂生成されることが分かる。定理 5 と
ある pairings の両立性などの話題は太田氏の講演で触れられることと思う。
今述べたこと以外にも、トーリック多様体の中の Lagrange トーラス軌道のお互い

に Hamilton微分同相で写り合わない連続族で、どれも Hamilton微分同相写像で自分
自身から交叉を外せない例の構成、あるいは (S2,ω)２つの直積の中の Lagrangeトー
ラスで同じようなものの構成 (この場合、トーラス軌道としてはそのようなものはな
い)[FOOO7]や、それを用いた、Hamilton微分同相写像群の Calabi quasimorphisms



の本質的にどの２つも異なる連続族の構成 [FOOO10] など、この節で述べた理論が
関わる応用がある。
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深谷圏とミラー対称性予想

太田 啓史　（名古屋大学多元数理科学研究科）

以下、深谷賢治氏（Simons Center for Geometry and Physics）、Yong-Geun Oh
氏（Center for Geometry and Physics, IBS）、小野薫氏（京大数理研）との一連の
共同研究およびMohammed Abouzaid氏（Columbia大）との共同研究に基づく。

1. Quick review of A∞ algebra associated to Lagrangian submanifold

1.1. Coefficient ring/field. まず、今後我々が使う係数環とその商体を導入する。
Rを単位元をもつ可換環とする。T を不定元として

ΛR =

{ ∞∑
i=0

aiT
λi

∣∣∣∣∣ ai ∈ R, λi ∈ R, lim
i→∞

λi = +∞

}
とおき、これを R上の普遍ノビコフ体と呼ぶ [FOOO3]。ΛR には

vT (
∞∑
i=0

aiT
λi) = inf

ai ̸=0
λi, vT (0) = +∞

により非アルキメデス的付値 vT が入り、ΛR
0 = {x ∈ ΛR | vT (x) ≥ 0} とおけば、こ

れは付値環となりR上の普遍ノビコフ環と呼ぶ。この原稿では Remark 1.2 (1) 以外
R = Cとし、その場合 Λ,Λ0 などと書く。Λ0 は局所環になり実際

Λ+ = {x ∈ Λ0 | vT (x) > 0}
は Λ0 の唯一の極大イデアルであり、Λ0/Λ+

∼= Cとなる。後の議論では、λi ∈ Rは
擬正則円盤のシンプレクティック面積を表し、係数を Λ0/Λ+

∼= Cに還元することは
定値写像のみが寄与する古典的描像を考えることに対応する。また、付値 vT を用い
て Λには T -進位相が入りそれによる種々の完備化を考える必要がある場合があるが、
ここでは省略する。（例えば、Remark 2.8 (1) および [FOOO10]を参照。）

1.2. A∞ algebra associated to L. 以下特に断らぬ限り、(X,ω)を 2n次元コン
パクト1シンプレクティック多様体とし、L ⊂ X を向きづけられた相対スピン2な閉
ラグランジアン部分多様体とする。L の C 係数微分形式全体の空間を Ω(L) とし、
Ω(L,Λ) = Ω(L)⊗ Λ, Ω(L,Λ0) = Ω(L)⊗ Λ0 とおく。

Theorem 1.1. [FOOO3, FOOO4] 上のような任意のラグランジアン部分多様体 L
に対し、Ω(L,Λ0)上に 1L を単位元3とするフィルター付き A∞ 代数の構造が入る。
係数を Λ0/Λ+

∼= Cに還元すると Lのドラーム DGAと A∞ 代数としてホモトピー
同値。

Partially supported by JSPS Grant-in-Aid for Scientific Research 15H02054. Version:20160528.
2016 年 7 月 7 日トポロジーシンポジウム予稿。
1コンパクトでなくても Cn などある種の凸性をもつものなら可。
2Lが相対スピンであるとは ∃st ∈ H2(X;Z2) s.t st|L ≡ w2(L)をみたすこと。Lに境界をもつ擬正

則円盤のモジュライ空間に向きが入るために必要 [FOOO4, Chapter 8]。
31L は L 上恒等的に 1 である定数関数。e が単位元であるとは m2(e, x) = (−1)deg xm2(x, e) =

x, mk(· · · , e, · · · ) = 0 (k ̸= 2) を満たすこと。
1



すなわち、k = 0, 1, 2, . . . に対し、次数 +1の写像の列

mk : Ω∗(L; Λ0)[1]⊗ · · · ⊗ Ω∗(L; Λ0)[1]︸ ︷︷ ︸
k times

−→ Ω∗(L; Λ0)[1]

が存在し次の関係式 (A∞ 関係式)を満たす∑
k1+k2=k+1

∑
i

(−1)ϵmk1(x1, . . . ,mk2(xi, . . . , xi+k2−1), . . . , xk) = 0. (1.1)

但し ϵ = deg′ x1 + · · ·+deg′ xi−1（deg′ = deg+1)。以下符号は割愛する。フィルト
レイションは FλΛ := {x ∈ Λ | vT (x) ≥ λ} から引き起こされるものを入れる。

Remark 1.2. (1) [FOOO3, FOOO4]では、Lの ΛQ
0 係数の特異チェイン複体のあ

る部分複体上に A∞ 代数の構造を構成した。横断正則性の問題を解決するために、
そこでは種数 0の境界付き安定写像の種々のモジュライ空間の倉西構造の多価摂動
を用いた。ここでは CF-摂動（continuous family of perturbation）を用いてドラー
ムモデルで話をする。CF-摂動は、一部 [FOOO4, FOOO7] でも導入していたが、
[FOOO17, FOOO19]でより一般的な状況でも使い易いように整備した。CF-摂動を
使うと、[FOOO3, FOOO4]で行っていた込み入った帰納的な構成が簡明になったり、
またmarked pointsの巡回対称性が得られmarked pointsの忘却写像がよい振る舞い
をするようになるため、ドラームモデルでは単位元の存在4が従う [Fu2]。（その代わ
り係数は R,Cとなる。一方、CF-摂動ではなく [FOOO3, FOOO4]の議論を用いれ
ば、X がある条件（spherically positive5）をみたせば多価ではなく一価摂動で A∞
代数を構成することができ、そのときは係数を ΛZ

0 あるいは ΛZ2
0 にとることができる

[FOOO13]。）なお、モース複体上に A∞ 代数を構成することもできる [FOOO5]。
(2)どのモデルを使うにせよ、A∞構造は一旦はチェンレベル（微分形式レベル）で

構成される。一旦チェイン上に構成できれば、障害理論やホモロジー摂動と呼ばれる一
般的な方法（[Ka], [KS]など）を用いてコホモロジーH∗(L; Λ0)上にA∞構造を作る
ことができる。これを [FOOO3, FOOO4]では canonical modelと呼んだ。canonical
modelに移れば、特異チェインモデルの場合でもLの基本類 e := PD[L] ∈ H0(L; Λ0)
は A∞ 代数の単位元になる [FOOO3, Theorem A]。

(3) 構成には種数 0の境界付き安定写像のモジュライ空間を用いるが、一気にA∞
構造を構成するのではない。安定写像のエネルギーを用いたある半順序集合を考える
ことが擬正則写像の Gromovコンパクト性定理から可能であり、それに関する帰納
的な構成を行う。帰納的なステップを進めるところではホモトピー的な議論（障害理
論）を組み合わせて A∞ 構造を構成する [FOOO4]。

(4) 以上の構成で技術的に基礎となるのは倉西構造の理論による仮想基本チェイ
ンの方法である。[FOOO3, FOOO4]で書かれたことの更に詳細な記述が必要ならば
[FOOO15]、特に [FOOO16], [FOOO18]をご覧頂きたい。また、[FOOO17, FOOO19]
はCF-摂動を基軸に、倉西構造の理論を公理化、パッケージ化して使い易いように再
構築するものである。

1.3. Weak Maurer-Cartan equation, potential function and Floer coho-
mology. (C,m)を Theorem 1.1の filtered A∞代数とする。b ∈ C[1]0を用いてA∞

4特異チェインモデルでは L の基本サイクルはホモトピー単位元。単位元までは言えない [FOOO3,
FOOO4]。

5定値でない任意の J-holomorphic map u : S2 → X は c1(TX)[u] > 0となるような ω-compatible
almost complex structure J が存在するもの。例えば Fano 多様体（−KX が豊富）。



代数は以下のように変形できる6。
mb

k(x1, . . . , xk) =
∑

ℓ0,...,ℓk

mk+
∑

ℓi
(b, . . . , b︸ ︷︷ ︸

ℓ0

, x1, b, . . . , b︸ ︷︷ ︸
ℓ1

, . . . , b, . . . , b︸ ︷︷ ︸
ℓk−1

, xk, b, . . . , b︸ ︷︷ ︸
ℓk

)

= m(ebx1e
bx2 . . . xk−1e

bxke
b)

とおと、mb
k はまた A∞ 構造を定める。但し

eb := 1 + b+ b⊗ b+ · · ·+ b⊗ · · · ⊗ b+ · · ·
とおいた。さて、A∞関係式 (1.1)において、m0 ̸= 0ならば、一般には (m1)

2 = 0 と
はならないことに注意する。そこで、mk を変形して (mb

1)
2 = 0なるための bの条件

を求めよう。A∞ 代数の単位元 1L を用いると次の定義に至る。

Definition 1.3. b ∈ C[1]0 に対し、
m(eb)(= mb

0(1)) = cb1L, for ∃cb ∈ Λ0

を weak Maurer-Cartan 方程式といい、その解の集合をMCweak(L) とおく7。
MCweak(L) ̸= ∅の時、Lを weakly unobstructedという。更にこの時、

POL : MCweak(L) −→ Λ0

を m(eb) = POL(b)1L で定義し、POL を Lのポテンシャル関数と呼ぶ8。

次の補題は単位元の定義および mb
k に対する A∞ 関係式より直ちに従う。

Lemma-Definition 1.4. Lがweakly unobstructed ならば、任意の b ∈MCweak(L)
に対し、mb

1 ◦mb
1 = 0が成り立つ。このとき、

HF ((L, b); Λ0) := H(Ω(L; Λ0),m
b
1) (1.2)

とおき、これを (L, b)の Floer cohomologyとよぶ。

weak Maurer-Cartan 元が２つある場合、次が成り立つ。

Proposition 1.5.

δb1,b0(x) :=
∑

k1,k0≥0

mk1+k0+1(b1, · · · , b1︸ ︷︷ ︸
k1

, x, b0, · · · , b0︸ ︷︷ ︸
k0

)

とおく。もし bi ∈MCweak(L)ならば、
(δb1,b0 ◦ δb1,b0)(x) = (POL(b1)−POL(b0))x (1.3)

が成り立つ9。特にPOL(b1) = POL(b0)ならば、δb1,b0 ◦ δb1,b0 = 0.

1.4. bulk deformations. Subsections 1.2, 1.3 にでてきた様々なもの（A∞ 代数,
MCweak(L), POLなど）を、シンプレクティック多様体X の各サイクル bにより変
形することができる [FOOO3, Subsection 3.8.5]。これを我々はバルク変形と呼んだ。
以下の話もみな、バルク変形した族の話として捉えることができる。ここでは紙数の
関係で割愛する。バルク変形を用いた応用として、[FOOO7], [FOOO9], [FOOO10],
[FOOO14]をあげておく。[FOOO10]については Remark 2.8 (3)を参照。

6vT > 0のところで先の T -進位相を用い、vT = 0のところでは通常の Cの位相を用いる。
7正確にはそのゲージ同値類の集合。[FOOO3, Chapter 4]を参照。また、m(eb) = 0をMaurer-Cartan

方程式という。
8Maslov 指数が２未満の擬正則円盤がない状況（例えば Theorem 2.3 (1) の状況）で、canonical

model におけるポテンシャル関数の一般的表示は [FOOO9, Appendix 1] に与えてある。
9δb1,b0 は POL の行列因子化を与える。



2. Toric case

前節までの結果を受けて次が基本問題となるが、それを解決するためには、いか
んせんすべての擬正則円盤のモジュライを解析しないといけないので一般にはいずれ
もなかなか難しい問題である。
Problem 2.1. シンプレクティック多様体X とその相対スピンなラグランジアン部
分多様体 Lが与えれたとき、

(1) Lに付随する A∞ 代数構造を決定せよ。
(2) Lはいつ weakly unobstructedになるかを判定せよ。
(3) (2)のときそのポテンシャル関数を計算し、Floer cohomologyを計算せよ10。
問題 (2)については一般的な状況でいくつかの十分条件が知られている [FOOO3,

Chapter 3]が、ここでは省略する。
この節の目的はX が射影的なトーリック多様体で、そのラグランジアン部分多様

体としてトーラス軌道の場合に上記問題に答えることである。[FOOO6], [FOOO7],
[FOOO10]の結果である11。

dimCX = nとする。X のモーメント写像を π、その像を P とする。
π : X → P ⊂ Rn

像 P は実 n次元の凸多面体であることが知られている12。u ∈ Int P に対し L(u) :=
π−1(u)とおくと、これは丁度 Tn作用の軌道であり、Tnと微分同相なラグランジア
ン部分多様体となる。ここではラグランジアントーラスファイバーと呼ぶ。
Proposition 2.2. [FOOO6]

(1) 任意の u ∈ Int P に対し、L(u)は weakly unobstructed。
(2)

H1(L(u); Λ0)

H1(L(u); 2π
√
−1Z)

⊂MCweak(L(u)).

以下、ポテンシャル関数POL(u) を Proposition 2.2 (2)の左辺に制限したものも
同じPOL(u)で書くことにする。いま、ei = PD(T i−1× pt×Tn−i) ∈ H1(Tn;Z)と
おくと、任意のH1(L(u); Λ0)の要素は

∑n
i=1 xi(u)eiと書けるので x1(u), . . . , xn(u)

はH1(L(u); Λ0)の座標を与える。
yi(u) = exi(u)

とおくと、これは商空間
H1(L(u); Λ0)

H1(L(u); 2π
√
−1Z)

∼= (Λ0/2π
√
−1Z)n

の座標を与え、ポテンシャル関数POL(u) は yi(u)の関数とみれる。
いま、X のモーメント写像の像 P があるアファイン関数 ℓj を用いて

P = {u = (u1, . . . , un) ∈ Rn | ℓj(u) ≥ 0, j = 1, . . . ,m}
で与えられているとする。ここで、j 番めの面の（内向き）法ベクトル

vj = (vj1, . . . , vjn) :=

Å
∂ℓj
∂u1

, . . . ,
∂ℓj
∂un

ã
∈ Zn

10例えば、Floer cohomologyの非消滅が分かるとシンプレクティック幾何に（ミラー対称性予想とは別
に）いろいろ顕著な応用が得られる。例えば、[FOOO6], [FOOO7], [FOOO9], [FOOO12], [FOOO14]

などをみられたい。
11それらのサーベイである [FOOO11] も参照。
12例えば、X = CPn で標準的なケーラー構造の場合、P は標準 n 単体。



は整数ベクトルである。このとき、以下が成り立つ。

Theorem 2.3. [CO][FOOO6][FOOO7]

(1) X がトーリック Fano多様体のとき

POL(u)(y1(u), . . . , yn(u)) =
m∑
j=1

y1(u)
vj1 . . . yn(u)

vjnT ℓj(u).

(2) X が Fanoでないとき

POL(u)(y1(u), . . . , yn(u)) =
m∑
j=1

y1(u)
vj1 . . . yn(u)

vjnT ℓj(u) + extra terms13.

上の定理のPOL(u)(y1(u), . . . , yn(u))は uに依っている関数であるが、更に

yi = yi(u)T
ui

とおくと、ポテンシャル関数は uによらないことがわかる。これをPOX と書く。

POX : (Λ \ 0)n → Λ.

Example 2.4. X = CPn のとき、u ∈ IntP に対し

POL(u)(y1(u), . . . , yn(u)) = y1(u)T
u1 + · · ·+ yn(u)T

un +
T 1−u1−···−un

y1(u) · · · yn(u)

POCPn(y1, . . . , yn) = y1 + · · ·+ yn +
T

y1 · · · yn
.

トーラスファイバー L(u)の場合、POX の臨界点の条件式は mb
1 = 0を導くこと

がわかるので、(L(u), b)の Floer cohomology は消えない14。実際、次の定理のよう
に POX の臨界点を調べることにより、Floer cohomologyが消えないラグランジア
ントーラスファイバーを完全に決定することができる。すなわち、

M(X) :=

ß
(u, b)

∣∣∣∣ u ∈ Int P, b ∈ H1(L(u); Λ0)

H1(L(u); 2π
√
−1Z)

, HF ((L(u), b); Λ) ̸= 0

™
Crit(POX) :=

ß
y⃗ = (y1 . . . , yn) ∈ (Λ \ 0)n

∣∣∣∣ yi ∂POX

∂yi
(y⃗) = 0 ∀i , vT (y⃗) ∈ Int P

™
(2.1)

とおいたとき、次が成り立つ。

Theorem 2.5. [FOOO6, FOOO10] y⃗ = (y1, . . . , yn)とかく。
(1) y⃗ 7→ (u, b) = (vT (y⃗),

∑
i log(yiT

−vT (yi))ei)は次の全単射を導く。

Crit(POX)
∼ //M(X).

(2) POX がMorseのとき、#M(X) =
∑
bk(X)15.

13X が Fano のときはマスロフ指数が 2 の正則円盤を分類することができ、ポテンシャル関数を上の
ように明示的に書き下すことができる [CO] が、Fano でないと c1(TX)[C] ≤ 0 なる有理曲線 C が存在
することに対応してバブルが起こり、その効果として T のベキが大きくなる項が余分に出てきて、ポテ
ンシャル関数は一般には無限和となる。詳しくは [FOOO7, Theorem 3.5] を参照。

14実際、mb
1 = 0 ゆえ、加群として H(Tn; Λ) と同型になる。

15一般には、#M(X) ≤
∑

bk(X).



Example 2.6. X = CPn とすると Example 2.4より POCPn(y1, . . . , yn) = y1 +

· · ·+ yn + T
y1···yn

ゆえ、臨界点は ζn+1 = e
2π

√
−1

n+1 を 1の原始 (n+ 1)乗根としたとき

y⃗k =
Ä
ζkn+1T

1
n+1 , . . . , ζkn+1T

1
n+1

ä
∈ (Λ \ 0)n, k = 0, 1, . . . , n.

よって、vT (y⃗k) = ( 1
n+1 , . . . ,

1
n+1 )で

M(X) =

ßÅÅ
1

n+ 1
, . . . ,

1

n+ 1

ã
, y⃗k

ã ∣∣∣∣ k = 0, 1, . . . , n

™
ゆえ16HF (

Ä
L(( 1

n+1 , . . . ,
1

n+1 )), y⃗k
ä
; Λ) ∼= Λ2n .

Theorem 2.5より更に詳しく次の定理が得られる。

Theorem 2.7. [FOOO10] 任意の射影的トーリック多様体X に対し、次の環同型が
存在する。

ks : QH(X)
∼ // Jac(POX) . (2.2)

ここで QH∗(X)はX の量子コホモロジー環を表す。

Remark 2.8. (1) (2.2) の右辺は POX の（Λ0 上定義される）ヤコビ環である。
Theorem 2.3で述べたように X が Fanoの場合は POX はローラン多項式になるの
で普通のヤコビ環でよいが、X が FanoでないとPOX は一般には無限級数になるの
で通常のヤコビ環の定義ではなく、ある種の T 進位相に関する完備化およびヤコビ
イデアルの閉包をとる必要がある。詳しくは [FOOO10]をご覧頂きたい。

(2) 同型射 ks は小平-スペンサー写像の類似で後 (3.7) で述べる閉開写像 q を用
いて幾何学的に陽に与えられる。X がトーリック Fano多様体の場合は、例えば A.
Givental, V. Batyrevなど色々な人々によって（色々な場合に）上の同型は示されて
いるが、具体的に同型射を与えて示すというより両辺を計算して同型を示すというも
のであり、我々の証明とは全く異なる。

(3) 左辺がシンプレクティックサイドで右辺が複素幾何サイドでこの同型はミラー
対称性の一種である。[FOOO10, Chapter 3]では環同型だけでなくより詳しく、バ
ルク変形（Subsection 1.4）の空間H∗(X; Λ0)に入るフロベニウス多様体構造（平坦
構造 [Sa]）のレベルでの同型も証明している。[FOOO11]も参照。

3. Fukaya category

Section 1 では一つのラグランジアン部分多様体に対してA∞代数が構成されるこ
とを述べた。ここではいくつかのラグランジアン部分多様体の族に対して深谷圏とよ
ばれる A∞ 圏が構成されることを述べる。深谷圏のアイデアは [Fu1]に遡る。

3.1. A∞ category L.

Theorem 3.1. [AFOOO1] シンプレクティック多様体 X の有限個の weakly un-
obstructed なラグランジアン部分多様体 Li とその weak Maurer Cartan 元 bi ∈
MCweak(L) の対の集合を L = {(Li, bi)} とおく17。ここで Li たちは互いに横断
的に交わると仮定する。このとき、Lを対象の集合とするフィルター付き A∞ 圏 L

が存在する。これを Lの深谷圏という。

16本当はM(X) の第２成分は Theorem 2.5 (1) のように yi 座標を xi(u) 座標で書き換えるべきで
あるが表示を簡単にするため、yi 座標のまま表記する。以下同様。

17相対スピン構造を考える際の st ∈ H2(X;Z2) は st|Li
≡ w2(Li) ∀i をみたす。



すなわち、Lの対象は (Li, bi)で、対象 (Li, bi)を以下では iと略記するとき、射
の空間は

CF (i, j) =


⊕

p∈Li∩Lj

Λ · p if Li ̸= Lj ,

Ω(Li; Λ) if Li = Lj

(3.1)

であり、κ⃗ = (κ0, . . . , κk)とおくとき写像の族

mκ⃗ : Bκ⃗CF (L) := CF (κ0, κ1)⊗ · · · ⊗ CF (κk−1, κk)→ CF (κ0, κk) (3.2)

で A∞ 関係式 ∑
κ⃗1,κ⃗2

±mκ⃗1
( · · · ,mκ⃗2

( · · · , · · · ), · · · ) = 0 (3.3)

をみたすものが存在する。
mκ⃗の構成には κ⃗を境界条件とする種数 0の境界付き安定写像のモジュライ空間を

用いるが、Theorem 1.1に比べ新たな技術的問題は現れない。倉西構造の理論をパッ
ケージ化した [FOOO17, FOOO19]の命題を用いれば始めから証明をやり直す必要は
ない程度である。

3.2. Hochschild (co)homology of L. A∞圏 Lに対して、その（L自身を係数と
する）Hochschild (co)homologyを導入する。まず、以下で用いる一般的な記号の説
明を行う。Λ加群 C に対し、BkC = C ⊗ · · · ⊗ C︸ ︷︷ ︸

k times

および BC =
⊕∞

k=0BkC とおく。

(ただし B0C = Λ0) BC には次の余積 ∆ : BC → BC ⊗ BC により余結合的余代数
の構造が入る。

∆(x1 ⊗ · · · ⊗ xk) =
k∑

i=0

(x1 ⊗ · · · ⊗ xi)⊗ (xi+1 ⊗ · · · ⊗ xk).

∆n−1 : BC → (BC)⊗n を

∆n−1 = (∆⊗ id⊗ · · · ⊗ id︸ ︷︷ ︸
n−2

) ◦ (∆⊗ id⊗ · · · ⊗ id︸ ︷︷ ︸
n−3

) ◦ · · · ◦∆.

により定義すると x ∈ BkC は

∆n−1(x) =
∑
c

x(n;1)
c ⊗ · · · ⊗ x(n;n)

c (3.4)

と書き表すことができる。ここで、cは xを n個のテンソル積の形に分割するやり方
を指定する添字の集合を走る。

Lemma-Definition 3.2. 以下で定義される (CH∗(L), ∂H)は複体をなす。これを
A∞ 圏 Lの Hochschild chain complexといい、そのホモロジーを HH∗(L)と書き、
LのHochschild homologyという。κ⃗ = (κ0, . . . , κk)としたとき

CH∗(L) :=
⊕
κ⃗

CF (κ0, κ1)⊗ · · · ⊗ CF (κk, κ0)

∂H(x) :=
∑
c

±x(3;1)
c ⊗m(x(3;2)

c )⊗ x(3;3)
c +

∑
c

±m(x(3;3)
c ⊗ x(3;1)

c )⊗ x(3;2)
c .

(3.5)



Lemma-Definition 3.3. 以下で定義される (CH∗(L), δH)は複体をなす。これを
A∞ 圏 Lの Hochschild cochain complexといい、そのホモロジーを HH∗(L)と書
き、LのHochschild cohomologyという。κ⃗ = (κ0, . . . , κk)としたとき

CH∗(L) :=
∏
κ⃗

Hom(CF (κ0, κ1)⊗ · · · ⊗ CF (κk−1, κk), CF (κ0, κk))

δH(φ)(x) :=
∑
c

±m(x(3;1)
c ⊗ φ(x(3;2)

c )⊗ x(3;3)
c ) +

∑
c

±φ(x(3;1)
c ⊗m(x(3;2)

c )⊗ x(3;2)
c ).

(3.6)

Remark 3.4. Hochschild homologyはHochschild cohomology上の加群の構造を自
然にもつ（キャップ積）。

Lemma-Definition 3.5. φ,ψ ∈ HH∗(L)に対し

m2(φ,ψ) :=
∑
±m(· · · , φ(· · · ), · · · , ψ(· · · ), · · · )

と定義すると、これはHH∗(L)に結合的な積を定めるこれにより、HH∗(L)は環構
造をもつ。

3.3. Open-closed, closed-open maps. 我々は [FOOO3, Theorem 3.8.9, Theorem
3.8.32]において各ラグランジアン部分多様体 L ⊂ X に対して、種数 0境界付き安定
写像のモジュライ空間の interior marked point, boundary marked pointをそれぞれ
出力点として用いることにより次の写像を構成した。

p : HF (L, b)→ QH∗(X) s.t. p ≡ i! mod Λ+

q : QH∗(X)→ HF (L, b) s.t. q ≡ i∗ mod Λ+.
(3.7)

ここで i :↪→ X は包含写像で i! は Gysin写像。 mod Λ+ は係数を Λ0/Λ+
∼= Cに

還元することを意味する。最近では pを開閉写像、qを閉開写像と呼び OC,COなど
と書く18人が多いようである。これを深谷圏 Lの場合に一般化することは直接的で
ある。

Proposition 3.6. [AFOOO1] 次の Λ加群の射 p̂, q̂で、L = {(L, b)}（対象が唯一）
のとき (3.7)の p, q に一致するものが存在する。

p̂ : HH∗(L)→ QH∗(X)

q̂ : QH∗(X)→ HH∗(L).
(3.8)

更に、q̂は環準同型射になり、p̂は QH∗(X)-加群の射となる。

Remark 3.4により、HH∗(L)はHH∗(L)-加群と思えるが、更に (3.8)の環準同型
射 q̂ : QH∗(X)→ HH∗(L)を経由することで p̂をQH∗(X)-加群の射とみることが
できる、というのが最後の主張である。
射 p̂と q̂は次の意味で互いに双対である。

Proposition 3.7. [AFOOO1] 任意の x ∈ QH∗(X)と y ∈ HH∗(L)に対し
⟨q̂(x),y⟩HH = ±⟨x, p̂(y)⟩PDX

が成り立つ。ここで、⟨·, ·⟩HH はHochschild cohomologyとHochschild homologyの
自然な pairingで、⟨·, ·⟩PDX はX の Poincaré pairingを表す。

18確かにその方がネーミングとしてはセンスがよいと思う。



Remark 3.8. (1) 上の双対性は直感的には当たり前の式なのであるが、p̂, q̂を構成
する際の摂動の取り方がそれぞれで異なるのでそれらをつなげる議論が必要となる。

(2) X が Liouville 多様体（特に非コンパクト）の場合に S. Ganatraは同様の双
対性を示した [Ga]。我々の場合は X がコンパクトなので、QH∗(X)上に Poincaré
pairingがあり (1)の摂動の問題をクリアすれば後は容易であるのに対し、彼の場合
は非コンパクトゆえその部分は易しくない。（量子コホモロジーの代わりにシンプレ
クティックコホモロジー SH∗(X)を考える。一方、彼の場合は、Liouville 多様体内
の完全なラグランジアン部分多様体を扱っており bubbleが起こらずにその点は我々
に比べて易しい。）
3.4. Trace map. 深谷圏 Lの射の空間 CF (i, j)に次により内積を入れる。

⟨·, ·⟩L :=


±⟨·, ·⟩PDL if Li = Lj

±1 if pi, pj ∈ Li ∩ Lj

0 otherwise

いま、L,U (L = Uも可) をシンプレクティック多様体X のラグランジアン部分多様
体のなす深谷圏とし、L∪Uの対象のラグランジアン部分多様体は互いに横断的に交
わると仮定する。このとき、L ∪ Uにも A∞ 圏の構造と内積が入る。
Definition 3.9. [AFOOO1][FOOO10] Λ双線形写像

Z : CH∗(L)× CH∗(U)→ Λ

を x ∈ CH∗(L), y ∈ CH∗(U)に対し、

Z(x,y) =
∑
c1,c2

∑
f1,f2

±⟨m(x(2;1)
c1 , f∨1 ,y

(2;2)
c2 ), f∨2 ⟩⟨m(y(2;1)

c2 , f1,x
(2;2)
c1 ), f2⟩ (3.9)

と定める。ここで∑f1,f2
は f1 ∈ Uυ(c2;2)∩Lκ(c1;1), f2 ∈ Lκ(c1;2)∩Uυ(c2;1) なる f1, f2

をわたる。ただし、κ(c1; 1), κ(c1; 2), υ(c2; 1), υ(c2; 2)は
x(2;1)
c1 = xc11 ⊗ · · · ⊗ x

c1
a(c1)

, y(2;1)
c2 = yc21 ⊗ · · · ⊗ y

c2
b(c2)

と表したとき、
xc11 ∈ CF (Lκ(c1;1), Lκ′), xc1a(c1) ∈ CF (Lκ′′ , Lκ(c1;2)),

yc21 ∈ CF (Uυ(c2;1), Uυ′), yc2b(c2) ∈ CF (Uυ′′ , Uυ(c2;2))

となるような対象の添字である。また、f1 ∈ Uυ(c2;2) ∩ Lκ(c1;1) のとき f∨1 は点とし
て f1 と同じであるが f∨1 ∈ Lκ(c1;1) ∩ Uυ(c2;2) とみている。右辺の内積は L ∪ U上の
内積 ⟨·, ·⟩L∪U を表す。
このとき、直接計算により次がわかる。

Lemma-Definition 3.10. x ∈ CH∗(L), y ∈ CH∗(U)に対し、
Z(δHx,y) +±Z(x, δy) = 0

が成り立つ。よって
Z : HH∗(L)×HH∗(U)→ Λ

を引き起こす。これをTrace mapとよぶ。
Theorem 3.11. [AFOOO1][FOOO10] 任意の x ∈ HH∗(L), y ∈ HH∗(U)に対し、

Z(x,y) = ⟨p̂L(x), p̂U(y)⟩PDX
(3.10)

が成り立つ。この等式はしばしばCardy relationと呼ばれる。ここで p̂L, p̂UはL,U
における p̂写像を表す。



双対性 Proposition 3.7を用いると
Z(x,y) = ⟨q̂U ◦ p̂L(x),y⟩HH(U). (3.11)

Theorem 3.11の証明には、アニュラスからの安定写像のモジュライ空間を用いる。ア
ニュラスからの安定写像のモジュライを使った議論は、既に [Ab], [FOOO10]にある。

Remark 3.12. (1) [FOOO10, Definition 1.3.22]では A∞ 代数の場合（深谷圏で対
象が一つの場合）に Trace mapを導入した。深谷圏への一般化は直接的である。性
質 (3.10)は [FOOO10, Theorem 3.4.1. Proposition 3.5.2, Remark 3.10.18もみよ]
に相当し、これはコンパクトトーリック多様体の場合に小平スペンサー写像19

ks : QH∗(X)→ Jac(POX)

が QH∗(X) および Jac(POX) 上の内積を保つという重要な結果を導き [FOOO10,
Chapter 3]、Remark 2.8 (3) で述べたフロベニウス多様体構造の同型を示すキーと
なる。

(2) D. Shklyarovは独立に、proper smooth dg 圏に対して Trace mapを構成した
[Shk]。N. Sheridan はそれを A∞ 圏の場合に直接的に一般化している [Sh]。

4. Generation critera

M. Abouzaidは [Ab]において、X が Liouville多様体で完全ラグランジアン部分
多様体のなす深谷圏について、その生成元の判定条件を与えた。この場合は Remark
3.8 (2)でも触れたように、バブルが起こらずそれにともなうモジュライ空間の解析
は容易になる。ここでは、これまでの我々の結果を用いて、一般のコンパクトシンプ
レクティック多様体 X と完全とは限らないコンパクトラグランジアン部分多様体の
なす深谷圏の場合に判定条件を与える。
X をコンパクトシンプレクティック多様体とし、そのある有限個の weakly unob-

structedかつ互いに横断的に交わるラグランジアン部分多様体の族 {Li}とそのweak
Maurer-Cartan元 {bi}の対の集合 L = {(Li, bi)}から Theorem 3.1により得られる
深谷圏を Lとする。1X ∈ QH0(X)を量子コホモロジー環の単位元とする。1X はX
の基本類のポアンカレ双対である。

Theorem 4.1. [AFOOO1] 上の状況で、深谷圏 Lは条件
1X ∈ Image (p̂ : HH∗(L)→ QH∗(X)) (4.1)

をみたしていると仮定する。このとき、任意の（別の）weakly unobstructedなラグ
ランジアン部分多様体 U とその weak Maurer-Cartan元 bU で HF ((U, bU ); Λ) ̸= 0
をみたすものに対し、(L, b) ∈ Lが存在し、

POL(b) = POU (bU )

が成り立つ。

証明には、Subsection 3.4で導入した Trace map Z を用い、Theorem 3.11が本
質的に用いられる。
さて、λ := POL(b) = POU (bU )とおく。

Lλ := {(L, b) ∈ L | POL(b) = λ}

とおき、Lλ がなす Lの A∞ 部分圏を Lλ ⊂ L とする。また、
Uλ = Lλ ∪ {(U, bU )}

19[FOOO10, Theorem 1.1.1] より ks は環同型写像。



とおくと Theorem 4.1より包含写像が引き起こす自然な関手

Iλ : Lλ −→ Uλ

が存在する。このとき、

Theorem 4.2. [AFOOO1] Iλ は次の導来圏の同値を引き起こす20:

Iλ : Dπ(Lλ)
∼ // Dπ(Uλ). (4.2)

すなわち、POL(b)の値が λである対象のなす導来圏の中では、新たな対象 (U, bU )
は不要であり、条件 (4.1)をみたす深谷圏 Lλ があれば十分ということである。その
意味で条件 (4.1)は深谷圏の生成を意味する条件を与える。条件 (4.1)は更に次の条
件と同値である。

Theorem 4.3. [AFOOO1] 条件 (4.1)は次の (1)または (2)と同値。
(1) p̂ は全単射
(2) q̂ は全単射。

すなわち、条件 (4.1)をみたす深谷圏 Lは、シンプレクティック多様体X の量子
コホモロジーの情報をすべてもっているということになる。従って、次が基本問題と
なる。

Problem 4.4. シンプレクティック多様体 X が与えられたとき、条件 (4.1)をみた
す深谷圏 Lを見つけよ。

次節ではX が射影的なトーリック多様体の場合にその例をあげる。

5. Example

X を射影的なトーリック多様体とし、以下 Section 2 の記号をそのまま用いる。
(2.1)で定義した Crit(POX)を用いて

L := {(L(u), y⃗) | y⃗ ∈ Crit(POX)} (5.1)

とおく。Theorem 2.5より、任意の (L(u), y⃗) ∈ Lに対し、HF ((L(u), y⃗); Λ) ̸= 0で
あることに注意。このとき、

Theorem 5.1. [AFOOO2] Lは条件 (4.1)をみたす。特に、LはX の深谷圏（の導
来圏）を生成する。

Proof. 写像 I : HH∗(L)→ Jac(POX)を構成し、可換図式

QH∗(X)
q̂ //

ks &&MM
MMM

MMM
MM

HH∗(L)

I
��

Jac(POX)

を得る。Theorem 2.7より小平-スペンサー写像 ksは同型ゆえ、q̂ は単射。双対性
Proposition 3.7より q̂は全射。 □

20A∞ 圏の twisted complex から三角圏を作り（シフト、射の錐を繰り返して得られるものを加え
る）、その後ベキ単完備化をとったものを Dπ と書く。ホモロジー的ミラー対称性予想を考える際に必要。
例えば [Sei] を参照。



Example 5.2. (Example 2.6の続き) X = CPn のとき、POCPn(y1, . . . , yn)の臨
界点は、ζn+1 を 1の原始 (n+ 1)乗根として

y⃗k = (ζkn+1T
1

n+1 , . . . , ζkn+1T
1

n+1 ), k = 0, 1, . . . , n

で与えられた。

L =

ßÅ
L

Å
1

n+ 1
, · · · , 1

n+ 1

ã
, y⃗k

ã ∣∣∣∣ k = 0, 1, . . . , n

™
とおくと、これがCPnの深谷圏の生成元を与える21。このとき、POCPn はMorseで

POCPn(y⃗k) = (n+ 1)ζkn+1T
1

n+1

ゆえ、(n+1)個の臨界値は互いに異なる。また、C-H.Cho[Ch]の結果により、Floer

cohomology HF
ÄÄ
L
Ä

1
n+1 , . . . ,

1
n+1

ä
, y⃗k
ää
は POCPn のヘッシアンに associateし

た Clifford代数と同型になる。C. Kassel[Ka]の結果（のA∞版）によれば、Clifford
代数のHochschild cohomologyは 1次元になる。よってLのHochschild cohomology
は 1次元の直和に分解し

HH∗(L) ∼= Λ⊕(n+1).

一方、CPn の量子コホモロジー環は半単純で

QH∗(CPn) ∼= Λ[y]/(yn+1 = T ) ∼= Λ⊕(n+1)

と直和分解することが知られている。よって、この場合は直接計算によっても同型

QH∗(CPn) ∼= HH∗(L) ∼= Λ⊕(n+1)

を確認することができる。
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[Ka] C. Kassel, A Künneth formula for the cyclic cohomology of Z2-graded algebras, Math.

Ann. 275, 683–699 (1986).
[KS] M. Kontsevich and Y. Soibelman, Homological mirror symmetry and torus fibrations,

in ‘Symplectic Geometry and Mirror Symmetry’ ed. by K. Fukaya et all. World Sci.
Publishing, (2001). 203–263.

[Sa] K. Saito, Period mapping associated to a primitive form, Publ. R.I.M.S. 19 (1983),
1231 - 1261.

[Sei] P. Seidel, Fukaya categories and Picard-Lefschetz theory, Zurich Lectures in Advanced
Mathematics. European Mathematical Society, (2008).

[Sh] N. Sheridan, Formulae in noncommutative Hodge theory, ArXiv1510.03795.
[Shk] D. Shklyarov, Matrix factorizations and higher residue pairings, ArXiv1306.4878.

222016 年に再版されるらしい。



ポリヘドラルプロダクトのホモトピー論

岸本　大祐 (京都大学)∗

1. はじめに
ポリヘドラルプロダクトは，（抽象）単体複体によって定まる直積空間の部分空間たちの
和集合として与えられる空間である．この構成は，ウェッジやジョインなど，ホモトピー
論において基本的な空間の構成法を組み合わせ的に拡張したものであり，その雛形は古
くに現れていた．（[27, 1]参照）単体複体を用いた現在の定式化は，Davis-Januszkiewicz

[8] による擬トーラス多様体に関する仕事において，モーメントアングル複体とDavis-

Januszkiewicz空間と呼ばれる単体複体により定まる空間が導入された後，それらの一
般化としてBahri-Bendersky-Cohen-Gitler [2] により与えられた．
定義より，ポリヘドラルプロダクトのトポロジーは，単体複体の組み合わせ情報に

より支配されるため，そのホモトピー不変量は単体複体の組み合わせ不変量を与える．
特に，あるポリヘドラルプロダクトのコホモロジーは，単体複体のStanley-Reisner環
やその導来代数と同型であることが知られており（[8, 3]参照），Stanley-Reisner環の
情報をもとに，ポリヘドラルプロダクトのホモトピー型を決定するという研究が行わ
れてきた．（[2, 16, 17, 13, 15]参照）また，最近では，Kätthanの仕事 [25]に見られる
ように，ポリヘドラルプロダクトに関する結果を，単体複体の組み合わせ論へと拡張
することも行なわれており，ポリヘドラルプロダクトのホモトピー論と組み合わせ論
との相互作用は，より興味深い展開を見せている．
2013年のトポロジーシンポジウムにおいて入江幸右衛門氏（大阪府立大学）がポリ

ヘドラルプロダクトの分解について講演された後，いくつか重要な進展があったので，
本講演ではこの進展を中心に，以下の項目について解説する：(i) ポリヘドラルプロダ
クトとStanley-Reisner環，(ii) ファットウェッジフィルトレーションとホモトピー分解，
(iii) Golod性と sequentially Cohen-Macaulay性，(iv) 今後の課題．ポリヘドラルプロ
ダクトにはトーリックトポロジーとのつながりという重要な側面があるが，今回はそ
れに関して具体的には触れないことにする．本講演の内容は入江幸右衛門氏との共同
研究にもとづいている．

2. ポリヘドラルプロダクトとStanley-Reisner環
2.1. ポリヘドラルプロダクトの定義

まず，ポリヘドラルプロダクトを定義しよう．以下，Kを頂点集合が [m] = {1, . . . ,m}
である（抽象）単体複体とし，(X,A)を空間対の族 {(Xi, Ai)}i∈[m]とする．部分集合
σ ⊂ [m]に対して，X1 × · · · ×Xmの部分空間

D(σ) = Y1 × · · · × Ym, Yi = Xi (i ∈ σ), Ai (i ̸∈ σ)

を対応させることで，単体複体Kは部分空間配置を定める．（実際はKの極大面だけで
定まるが，Kを考えるほうが便利である．）その和としてポリヘドラルプロダクトは定
2010 Mathematics Subject Classification: 55P15, 05E45, 52B22
キーワード：polyhedral product, moment-angle complex, Stanley-Reisner ring, Golodness
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義される：
ZK(X,A) =

∪
σ∈K

D(σ)

特に重要なポリヘドラルプロダクトは，ZK(CX,X), ZK(X, ∗)であり，本講演では
ZK(CX,X)を扱う．

例 2.1 任意の iで (Xi, Ai) = (R, 0)のとき，部分空間配置{D(σ)}σ∈KをKが定める座
標空間配置という．定義より，その和はZK(R, 0)である．KのAlexander双対を

K∨ = {τ ⊂ [m] | [m]− τ ̸∈ K}

で定めると，Kが定める座標空間配置の補空間はZK∨(R,R−0) ≃ ZK∨(D1, S0)となる．
この部分空間配置の複素化を考えると，その補空間はZK∨(C,C− 0) ≃ ZK∨(D2, S1)で
ある．ポリヘドラルプロダクトZK(D

2, S1),ZK(D
1, S0)は特に重要であり，それぞれ

モーメントアングル複体，実モーメントアングル複体と呼ばれ，ZK ,RZKで表される．

例 2.2 射影 (CXi, Xi)→ (ΣXi, ∗)は写像

ZK(CX,X)→ ZK(ΣX, ∗) (1)

を誘導する．K = ∂∆[m]のときを考える．ここで，∆[m]は頂点集合を [m]とする単体で
ある．m = 2のとき，この写像はWhitehead積X1 ∗X2 → ΣX1 ∨ΣX2であり，m > 2

のとき，Porter [27]はこの写像を高次Whitehead積と呼んだ．したがって，一般のK

に対して，写像 (1)は高次Whitehead積の一般化と考えられる．

ポリヘドラルプロダクトはZK(CX,X), ZK(X, ∗)は次のホモトピーファイブレー
ションにより，相互補完的に結びつけられている．

ZK(CΩX,ΩX)→ ZK(X, ∗)
incl−−→ X1 × · · · ×Xm (2)

また，ファイバーの包含写像は (1)においてXをΩXに置き換えたものを経由する．

2.2. Stanley-Reisner環

単体複体Kの可換環R上のStanley-Reisner環は

R[K] = R[v1, . . . , vm]/(vi1 · · · vik | {i1, . . . , ik} ̸∈ K)

により定義される．便宜上，viの次数は2とする．定義より次の同型をただちに得る．

H∗(ZK(BS
1, ∗);R) ∼= R[K] (3)

したがって，ZK(BS
1, ∗)と関係する空間によって，R[K]の導来代数を実現できる．例

えば，R[K]のコホモロジーはΩZK(BS
1, ∗)のコホモロジーと同型である．本講演で重

要なのは次の同型である．

命題 2.3 (Baskakov-Buchstaber-Panov [3]) 次の環同型が存在する．

H∗(ZK ;R) ∼= Tor∗R[v1,...,vm](R[K], R)

ただし，右辺の積はKoszul分解から誘導される．



この同型は，チェインレベルでの同型を具体的に記述することで，Baskakov-Buchstaber-
Panov [3]により得られたが，ホモトピーファイブレーション (2)のEilenberg-Mooreス
ペクトル系列に同型 (3)を代入することでも理解出来る．同型 (3)と命題 2.3の同型を
通してポリヘドラルプロダクトの性質を類推し，証明する，もしくは，ポリヘドラル
プロダクトの性質を単体複体の組み合わせ論へと還元するのが本研究の大きな目的で
ある．

注 2.4 ポリヘドラルプロダクトは Stanley-Reisner環だけではなく，群のグラフ積を
基本群で実現する．例えば，グラフΓに対して，ZΓ(BZ/2, ∗)の基本群は right-angled

Coxeter群と同型であり，ホモトピーファイブレーション (2)により，RZΓの基本群は
その交換子群と同型であることがわかる．このつながりに焦点をあてたポリヘドラル
プロダクトの研究も興味深い．（[10, 9, 29, 30]参照）

3. ファットウェッジフィルトレーションとホモトピー分解
3.1. BBCG分解

Hochsterは加群同型

Tor∗R[v1,...,vm](R[K], R) ∼=
⊕
I⊂[m]

H̃∗(KI ;R)

を示した．ただし， KI = {σ ∈ K | σ ⊂ I}．（Hochsterはさらに，環構造もこの同型を
通して組み合わせ的に記述している．）この同型を実現するポリヘドラルプロダクトの
性質が知られており，それが次のBBCG分解である．

定理 3.1 (Bahri-Bendersky-Cohen-Gitler [2]) 次のホモトピー同値が存在する．

ΣZK(CX,X) ≃ Σ
∨

∅≠I⊂[m]

|ΣKI | ∧ X̂I

ただし，X̂I =
∧

i∈I Xiである．

注 3.2 BBCG分解には酷似した先行結果 [23, 24]がある．また，これらの結果は [18]

により，一般化されている．

次の問題を考えよう．

問題 3.3 BBCG分解にもとづいて，ポリヘドラルプロダクトのホモトピー型を記述
せよ．

最も安直なアプローチは，「BBCG分解のサスペンションをはずす」というものであり，
これを出発点として，ポリヘドラルプロダクトのホモトピー論は発展してきた．もちろ
ん，任意の単体複体に対してサスペンションははずせないので，はずせる可能性のある
単体複体を見つける必要がある．その際に利用されるのが，単体複体のGolod性という
組み合わせ代数構造であり，これに関しては次節で述べる．今までにいくつかのGolod

性をもつ単体複体のクラスに対して，サスペンションははずされてきたが（[13, 16, 15]

参照），それぞれアドホックな手法で行われており，ポリヘドラルプロダクトの本質的
な性質を理解するまでには至っていなかった．さらに，Bahri-Bendersky-Cohen-Gitler



によるBBCG分解の証明は，ポリヘドラルプロダクトをサスペンションすることで得
られる性質にもとづいているため，（サスペンション抜きの）ポリヘドラルプロダクト
自体の構造とBBCG分解のつながりが明確ではない．よって，次の問題を考えよう．

問題 3.4 BBCG分解を誘導するポリヘドラルプロダクトの構造を発見し，調べよ．

3.2. ファットウェッジフィルトレーション

空間族X = {Xi}i∈[m]に対してk次ファットウェッジは

T k(X) = {(x1, . . . , xm) ∈ X1 × · · · ×Xm |xiのうちm− k個は基点}

で定められる，直積空間X1 × · · · ×Xmの部分空間であり，フィルトレーション

∗ = T 0(X) ⊂ T 1(X) ⊂ · · · ⊂ Tm−1(X) ⊂ Tm(X) = X1 × · · · ×Xm

を与える．このフィルトレーションはサスペンションすると分裂し，直積空間の標準
的な分解を与える：

Σ(X1 × · · · ×Xm) = Σ
m∨
i=1

T i(X)/T i−1(X), T i(X)/T i−1(X) =
∨

I⊂[m], |I|=i

X̂I .

（[21, 19]参照）この分解がBBCG分解の根底にあるので，次のフィルトレーションを
導入する．

定義 3.5 Z i
K(CX,X) = ZK(CX,X) ∩ T i(CX)とするとき，フィルトレーション

∗ = Z0
K(CX,X) ⊂ Z1

K(CX,X) ⊂ · · · ⊂ Zm
K (CX,X) = ZK(CX,X)

をZK(CX,X)のファットウェッジフィルトレーション（FWF）という．

FWFの構造を明らかにする上で，ZK(CX,X)のコーンパラメータを抜き出したポリ
ヘドラルプロダクトRZK（= ZK(D

1, S0)）が重要な役割を果たす．RZ i
K = Z i

K(D
1, S0)

とする．部分集合σ ⊂ [m]に対して，立方体 (D1)mの頂点

vσ = {(x1, . . . , xm) ∈ (D1)m |xi = −1 (i ∈ σ),+1 (i ̸∈ σ)}

を対応させることで，単体∆[m]の重心細分を立方体 (D1)mに区分線形的に埋め込むこ
とができる：

ic : |Sd∆[m]| → (D1)m, σ 7→ vσ.

この埋め込みは，m = 3のときは次のように描くことができる．

-
ic



さらに，この埋め込みは，次の埋め込みへ拡張される：

Cone(ic) : |Cone(Sd∆[m])| → (D1)m

したがって，SdK,Cone(SdK)はそれぞれ Sd∆[m],Cone(Sd∆[m])の部分複体なので，
埋め込み

ic : |SdK| → (D1)m, Cone(ic) : |Cone(SdK)| → (D1)m (4)

を得る．この埋め込みを詳しく調べると次がわかる．

補題 3.6 (Iriye-Kishimoto [17]) 埋め込み (4)は対の同相

(|Cone(SdK)|, |SdK|)→ (RZK ,RZm−1
K )

を与える．

上で与えられた写像 |SdK| → RZm−1
K をφKと書く．ここで重要なのは，φKは埋め

込み icの制限なので，組み合わせ的かつ明示的に与えられているということである．定
義より，RZ i

K =
∪

I⊂[m], |I|=iRZKI
なので，次がすぐにわかる．

定理 3.7 (Iriye-Kishimoto [17]) RZ i
Kは写像

φKI
: |SdKI | → RZ i−1

KI

でRZ i−1
K （⊃ RZ i−1

KI
）にコーンをはって得られる．ただし，I ⊂ [m]は |I| = iをみたす

ものすべてをはしる．特に，RZKのFWFはコーン分解である．

ここで，一般のZK(CX,X)にもどろう．RZKをZK(CX,X)のコーンパラメータの
空間だとみなすことで，写像

RZK ×X1 × · · · ×Xm → ZK(CX,X)

がつくれ，対の同相写像

(RZK ,RZm−1
K )× (X1 × · · · ×Xm, T

m−1(X))→ (ZK(CX,X),Zm−1
K (CX,X))

を誘導することがわかる．よって，Z i
K(CX,X) =

∪
I⊂[m], |I|=iZKI

(CXI , XI)なので，
定理 3.7から次がわかる．ここで，XI = {Xi}i∈Iである．

定理 3.8 (Iriye-Kishimoto [17]) 対の同相写像⨿
I⊂[m]
|I|=i

ΦKI
:
⨿
I⊂[m]
|I|=i

(|Cone(SdKI)|, |SdKI |)×(XI , T i−1(XI))→ (Z i
K(CX,X),Z i−1

K (CX,X))

が存在する．ただし，XI =
∏

i∈I Xiである．特に，ZK(CX,X)のFWFは Fox [11]の
意味でカテゴリー列である．



上記の通り，φKI
は組み合わせ的かつ明示的に与えられている．今，ΦKI

はφKI
を用

いて定められるので，定理 3.8はポリヘドラルプロダクトとKの組み合わせ論とを直
接結びつけることがわかる．これにより，ポリヘドラルプロダクトのホモトピー論と
組み合わせ論とのつながりがより強くなり，ポリヘドラルプロダクトに対するより深
い組み合わせ論的考察が可能となる．例えば，FWFを用いると，Kの組み合わせ情報
からBBCG分解のサスペンションはずしを行うことができる．（次節参照）
RZKとは異なり，一般にZK(CX,X)のFWFがコーン分解であるとは示せないが，

各Xiが co-H空間なら，高次Whitehead積を用いてFWFがコーン分解であることが示
せる．この事実をモーメントアングル複体の場合に記しておく．Z i

K = ZK ∩ T i(D2)と
する．

定理 3.9 (Iriye-Kishimoto [17]) I ⊂ [m], |I| = iに対して写像

φ̄KI
: |KI | ∗ Si−1 → Z i−1

KI

が存在し，Z i
KはZ i−1

K （⊃ Z
i−1
KI
）に φ̄KI

でコーンをはって得られる．ただし，I ⊂ [m]

は |I| = iをみたすものすべてをはしる．特に，ZKのFWFはコーン分解である．

3.3. ホモトピー分解

まず，BBCG分解がFWFから得られることを見る．James [21]の retractile argument

（もしくはその一般化である [18]）より，ZK(CX,X)のFWFはサスペンドすると分裂
する，すなわち，

ΣZK(CX,X) ≃ Σ
m∨
i=1

Z i
K(CX,X)/Z i−1

K (CX,X)

となることがわかる．さらに，定理 3.8より，

Z i
K(CX,X)/Z i−1

K (CX,X) =
∨

I⊂[m], |I|=i

|ΣKI | ∧ X̂I

となるので，BBCG分解を得る．したがって，FWFは我々が調べるべき対象であるこ
とがわかる．よって，定理 3.8から，写像ΦKを調べることで，BBCG分解のサスペン
ションをはずすということを理解できると期待される．さらに，ΦKはφKを用いて定
義されることから，φKを調べることでBBCG分解のサスペンションはずしを理解で
きると期待される．実際，次のことが証明できる．任意の I ⊂ [m]でφKI

≃ ∗となると
き，RZKのFWFは自明であるという．

定理 3.10 (Iriye-Kishimoto [17]) RZKのFWFが自明のとき，次のホモトピー同値
がある：

ZK(CX,X) ≃
∨

∅̸=I⊂[m]

|ΣKI | ∧ X̂I

この定理の逆の主張が一般に成り立つかどうかは未だに解決されておらず，かなり
難しい問題だと思われる．しかし，各Xiが co-H空間の場合は，BBCG分解のサスペ
ンションがはずれることと，FWFが自明となることの同値性が証明できる．したがっ
て，モーメントアングル複体に関して次が成り立つ．



定理 3.11 (Iriye-Kishimoto [17]) 次の条件は同値である．

1. ZKのFWFは自明である．

2. ZKは co-H空間である．

3. 次のホモトピー同値がある：

ZK ≃
∨

∅≠I⊂[m]

Σ|I|+1|KI |

4. Golod性とsequentially Cohen-Macaulay性
4.1. Golod性

定理 3.10が適用できる単体複体をさがそう．まず，BBCG分解のサスペンションがは
ずれるとき，ZK(CX,X)はサスペンション空間となる．特に，命題 2.3より，導来代
数Tor∗R[v1,...,vm](R[K], R)は任意の可換環Rで積と（高次）Massey積が自明となる．こ
の性質は古くから可換環論で考えられてきたGolod性と同値である．可換環のコホモ
ロジーのポアンカレ級数に関してある（等号を含む）不等式が成り立つことが知られ
ており，等号が成り立つとき，その可換環はGolodと呼ばれる．（[12]参照）Stanley-

Reisner環に限定すると，この不等式は，ZKのパスループファイブレーションに付随す
るEilenberg-Mooreスペクトル系列のE2項とE∞項のPoincaré級数の間の不等式とし
ても理解できる．したがって，Golod性とこのスペクトル系列がE2項でつぶれることは
同値である．さらに，このスペクトル系列の微分は，底空間ZKの積と（高次）Massey

積なので，命題 (2.3)から次を得る．

命題 4.1 (Golod [12]) R[K]がGolodであることと，Tor∗R[v1,...,vm](R[K], R)の積と（高
次）Massey積が全て消えることは同値である．

R[K]がGolodのとき，KはR上Golodという．以上より，BBCG分解のサスペン
ションをはずすには，Kが任意の環上でGolodでなければならないことがわかった．

注 4.2 Golod性の研究では，Berglund-Jöllenbeck [22, 4]の結果が広く使われてきたが，
最近，Kätthan [26]により，Jöllenbeck [22]の結果は間違っていることが発見され，そ
れに基づいて証明されたBerglund-Jöllenbeck [4]の結果が成り立たないことが証明さ
れた．したがって，Golod性に関する研究で，この結果を用いているものに関しては，
注意を要する．

4.2. Sequentially Cohen-Macaulay性

Golod性は単体複体のCohen-Macaulay性や shellabilityと関連付けて研究されること
が多い．単体複体KがR上Cohen-Macaulay（CM）とは，R[K]がCMであることを
いう．つまり，任意の極大イデアルmによる局所化Rmに対して，

dim Rm = depthRm

が成り立つことをいう．CM性は可換環論において重要な概念であり，対応する単体複
体の特徴づけがStanley [28]により与えられている．定義から，CM複体は純粋，つま
り，極大面は同次元であることがわかる．Stanley [28]は，CM性を非純粋な単体複体
へと一般化した．



定義 4.3 単体複体KがR上 sequentially Cohen-Macaulay（SCM）とは，任意の iに
対して，i次元の面で生成されるKの部分複体がR上CMであることをいう．

単体複体がCMであることと，純粋かつ SCMであることは同値である．SCM複体
のクラスには shifted，vertex-decomposable，shellableという興味深い部分クラスがあ
る．定義は割愛するが，次の包含関係だけは述べておく．（[28, 5, 6]参照）

shifted ⇒ vertex-decomposable ⇒ shellable ⇒ SCM

双対CM複体（Alexander双対がCM）がGolodであることは古くから知られており，
これは次に拡張できる．

命題 4.4 (Stanley [28]) 単体複体が R上双対 SCM（Alexander双対が SCM）なら，
R上Golodである．

したがって，双対 SCM複体に対してBBCG複体のサスペンションははずせると期
待できる．実際，SCM複体の部分クラスに関して，次が証明されている．

定理 4.5 (Iriye-Kishimoto [16], Grbić-Theriault [13]) Kが shifted複体（=双対
shifted複体）のとき，BBCG分解のサスペンションははずせる．

定理 4.6 (Grujić-Welker [15]) Kが双対vertex-decomposable複体のとき，ZK(D
n, Sn−1)

に関するBBCG分解のサスペンションははずせる．

FWFを用いてこの問題を考えよう．Kの極小非面とは，[m]の部分集合σで，σ ̸∈ K
だが，任意の v ∈ σに対してσ − v ∈ Kをみたすものである．K̂をKにすべての極小
非面を付け加えてできる単体複体とする．φKの組み合わせ的かつ明示的に定義を詳し
くみることで次を得る．

補題 4.7 (Iriye-Kishimoto [17]) 写像φK : |SdK| → RZm−1
K は |Sd K̂|を経由する．

したがって，φK ≃ ∗を証明するには，可縮な単体複体MでK ⊂ M ⊂ K̂を見つけ
ればよい．KがZ/p上双対SCM複体のとき，ホモロジーを調べると，K ⊂ L ⊂ K̂を
みたす単体複体Lで，|L|(p)が可縮なものが存在することがわかる．ここで，−(p)は素
数pでの局所化を意味する．したがって，(φK)(p)は定値写像にホモトピックであり，こ
れをすべてのpで寄せ集めることにより，φKは定値写像にホモトピックであることが
わかる．（詳しくは [17]参照）一方，KがZ/p上双対SCM複体のとき，任意の I ⊂ [m]

に対してKIも双対SCM複体である．したがって，次を得る．

定理 4.8 (Iriye-Kishimoto [17]) KがZ上双対SCM複体のとき，RZKのFWFは自
明である．

系 4.9 (Iriye-Kishimoto [17]) Kが Z上双対 SCM複体のとき，BBCG分解のサス
ペンションははずせる．

以上のように，FWFを用いると，単体複体Kの組み合わせ情報をポリヘドラルプロ
ダクトへと直接結びつけることで，ポリヘドラルプロダクトのホモトピー型の本質的
な理解につながる．



5. 今後の課題
最後に今後の課題をいくつかあげる．

問題 5.1 定理 3.10の逆は成立するか？

定理 3.10は同値性を主張しないが，定理 3.11では，モーメントアングル複体に関し
て，FWFの自明性とBBCG分解のサスペンションが外せることの同値性が証明されて
いる．では，RZKとZKのちがいはどこにあるのだろうか？最も大きな違いは，RZK

は単連結でないが，ZKは単連結なことである．実際，定理 3.11の証明では単連結性
が重要な役割を果たしている．RZKが単連結でないことから，定理 3.10の逆は，LS

カテゴリーに関するGanea予想と同様の困難さがあり，現在のところ，正しいのかど
うかの予想すら立っていない．
写像φK : |SdK| → RZm−1

K を調べる方法として補題 4.7を，前節で示した．これ以
外にも，φKのホモトピーファイーバーを調べるというのが [17]では提示されている．
また，その応用としてneighborly性の高い単体複体について考察されている．

定義 5.2 任意の σ ⊂ [m], |σ| = k + 1に対して σ ∈ Kとなるとき，Kを k-neighborly

という．

定理 5.3 (Iriye-Kishimoto [17]) Kが⌈dimK
2
⌉-neighborlyのとき，RZKのFWFは自

明である．

さらに dimK = 1[17]または閉曲面 [20]のときは neighborly性，Golod性，RZKの
FWFの自明性が同値であることが示された．（[20]参照）さらに，この結果はKätthan

[26]により，高次元多様体へと部分的に（同値性は含まない）拡張されている．これを
受けて，次の問題をあげる．

問題 5.4 Golod性，neighborly性，RZKのFWFの自明性が同値となる単体複体のク
ラスを見つけよ．

写像 (1)が高次Whtehead積の一般化であることは述べた．Kが shfted複体のときこ
の写像は高次Whitehead積（の合成）に他ならないことが [19]で示されている．（[14]

でも同様のことが考察されているが，致命的なミスがある．）

問題 5.5 BBCG分解のサスペンションがはずせる単体複体Kに対して，写像 (1)が高
次Whitehead積で表されることを示せ．

一般に写像 (1)は高次Whtehead積の合成ではない．したがって次の問題も重要で
ある．

問題 5.6 写像 (1)のホモトピー作用素としての性質を調べよ．

KのnスケルトンをK(n)で表す．ポリヘドラルプロダクトZK(CX,X)はKのスケ
ルトンから得られるフィルトレーション

ZK(0)(CX,X) ⊂ ZK(1)(CX,X) ⊂ · · · ⊂ ZK(m−1)(CX,X) = ZK(CX,X) (5)

をもち，FWFと
Z i

K(CX,X) ⊂ ZK(i+1)(CX,X)



により関係づけられる．このフィルトレーションはトーラス作用の観点からも重要で
あると考えられる．

問題 5.7 フィルトレーション (5)の性質を調べ，Stanley-Reisner環のレゾリューショ
ンとの関係を明らかにせよ．
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[4] A. Berglund and M. Jöllenbeck, On the Golod property of Stanley-Reisner rings, J. Alge-
bra 315 (2007), 246-273.

[5] A. Björner and M.I. Wachs, Shellable nonpure complexes and posets. I, Trans. AMS 348
(1996), 1299-1327; Shellable nonpure complexes and posets. II, Trans. AMS 349 (1997),
3945-3975.

[6] A. Björner, M. Wachs, and V. Welker, On sequentially Cohen-Macaulay complexes and
posets, Israel J. Math. 169 (2009), 295-316.

[7] V.M. Buchstaber and T.E. Panov, Torus actions and their applications in topology and
combinatorics, University Lecture Series 24, American Mathematical Society, Providence,
RI, 2002.

[8] M.W. Davis and T. Januszkiewicz, Convex polytopes, Coxeter orbifolds and torus actions,
Duke Math. J. 62 (1991), 417-451.

[9] M.W. Davis and P.H. Kropholler, Criteria for asphericity of polyhedral products: corri-
genda to“ Right-angularity, flag complexes, asphericity”, Geom. Dedicata 179 (2015),
39-44.

[10] M.W. Davis and M. Kahle, Random graph products of finite groups are rational duality
groups, J. Topol. 7 (2014), no. 2, 589-606.

[11] R.H. Fox, On the Lusternik-Schnirelmann category, Ann. of Math. (2) 42 (1941), 333-
370.

[12] E.S. Golod, On the homologies of certain local rings, Soviet Math. Dokl. 3 (1962), 745-
748.
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結び目理論の応用について
– DNA組換え酵素、高分子化学、統計力学的エントロピー –

下川　航也 (埼玉大学)∗

1. イントロダクション
環状DNAや多環状高分子化合物は、結び目、絡み目や空間グラフの構造を持ち、以前
から、結び目理論が応用されている（[1]など参照）。最近では、環状渦などにも応用が
及んでいる。本講演では、最近行った結び目理論の応用について議論する。これらの
研究は、山口大学の石原海氏他との共同研究である。

2. DNA組換えとバンド手術
環状DNAは、結び目や絡み目の構造を持つ。DNAの組換え酵素は、DNAのトポロ
ジーを変えるものがある。ここでは、その数学的モデルを考える。２重らせん環状DNA

を結び目としてモデル化する。このとき、DNA組換え酵素の働きは、結び目や絡み目
のバンド手術（や有理タングル手術）に対応する。バンド手術とは、結び目、絡み目
間の図1の様な局所変形である。バンドの部分以外で、結び目、絡み目の向きが一致し
ているとき、向きに同調した（coherent）バンド手術という。向きに同調したバンド手
術は、絡み目の成分数を1変化させる。

図 1: 結び目、絡み目の向きに同調したバンド手術。

特に、部位特異的組換え酵素を考え、部位の塩基配列を用いて向きを導入すると、そ
のバンド手術は結び目や絡み目の向きに同調したバンド手術となる。論文 [2]において、
DNA組換え酵素システムXer-dif-FtsKが組換えにより段階的にDNA絡み目を解いて
いく実験 [3]の様子を解明している。ここで、初めのDNAのトポロジーは図 2の様に
平行に向き付けられたトーラス絡み目 T (2, 2p)であることが知られており、何度かの
組換えにより自明な絡み目へと変形される。この実験では組換えの部位の数が 2つで
あるため、生成物は、結び目か2成分絡み目となる。実験データ [3]に基づき、まずは
「各組換えによりDNA結び目、絡み目の交点数が減少する」と仮定する。

定理 2.1. [2] DNAの組換えを向きに同調するバンド手術でモデル化する。DNA組換
えの列によりT (2, 2p)から自明な絡み目が得られたとし、各組換えは最後の組換えを
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除き交点数を減らすと仮定する。このとき、組換えは 2p回であり、得られるDNA結
び目、絡み目は図2の様な、トーラス絡み目、結び目T (2, k)である。

図 2: T (2, 2p)からの各組換えが交点数を下げると仮定すると、経路は一意に定まる。

次に、T (2, 6)からの組換えによる絡み目解消経路について、定理2.1の仮定を、少し
弱くすると他の経路も現れる。

定理 2.2. [5] T (2, 6)から6回の組換えで自明な絡み目が得られたとする。各組換えで、
交点数が変わらないか下がるとすると、その経路は図3の9つの経路のいずれかである。
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図 3: T (2, 6)からの組換えによる9つの絡み目解消経路。

定理2.2の証明には、向きに同調したバンド手術と絡み目不変量との関係 [6, 7, 8]等
を用いている。この問題に関連する論文として、[9, 10, 11]がある。

3. DNA組換えのメカニズム
次に、組換えのメカニズムの解明を行う。これは数学的には、バンド手術の特徴付けに
対応する。DNAの組換えは結び目と絡み目のバンド手術でモデル化されているとし、
バンド手術は結び目、絡み目の向きに同調したものであると仮定する。

3.1. これまでの結果
論文 [12]において、反平行に向きづけられた種数0のトーラス絡み目T (2, 2k)から自明
な結び目への向きに同調したバンド手術は、アイソトピーで一意となることを示して
いる。また、論文 [13]において、種数 1の 2橋結び目N(4mn−1

2m )から、反平行に向きづ



けられた種数0のトーラス絡み目T (2, 2k)へのバンド手術の特徴付けを行っている。こ
れ以前にも、[14, 15]等のバンド手術の分類が知られている。これらの結果は、DNA組
換えの実験の際に、DNA結び目、絡み目として現れるものに対応し、DNA組換えの
メカニズムの特徴付けに応用されている [2, 16]。

3.2. ファイバー絡み目とバンド手術
ここでは、ファイバー絡み目間のバンド手術の特徴付けに関する結果 [17]を紹介する。
バンド手術がファイバー絡み目のオイラー数を2以上変化させる場合は、小林毅氏に
より特徴付けがなされている [18]。そこで、ここではオイラー数が丁度1だけ変わる場
合の特徴付けを行う。
まず、曲面の変形である一般化されたホップバンディングを導入する。ホップバン
ディングでは、曲面に適切に埋め込まれた弧にそって、ホップアニュラスをプラミン
グする。一般化されたホップバンディング [17]では、曲面F ′上の 1点で自己交差する
弧 �で �∩ ∂F ′ = ∂�となるものを用意し、図の様にF ′に �に平行なバンド bを加えた新
しい曲面F = F ′ ∪ bを構成する。このとき、F はF ′から bに沿った一般化されたホッ
プバンディングで得られるという。一般化されたホップバンディングについては、Ken

Baker氏 [19]により美しい絵が描かれているので、参照して頂きたい。

b

F’ F’

図 4: 一般化されたホップバンディング。

LとL′をS3の絡み目とし、L′はLから bに沿った絡み目の向きに同調したバンド手
術で得られ、オイラー数についてχ(L′) > χ(L)を満たすとする。このとき、Lは bを
含むような緊張（taut）ザイフェルト曲面を持つ [12, 20, 21]。ファイバー絡み目の場合
には、緊張ザイフェルト曲面はファイバー曲面となる。

定理 3.1. [17] LとL′をS3の絡み目とし、L′はLから bに沿った向きに同調したバン
ド手術で得られ、χ(L′) = χ(L) + 1を満たすとする。このとき、以下が成立する。

1. Lがファイバー絡み目とする。このとき、L′がファイバー絡み目となるのは、L

のファイバー曲面Fが、L′の（緊張）ザイフェルト曲面F ′から bに沿った一般化
されたホップバンディングで得られるときである。

2. L′がファイバー絡み目とする。このとき、Lがファイバー絡み目となるのは、L

の（緊張）ザイフェルト曲面Fが、L′のファイバー曲面F ′から bに沿った一般化
されたホップバンディングで得られるときである。



この定理の系として、トーラス結び目、絡み目T (2, p)から得られるファイバー絡み
目の分類を行うことが出来る。

系 3.2. [17] L′がL = T (2, p) (p ≥ 2) から bに沿った向きに同調するバンド手術で得ら
れたとし、χ(L′) > χ(L)と仮定する。このとき、L′が素であれば、L′ = T (2, p− 1)と
なり、L′が連結和であればL′ = T (2, p1)#T (2, p2) (p1, p2 > 1, p1 + p2 = p)となる。さ
らに、バンド bのアイソトピー類も特徴付けられる。

このようなバンドの一つの例を図5に挙げる。

図 5: T (2, 7)からT (2, 3)#T (2, 4)へのバンド手術。

系 3.2と以前から知られている結果を用いると、図 2、3に現れる多くの組換えのメ
カニズムを与えることが出来る。また、論文 [17]においては、ファイバー絡み目間の
交差交換についての議論も行っている。

4. 流体力学における環状渦のトポロジー
最近、三葉結び目31が水の中の環状渦で構成されている [22]。その渦が図3の様に、絡
み目、結び目へと形を変える (reconnection)実験結果が報告されている。この変形もバ
ンド手術でモデル化されるため、この分野への結び目理論等の貢献が今後期待される。
この現象に関する文献として、[23, 24]が挙げられる。

5. 高分子化学への応用
5.1. 高分子化合物のトポロジー
東京工業大学の手塚育志研究室において、様々なグラフの構造を持つ多環状高分子化
合物が合成されている。最近の研究で、2部完全グラフK3,3の構造を持つ高分子化合
物が構成され [25]、AMSのウェブページでも取り上げられた。そのような背景のもと
に、現在、埼玉大学の深口駿氏がK3,3結び目の研究を行っており、今後それらのもつ
化学的性質の研究を行う。

5.2. 高分子化合物の命名法とその応用
様々なグラフの構造を持つ多環状高分子化合物が合成されるに至り、化合物の命名に
数学的な背景が必要になり、サイクルを持つグラフの命名を行っている。その命名法
と、対応する化合物の化学的性質との関連の研究を行っている。
我々が用いるグラフの命名法は、(d1, · · · , dv)�k の形のものである。ここでグラフG

に対し、(d1, · · · , dv)はGの各頂点の次数の列であり、�はGのループ数、kはそれら



が一致する場合の順番である。例えば、図 6のグラフは、G = (5, 3, 2, 2)11 = (5, 3, 22)11
と呼ばれる。この命名法は、結晶構造の研究のために論文 [26]により導入されたもの
と、基本的に一致する。
このようなグラフ構造を持つ多環状高分子化合物の化学的性質と、それらのより単
純な構造を持つ高分子化合物からの作成方法などの研究を行っている。

図 6: グラフG = (5, 3, 2, 2)11 = (5, 3, 22)11。

6. 格子結び目の統計力学的エントロピー
R3内の立方格子内の結び目に対し、最少ステップ数などの研究を行ってきた [27, 28, 29]。
この研究では、(2× 1)-チューブ領域 (R× [0, 2]× [0, 1])内の格子結び目について、その
指数関数的増大度に関する結果を報告する。
立方格子に埋め込まれた結び目（格子結び目）は自己排除体積鎖 (self-avoiding poly-

gon)の例であるが、希薄溶液内のDNAやタンパク質などの環状高分子（ポリマー）の
モデルとしてよく用いられる。その統計力学的エントロピーに相当する指数関数的増
大度 (exponential growth rate)は、物性研究の側面では重要なものである。
R3の原点を始終点とする立方格子内の長さがnの結び目の個数をpnとする。pnはn

が増加するにつれ、指数関数的に増加する。κ = limn→∞ n−1 log pnを指数関数的増大
度という。Kを結び目型とするとき、pn(K)で長さnのKの格子結び目の個数を表し、
κ(K) = limn→∞ log pn(K)でKの指数関数的増大度を表す。まず、自明な結び目01につ
いて、κ(01) < κが示された [30, 31]。このことから、「十分長い格子結び目が自明な結
び目になることは、指数関数的に稀である」ことが従う。さらに、任意の結び目型K
についてκ(K) < κであることが示された [32]。しかし、「どの結び目についても指数関
数的増大度が一致するか否か」という問題は現在でも未解決である（[33]等参照）。
論文 [29]において、(2× 1)-チューブ内の結び目は、2橋結び目、または、その連結和
であることを示している。また、(2× 1)-チューブ内の格子結び目に限定しても、自明
な結び目01についてκ(01)は存在し 0でないことが示されている [34]。今回の研究で、
(2× 1)-チューブ領域内の任意の結び目について、上記の問題を解決した。

定理 6.1. [35] Kを (2×1)-チューブ内で実現できる結び目型とする。このとき、κ(K) =

κ(01)である。

この定理は、次の結果を用いて示すことが出来る。



定理 6.2. [35] Kを結び目型がKである (2× 1)-チューブ内の格子結び目とする。この
とき、Kのみに依存する有限個数の切断を選び、その箇所で短いパターンを挿入する
と、Kを自明な格子結び目に変えることが出来る。

図 7: 31の格子結び目。図の色のついた長方形のところに交差交換に対応するパターン
を挿入すると、自明な格子結び目に変形できる。
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Non-Kähler complex structures on R4

粕谷　直彦 (青山学院大学社会情報学部)∗

1. 主定理とその背景

本稿では，筆者がAntonio J. Di Scala (Politecnico di Torino), Daniele Zuddas (KIAS)

とともに [1]において構成したR4に微分同相な non-Kähler complex surfaces の例およ

びそれらが満たす様々な性質について解説する．

はじめに，Kähler 性の定義を確認しておこう．

定義 1. (M,J)を complex manifold とする．M上に complex structure Jと両立する

symplectic form ωが存在するとき，(M,J)は Kähler であるという．ただし，ωがJと

両立するとは以下の2つの条件を満たすことを言う．

(1) 任意の0でない接ベクトルu ∈ TMに対して，ω(u, Ju) > 0が成立 (tamedness)．

(2) 任意の接ベクトルu, v ∈ TMに対して，ω(u, v) = ω(Ju, Jv)が成立 (J-invariance)．

任意の complex manifoldは局所的には Kählerであるから，問題は complex structure

と両立するωが大域的に取れるかどうかである．その意味において，Kähler 性および

non-Kähler 性は complex manifold の大域的な性質である（ここで言う Kähler 性は固

定した Hermite 計量に関する Kähler 性のことではなく，Kähler 計量の存在と同値で

あることに注意されたい）．実際，小平 [3]–[9]，宮岡 [11]，Siu[16]による以下の定理が

知られている．

定理 2. Compact complex surfaceに関して，Kählerであることと first Betti number

b1が偶数であることは同値である．

つまり，compact complex surfaceの場合はb1というトポロジーの情報のみからKähler

性，non-Kähler性が決まってしまう．一般の次元においても，compact Kähler manifold

の奇数次Betti number b2j+1は偶数である，というHodge theoryからの帰結があった．

ところが，non-compactな場合にはもはやこのような性質は成り立たない．実際，任意

のconnected open orientable 4-manifoldはKähler complex structureを許容することが

知られている．さらに一般次元の場合にも，b1が奇数のStein manifoldsが存在するこ

とはすぐにわかる．このように，non-compact complex manifoldの場合，そのトポロ

ジーの情報だけではnon-Kähler性を示すうえで役に立たない．唯一の手がかりは次の

補題である．

補題 3. ホモロジカルに自明な compact holomorphic curveを含む complex manifold

はnon-Kählerである．

証明は極めて容易である．Kähler manifold (M,J)内の compact complex curve Cは

Jと両立する symplectic form ωに対し，
∫
C
ω > 0を満たすから，ホモロジカルに非自
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明であるというだけのことである．しかし，この簡単な補題がこの話における 1つの

重要な鍵となる．さて，我々の問題は次の通りである．

問題 1. R2n上にnon-Kähler complex structureは存在するか？

この問題はn = 2の場合のみ未解決であった．これについて簡単に説明したい．

まずn = 1の場合，全ての complex curveはKählerなので答えは明らかにNoである．

一方，n ≥ 3の場合は Calabi と Eckmann によって Yes であることが示されている．

彼らは1953年に2つの奇数次元球面の直積上の complex structureを以下のような方法

で構成した．まず，2つのHopf写像 hp : S
2p+1 → CP p, hq : S

2q+1 → CP qの直積写像

hp,q : S
2p+1 × S2q+1 → CP p × CP qをとると，これは T 2 fiber bundleである．ここで

modulus τの elliptic curve S(τ)をとる．CP p × CP qの標準的な座標近傍系 {Ui × Uj}
(0 ≤ i ≤ p, 0 ≤ j ≤ q) に対し，Ui × Uj × S(τ)を貼り合せることによって hp,q が

holomorphic T 2 fiber bundleとなるようなS2p+1×S2q+1上の complex structureが構成

される．これが有名なCalabi-Eckmann manifold Mp,q(τ)である．このMp,q(τ)のopen

subsetを次のように取ることでR2n (n ≥ 3) 上のnon-Kähler complex structureが得ら

れるのである．まず，S2p+1 × S2q+1の自然な胞体分割を取り，その最大次元セルに対

応するMp,q(τ)のopen subsetをEp,q(τ)と表す．もしもp > 0, q > 0ならば，Ep,q(τ)は

hp,qのほとんどの elliptic fiberを含んでおり，しかもR2(p+q+1)と微分同相だから，上で

示した補題 3により，non-Kählerであることが従う (n ≥ 3という条件は，n = p+q+1,

p > 0, q > 0から来ている)．

では同様にしてR4上のnon-Kähler complex structureを構成できるではないか，と

思うかもしれないが，それは不可能である．というのもM0,1(τ)はHopf surfaceと一致

するため，E0,1(τ)はC2の open subsetだからである．従ってn = 2の場合には，別の

アプローチが必要となる．

そこで我々が注目したのが，松本幸夫氏と深谷賢治氏によって発見された S4から

S2への genus-one achiral Lefschetz fibrationの例である．これをMatsumoto-Fukaya

fibrationと呼ぶことにする．この例は4次元トポロジー論においてはよく知られたもの

だが，positive singularityとnegative singularityを1つずつ持つため，一見すると複素幾

何とは全く関係がないように思われる．しかし実は，その唯一のnegative singularityを

含む4-ballを取り除いてしまえば，残りの部分はR4と微分同相であり，しかもfibration

のそこへの制限がholomorphicとなるように complex structureを入れることができる．

すると，その holomorphic fibrationの regular fiberとして elliptic curveが含まれるの

で，補題 3よりR4上のnon-Kähler complex structureであることが分かる．これが今

回の構成法の概要である．即ち，主定理は以下の通りである．

定理 4. 1 < ρ2 < ρ−1
1 を満たす任意の実数の組 (ρ1, ρ2)に対し，以下の条件を満たす

complex manifold E(ρ1, ρ2)および surjective holomorphic map f : E(ρ1, ρ2)→ CP 1が

存在する．

(1) E(ρ1, ρ2)はR4と微分同相.



(2) f−1(0)は f の唯一つの singular fiberであり，nodeを 1つ持った immersed holo-

morphic sphereである.

(3) fの regular fiberは 2種類あり，embedded holomorphic torusと embedded holo-

morphic annulusである．

勿論この定理を証明するためには complex manifold E(ρ1, ρ2)を構成しなくてはなら

ないので，トポロジカルな情報だけでは不十分である．しかし，先ほどのMatsumoto-

Fukaya fibrationの全空間から negative Lefschetz singularityの近傍をくりぬくという

アイディアによって，R4を 2つのピースへ非自明に分解することができる．この分解

がE(ρ1, ρ2)を貼り合せで構成するための設計図を与えてくれるのである．そしてその

2つのピースそれぞれにcomplex structureを入れ，互いにbiholomorphicな貼り合せ領

域を指定し，biholomorphismによって解析的貼り合せを行う．その際，設計図を睨み

ながら，トポロジカルには貼り合せがMatsumoto-Fukaya fibrationと同じになるよう

適切に貼り合せ領域を指定しておけば，構成した complex manifoldがR4と微分同相に

なるようにコントロールできるということである．その詳細については，２章・３章

で述べることとする．

４章では complex manifold E(ρ1, ρ2)の性質および応用について詳しく述べる．その

うち顕著なものをいくつか先行して紹介しておこう．

まず (ρ1, ρ2) ̸= (ρ′1, ρ
′
2)ならば，E(ρ1, ρ2)とE(ρ′1, ρ

′
2)は互いにbiholomorphicでない，

ということが挙げられる．このことは，E(ρ1, ρ2)上の compact holomorphic curveの分

類を用いて証明することができる．結果として，R4上には非可算無限個のnon-Kähler

complex structureがあることが分かる．

さらにこれを利用すれば，任意の connected open orientable 4-manifoldは非可算無

限個の non-Kähler complex structureを許容することが分かる．先ほども述べた通り，

Kähler complex structureの存在については知られているが，その基本的考え方はCP 2

へのはめ込みを使って complex structureを引き戻すというものであった．これと同じ

ことを行き先をE(ρ1, ρ2)の1点blow upにとりかえて行うのである．

境界の持つ性質についても述べておこう．E(ρ1, ρ2)の境界は3次元球面に微分同相で

あるが，complex manifoldの内側へ少しだけ摂動することによって，strictly pseudocon-

cave boundaryにすることが出来る．こうしてできた新たな境界はovertwisted contact

3-sphereであることが容易に示される．つまり，E(ρ1, ρ2)の境界の近傍を少しだけ削

ることで，overtwisted contact 3-sphereの concave holomorphic fillingを構成すること

ができる．これは overtwisted contact 3-manifoldの concave holomorphic fillingの初

めての例である．さらに副産物として，E(ρ1, ρ2)はいかなる compact complex surface

にも埋め込まれないということも分かる．なぜなら，overtwisted contact manifoldは

convex holomorphic fillingを持たないからである．

このように4次元トポロジー・微分位相幾何学の立場から複素幾何や接触幾何の分野

に大きく貢献できるという点が本稿で最も伝えたいことである．それでは，その話の

根幹となるE(ρ1, ρ2)の構成を詳しく見ていこう．



2. The Matsumoto-Fukaya fibration

1980年代前半に松本幸夫氏と深谷賢治氏は以下のような構成によってS4からS2への

genus-one achiral Lefschetz fibrationを発見した [10]．まずHopf fibrationH : S3 → CP 1

とその suspension ΣH : S4 → S3を用意し，その合成fMF := H ◦ΣHをとる．すると，
fMFの regular fiberは2-torusとなり，suspensionの2つのpinched pointがちょうど正

と負のLefschetz singularityとなる．この torus fibration fMF : S
4 → S2をMatsumoto-

Fukaya fibrationと呼ぶ．

fMF にはただ 2つの singular fiberがある．正の singularityを持つ方をF1, 負の sin-

gularityを持つ方を F2としよう．すると，S
4は F1の tubular neighborhood N1と F2

の tubular neighborhood N2 の貼り合わせとして表せることが分かる．実際，S
2 を

S2 = D1 ∪D2（ただし，fMF (Fj) ∈ Dj, ∂D1 = ∂D2）と 2つのdiskの和に分解したと

き，N1 := f−1
MF (D1), N2 := f−1

MF (D2)と定義すれば確かにそのようになっている．

fMFのNjへの制限をfjとおこう (j = 1, 2)．すると，f1 : N1 → D1は正の singularity

を 1つだけ持つ genus-one Lefschetz fibrationであり，f2 : N2 → D2は負の singularity

を 1つだけ持つ genus-one achiral Lefschetz fibrationである．Monodromyはそれぞれ

vanishing cycleに沿った right-handed Dehn twist, left-handed Dehn twistとなる．従っ

て，∂N1と∂N2は確かに互いにorientation reversing diffeomorphicである．

次に，∂N1と∂N2はどのようなdiffeomorphismで貼り合わされているのかをはっき

りさせよう．そのためにKirby diagramを見る．Matsumoto-Fukaya fibrationのKirby

diagramは図1の通りであることがよく知られている（例えば [13], Figure 8.38を参照）．

図 1: The Matsumoto-Fukaya fibration on S4.

この diagramを説明しよう．まず，グレーの部分は 0-handleに 2つの 1-handleを貼

り合わせたonce punctured torusとなっている．ここへ4つの2-handleが以下のように

貼り付けられる．まず，framing 0の 2-handleによって，once punctured torusの穴が

ふさがれて torusとなる．これが torus fibrationの regular fiberに相当する．さらに左

側の 1-handleを通る形で framing −1, framing 1の 2つの 2-handleが貼り付けられる．

これらはそれぞれ正と負のLefschetz singularityのvanishing cycleに対応する2-handle

である．最後に，右側の 1-handleを通る形で framing 1の 2-handleが貼り付けられる．

結局この 2-handleが ∂N1と ∂N2を貼り合わせる際にどうひねっているかを表してい

るのである．従って，この diagramから分かることをまとめると次のようになる．ま



ず，正と負の singularityに対応した 2つの vanishing cycleは一致している．そこでそ

れが表すT 2 fiberの 1次ホモロジーをmeridianと見ることにすれば，∂N1と ∂N2の貼

り合わせはT 2 fiberの longitudeに沿った 1回ひねり（正確には自明な貼り合わせの後

にmultiplicity-1 logarithmic transformationを行うということ）である．従って，この

貼り合わせを絵で表すと図2のようになる．

図 2: The gluing of N1 and N2.

さてこの貼り合わせによって，N1 ∪ N2 = S4となることが分かったから，今度は

N2からnegative singularityの近傍X ∼= B4を取り除くことを考えよう（Xは緑色の部

分）．XはD2上のnegative singularityを 1つだけ持つ annulus fibration (monodromy

は left-handed Dehn twist) の全空間なので，確かにnegative Lefschetz singularityの近

傍の standard modelであり，B4と微分同相である．よって，その補集合N1 ∪ (N2\X)

はR4と微分同相になる．

ところで，N2\Xにはもはや singularityはないので，D2上の trivial annulus fibration

の全空間，即ちA×D2 (Aはannulus)と微分同相である．これに注意すれば，以下の

補題が得られる．

補題 5. A ×D2をN1に以下のように貼り合せる. 各 t ∈ ∂D2 = −∂D1
∼= S1に対し,

A×{t}は各ファイバーf−1
1 (t) ∼= T 2の thickened meridianとして埋め込まれ, t ∈ S1が

1周する間にT 2の longitude方向に1周する. 得られる多様体はR4に微分同相である.

このようにして，R4をN1とA×D2の和という形で非自明に分解することが出来た．

これがE(ρ1, ρ2)の設計図である．また，f : E(ρ1, ρ2)→ CP 1はトポロジカルにはfMF

をN1 ∪ (N2\X)へ制限したものである．あとはこれらを complex manifoldによって実

現していけばよい訳である．



最後にN1∪(N2\X) ∼= R4のKirby diagramを記しておこう．それは図3のようになる．

図 1と比較したとき，取り除くべきXは vanishing cycleを表す framing 1の 2-handle,

3-handle, 4-handleの和に他ならないからである．

図 3: The map f on S4\X ∼= R4.

3. E(ρ1, ρ2)の構成

前章で得られた結果を踏まえ，この章では complex manifold E(ρ1, ρ2)の構成を行う．

具体的には，補題 5で得られた2つのピースN1とA×D2へ complex structureを入れ，

それぞれに貼り合せ領域を適切に指定するということを行う．

以下，次のような記号を用いる．

∆(r) := {z ∈ C | |z| < r} , ∆(r1, r2) := {z ∈ C | r1 < |z| < r2} .

また，ρ0, ρ1, ρ2は 0 < ρ0 < ρ1 < 1 < ρ2 < ρ−1
1 という条件を満たす実数とする．

まずはそれぞれのピースにcomplex structureを入れる．A×D2の方は簡単で，holo-

morphic annulusとholomorphic diskの直積∆(1, ρ2)×∆(ρ−1
0 )を取ればよい．一方，N1

はgenus-one Lefschetz fibration f1 : N1 → D1の全空間だから，これがelliptic fibration

となるようなcomplex structureを入れればよい．そのためには以下のelliptic surface内

の I1型 singular fiberの近傍モデルが適している．まず，∆(0, ρ1)上の elliptic fibration

π : C∗ ×∆(0, ρ1)/Z→ ∆(0, ρ1)

を考える．ただし, n ∈ Zの作用は

n · (z, w) = (zwn, w)

で与えられている．これを∆(ρ1)上に延長し，singular elliptic fibration g1 : W → ∆(ρ1)

を得る．これが小平による I1型 singular fiberの近傍モデルである ([4]) ．

このWと直積 ∆(1, ρ2)×∆(ρ−1
0 ) を複素解析的に貼り合せることによって, E(ρ1, ρ2)

を構成する．直積の方からは ∆(1, ρ2)×∆(ρ−1
1 , ρ−1

0 )を貼り合せ領域として取ってくる．

Wの方からは ∆(1, ρ2)×∆(ρ0, ρ1) とbiholomorphicな貼り合せ領域を以下のようにし

て取る．多価正則関数 φ : ∆(ρ0, ρ1)→ C∗ を

φ(w) = exp

(
1

4πi
(logw)2 − 1

2
logw

)



によって定める．すると，

φ(rei(θ+2π)) = reiθφ(rei(θ)) = wφ(w) (1)

を満たすので，φは1 ∈ ZのC∗への作用と両立し，πのholomorphic sectionを定める．

そこで，このφを用いて

Y := {(zφ(w), w) ∈ C∗ ×∆(ρ0, ρ1) | z ∈ ∆(1, ρ2)}

とすれば，Y はZの作用で不変であり，V := Y/Zはφの定めるholomorphic sectionに

沿った∆(1, ρ2)×∆(ρ0, ρ1) とbiholomorphicな領域となる．このV がW内の貼り合せ

領域である．貼り合せ領域同士のbiholomorphism jは

j : V ∼= ∆(1, ρ2)×∆(ρ0, ρ1)→ ∆(1, ρ2)×∆(ρ−1
1 , ρ−1

0 ); (z, w) 7→ (z, w−1)

によって与える. あとは

E(ρ1, ρ2) := W ∪j

(
∆(1, ρ2)×∆(ρ−1

0 )
)

と定義すればよい.

これがR4に微分同相であることは以下のように示される．貼り合せ領域V は∆(1, ρ2)

をfiberとするφによって自明化された直積だから，φが満たす条件 (1)に注目すれば，

wが0のまわりを1周するたびに∆(1, ρ2)はelliptic curveの longitude方向へ1周回って

いることが分かる．というのも (1)から，φの値はwの偏角を2π増やすとwの積によっ

て変化するが，それは∆(1, ρ2)が elliptic curve C∗/Zの中で次の基本領域へ移動するこ
とに対応するからである（ただし，C∗の偏角方向がmeridian, 動径方向が longitudeに

対応していることに注意せよ）．従って，Wと∆(1, ρ2)×∆(ρ−1
0 )の貼り合わせはトポ

ロジカルには補題 5のものと一致しており，E(ρ1, ρ2)はR4に微分同相である．

最後に f を構成する必要があるが，これは単に∆(ρ1), ∆(ρ−1
0 )への射影をとればよ

い．即ち，W上では g1, ∆(1, ρ2)×∆(ρ−1
0 )上では2nd factorへの射影として定義する．

∆(ρ1)と∆(ρ−1
0 )は貼り合せ領域のbiholomorphism

∆(ρ0, ρ1)→ ∆(ρ−1
1 , ρ−1

0 ); w 7→ w−1

によって貼り合わさってCP 1をなすから，f : E(ρ1, ρ2)→ CP 1が定義されるのである．

このようにして構成されたE(ρ1, ρ2)および fが主定理の条件を満たしていることは

もはや明らかであろう．

4. E(ρ1, ρ2)の性質および応用

最後に，これまでに明らかとなっているE(ρ1, ρ2)と fの性質（[1], [2]を参照）につい

て述べる．まず以下のように，compact holomorphic curveを容易に分類することがで

きる．

補題 6. E(ρ1, ρ2)内の compact holomorphic curveはfの compact fiberである．



Proof. i : C → E(ρ1, ρ2)を compact holomorphic curveとする．即ち，C は compact

Riemann surface, iはholomorphic immersionとする．このとき，合成f ◦ i : C → CP 1

が constant mapであることを示せばよい．f ◦ iは compact Riemann surfaceの間の

holomorphic mapであるから，branched covering mapかconstant mapのいずれかであ

る．ところが，この写像はC → E(ρ1, ρ2)→ CP 1と contractible space E(ρ1, ρ2) ∼= R4

を経由しているため null-homotopicであり，branched covering mapとはなり得ない．

よって，f ◦ iは constant mapである．

つまり，compact holomorphic curveは f−1(w) (w ∈ ∆(ρ1)) のみである．w ̸= 0な

らば，f−1(w)はmodulusが
1

2πi
logwの elliptic curveである．この分類を踏まえると，

R4上に非可算無限個のnon-Kähler complex structureが存在することが証明できる．

定理 7. (ρ1, ρ2) ̸= (ρ′1, ρ
′
2)ならば，E(ρ1, ρ2)とE(ρ′1, ρ

′
2)は互いにbiholomorphicでない．

Proof. 対偶を示す．即ち，biholomorphism Φ: E(ρ1, ρ2) → E(ρ′1, ρ
′
2)が存在すると仮

定して，ρ1 = ρ′1, ρ2 = ρ′2であることを示す．Φは compact curveを compact curveに

写すから，Φ(W ) = W ′となる．さらに，elliptic curveは同じmodulusの elliptic curve

に写るから，ΦはW上fiberwise biholomorphismであり，base map ∆(ρ1)→ ∆(ρ′1)は

identityである．よって，ρ1 = ρ′1である．さらに analytic continuationにより，Φは

E(ρ1, ρ2)全体でfiberwise biholomorphismであることが分かる．従って，annulus fiber

∆(1, ρ2)はannulus fiber ∆(1, ρ′2)とbiholomorphicとなり，ρ2 = ρ′2である．

次に，Picard group Pic(E(ρ1, ρ2))が非可算であることを示す．ここで，OCP 1(k)は

CP 1上の first Chern class kの holomorphic line bundle, Lkはその f による引き戻し

（E(ρ1, ρ2)上に誘導される line bundle）とする．また fによる line bundleの引き戻し

によって定まるPicard groupの間のhomomorphismをf ∗で表す．

定理 8. f ∗ : Pic(CP 1) → Pic(E(ρ1, ρ2))は injectiveであり，Pic(E(ρ1, ρ2))は非自明な

complex vector spaceである．

Proof. Lkが自明であることを仮定して，OCP 1(k)が自明であることを示せばよい．Lk

の nonvanishing holomorphic section τ をとる．一方，OCP 1(k)も ∆(ρ1), ∆(ρ−1
0 ) そ

れぞれの上では自明なので，σ1, σ2という部分的な nonvanishing holomorphic section

がとれる．これらを f で引き戻せば，W1 := W 上の nonvanishing section f ∗(σ1)と

W2 := ∆(1, ρ2) × ∆(ρ−1
0 )上の nonvanishing section f ∗(σ2)を得る．従って，Wj 上の

holomorphic function τj (j = 1, 2) が

τ |Wj
= τjf

∗(σj)

によって定まる．ところがW1 = W は compact fibersで foliateされているから，τ1

は fiberwise constantである，つまり∆(ρ1)上の holomorphic function u1が存在して，

τ1 = f ∗(u1)となる．共通部分V =W1 ∩W2においては

f ∗(u1σ1) = τ2f
∗(σ2)



が成り立つから，τ2もV 上においてはやはりfiberwise constantである．ここでanalytic

continuationを用いれば，τ2はW2全体でfiberwise constant, 即ち∆(ρ−1
0 )上のholomor-

phic function u2が存在して，τ2 = f ∗(u2)となる．すると，u1σ1とu2σ2はOCP 1(k)の

nonvanishing holomorphic sectionを定めるから，OCP 1(k)は自明となる．これでf ∗の

injectivityが示された．

よく知られている通り Pic(CP 1) = Zなので，Pic(E(ρ1, ρ2))は Zを含む．さらに，
sheaf cohomologyの long exact sequenceを見れば，

Pic(E(ρ1, ρ2)) = H1(E(ρ1, ρ2),O∗) ∼= H1(E(ρ1, ρ2),O)

であることが分かる．H1(E(ρ1, ρ2),O)は complex vector spaceだから，Pic(E(ρ1, ρ2))

も complex vector spaceと見なせ，しかもZを含むので非自明である．

同じような議論により，E(ρ1, ρ2)上のholomorphic vector bundle Lk1⊕Lk2⊕· · ·⊕Lkn

(k1 ≤ k2 ≤ · · · ≤ kn) は全て異なることが分かる．さらにその全空間をとればR2n+4

上の互いに biholomorphicでない non-Kähler complex structureが得られる．これら

がCalabiとEckmannによって構成された complex structureと異なることは compact

holomorphic curveの分類を見れば明らかである ([2], Theorem 4) ．

さて次に，以下の定理を証明しよう．

定理 9. 任意のconnected open orientable 4-manifoldM4は非可算無限個のnon-Kähler

complex structureを許容する．

これを証明するためには次のPhillipsの定理 [15]が重要となる．

定理 10. Mをopen manifoldとする．このとき微分をとる写像

d : Sub(M,V )→ Epi(TM, TV ); f 7→ df

は弱ホモトピー同値である．ただし，Sub(M,V )はMから V への submersion全体の

空間，Epi(TM, TV )はTMからTV への surjective homomorphism全体の空間である．

これを用いると例えば，M が parallelizableならばM から Rn (n ≤ dimM) への

submersionが存在する，ということが分かる．従って，M4が parallelizable open 4-

manifold (open spin 4-manifoldと言っても同値) ならばC2への immersion g : M4 →
C2 が存在することが分かる．この gを使ってC2の complex structureを引き戻せば，

M4にKähler complex structureを入れることができる．M4が一般の connected open

orientable 4-manifoldである場合は，行き先をCP 2に変更すれば同様の議論ができる．

尚，M4上のalomost complex structureの存在はTeichner-Vogt [17]およびGompf [12]

によって示されている．このことを踏まえて，定理 9を証明する．

Proof. M4が spinの場合 (つまり paralleizableな場合) のみ証明を与えることとする．

定理 10より，M4から E(ρ1, ρ2) ∼= R4への immersion h : M4 → E(ρ1, ρ2)が存在す

る．ここで以下のようにして，h(M4)が elliptic curveを含むように rescalingしておけ



ば，引き戻しによって得られるM4上の complex structureはnon-Kählerとなる．hは

immersionだから，十分小さい 4-ball B ⊂ M4をとれば，その上で embeddingとなる．

ここで，ρ′1 < ρ1, ρ
′
2 < ρ2を満たすE(ρ′1, ρ

′
2)をとると，E(ρ

′
1, ρ

′
2) ⊂ E(ρ1, ρ2)となって，

R4内にopen 4-ballが埋め込まれた形となる．h(B) ⊂ E(ρ1, ρ2)もR4内のopen 4-ballだ

から，h(B)をE(ρ′1, ρ
′
2)へ写すR4のdiffeomorphismが存在する．このdiffeomorphism

との合成をとって rescalingすることにより，元々 h(B) = E(ρ′1, ρ
′
2)であるとしてよい．

この hによってE(ρ1, ρ2)の complex strcutreを引き戻してM4上に complex structure

を入れると，そこにはE(ρ′1, ρ
′
2)が holomorphicに埋め込まれている．よって，M4は

non-Kähler complex structureを許容する．(ρ1, ρ2)と (ρ′1, ρ
′
2)を変えることで含まれる

elliptic curveのmodulusをコントロールできるから，非可算無限個存在することもす

ぐにわかる．また，M4がnon-spinの場合には，E(ρ1, ρ2)の代わりにその1点blow up

を用いれば同様の議論を行うことができる．

最後に，E(ρ1, ρ2)の境界の性質について述べる．

定理 11. 境界 ∂E(ρ1, ρ2)のカラー近傍Aであって，∂(E(ρ1, ρ2)\A)が strictly pseudo-

concave boundaryとなるものが存在する．このとき，新たな境界はnegative overtwisted

contact 3-sphereとなる．

即ち，E(ρ1, ρ2)の境界のカラー近傍Aを削ることにより，overtwisted contact 3-sphere

の concave holomorphic fillingが得られるということである．この contact structureは

negative Hopf bandに対応する negative contact structure, 言い換えると，S3 上の

standard contact structureをHopf fiberに沿って half Lutz twistしたものに negative

orientationを入れたものである．このことは，E(ρ1, ρ2)を構成する過程で取り除いた

Xがnegative Lefschetz singularityの近傍の standard modelであったことを考えれば，

自然なことに感じられるだろう．

証明の際には，strictly pseudoconcavityのみを示せば十分である．というのも，strictly

pseudoconcave boundaryには complex tangencyによってnegative contact structureが

誘導される，というのは一般論であるし，さらにd3-invariantを見ればcontact structure

のホモトピー類が決まってしまうからである．従って，E(ρ1, ρ2)内に境界のS3を内側

に摂動した形のconcave hypersurfaceを作ればよい．その構成については本予稿では省

略し，トポロジーシンポジウムの講演において詳しく述べることとしたい．
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曲面の写像類群の線型性問題の視覚化について
笠原　泰 (高知工科大学)∗

概 要
高種数の曲面の写像類群に関する基本的な未解決問題に, 線型性問題がある.
本稿では, 写像類群の線型性に関する既知の結果を概観した後, 筆者が「線型
性問題の視覚化」と呼ぶ, 閉曲面および 1点穴開き曲面の写像類群が線型と
なるための, ある意味幾何的な必要十分条件 [17]について紹介したい.

1. 序
1.1. 写像類群とその線型性問題
向き付け可能な曲面 (2次元多様体)に対し, 向きを保つ同相写像のイソトピー類全体の
成す群を, その曲面の写像類群という. 考える曲面の型や, 考えるイソトピーの種類に
応じて写像類群にはいくつかの変種がある. 以下, これらを単に写像類群という. 写像
類群は低次元トポロジーの他, 幾何的群論, 代数幾何, 数論, 数理物理などとも関連を持
ち, 現在までに様々な観点から活発に研究されている.

しかし, 古くからある基本的な問題である線形性, すなわち 或る体上の忠実な有限次
元線型表現の存在問題については, 曲面の型が単純な場合を除き, 未解決のまま残って
いる. ここで, 群の線型表現が忠実とは, 対応する線型変換群への準同型が単射である
ことをいう. 以下, 群は体K上の忠実な有限次元線形表現を持つとき, K線型というこ
とにする.

1.2. 既知の結果
Σgで種数 gの有向閉曲面を表す. その写像類群Mgは定義により, Σgの向きを保つ同
相写像のイソトピー類全体の成す群である. 種数 gの1点穴開き曲面Σg,∗を ,Σgと固定
された基点∗ ∈ Σgの組と定める. Σg,∗の写像類群Mg,∗を, 基点を保つΣgの向きを保つ
同相写像のイソトピー類全体の成す群として定める. 但しイソトピーは常に基点を固
定し続けるもののみを考える.

種数 g = 1の場合, M1とM1,∗は共に SL(2,Z)と同型であることが古典的に知られ
ている. 従ってこれらの写像類群はQ線型である. 種数 g = 2の場合は, 2000年になっ
てM2の線型性が初めて確立された (Korkmaz [20], Bigelow–Budney [5]). これは, 先
だってBigelow [4], Krammer [23]により確立した, Artin組みひも群Bnの線型性と, Bn

と穴開き球面の写像類群との関係, およびM2と6点穴開き球面の写像類群の関係を記
述するBirman–Hilden理論 [7]を組み合わせることで示された.

M2,∗の線型性は, g ≥ 3に対するMgおよびMg,∗の線型性と同様に未解決である.

1.3. 高種数の難しさについて
1.3.1. Lawrence表現の不存在
比較のため, まず組みひも群Bnの有限次元線型表現であるLawrence表現 [24]を思い出
す. 2次元円板D2に対し, n個の内点からなる部分集合Pnを固定する. D2とPnの組
∗〒 782-8502 高知県香美市土佐山田町 高知工科大学 共通教育教室
e-mail: kasahara.yasushi@kochi-tech.ac.jp



をDnとかく. Dnの写像類群, すなわちn点穴開き円板の写像類群は, Pnを集合として
固定するD2の向きを保つ同相写像で, 境界上恒等写像であるもののイソトピー類全体
の成す群として定義される. ただし, イソトピーは, Pnと境界の点を常に固定するもの
のみを考える. すると, Dnの写像類群は, 組みひも群Bnと同一視できる. Cm(Dn)で
D2 ∖ Pnのm点配置空間 (順序なし)を表す. Cm(Dn)の 1次コホモロジー群にはBnが
自然に作用し, その不変部分は,

H1(Cm(Dn);Z)Bn ∼=

{
Z (m = 1);

Z⊕ Z (m ≥ 2)

である ([24]). この不変部分に対応するCm(Dn)のアーベル被覆のm次ホモロジー群は,

被覆変換群Z (m = 1) またはZ⊕ Z (m ≥ 2)のZ係数の群環を基礎環とする, Bnの有
限次元線型表現を定める. m = 1のとき, この表現はBurau表現と一致し, n = 3の場
合忠実であることが知られていた (Magnus–Peluso [26]). BigelowとKrammerが示し
たのは, m = 2の場合に得られる線型表現が忠実ということであった.

同様の構成を, 境界成分を1つもつ, 種数g ≥ 1のコンパクト有向曲面Σg,1と, その写
像類群Mg,1に対して考える. ここに,Mg,1は Σg,1の向きを保つ同相写像で境界上恒等
写像であるもの全体の, 境界上の各点を動かさないイソトピーによる商として得られる
群を表す. するとm ≥ 1に対し,Mg,1加群として

H1(Cm(Σg,1);Z) ∼= H1(Σg,1;Z)⊕ Z/2Z

(但しMg,1のZ/2Zへの作用は自明)となることから(c.f. Scott [29], Bellingeri [3]),得ら
れるMg,1の線型表現は, Cm(Σg,1)の高々2重被覆のm次ホモロジー群となり, Cm(Σg,1)

そのもののm次ホモロジーと比較して, 情報が大きく増えることが期待できない. ま
た, 後者の定めるMg,1の線型表現のカーネルは, mについてすべて併せると, Mg,1の
Jonhnson filtration と一致することが知られている (Moriyama [27]).

1.3.2. Aut (Fn)との比較
Fnで階数nの自由群, Aut (Fn)でFnの自己同型群を表す. Aut (F2)が線型であること
は, B4の線型性から従う (Krammer [22]). この場合を除いた n ≥ 3に対し, Aut (Fn)

は線型でないことがFormanek–Procesi [11]により示されている. 一方,Mg,1はF2gと
同型なΣg,1の基本群に作用し, Dehn–Nilsen型定理によれば,Mg,1はこの作用を介して
Aut (F2g)の比較的大きな部分群と見なせる:

Mg,1
∼= {f ∈ Aut (F2g) ; f(ζ) = ζ}

但し, ζはF2gの適当な自由生成系a1, b1, . . . , ag, bgに対し, ζ = [a1, b1][a2, b2] · · · [ag, bg].
しかし, Formanek–Procesiの手法を直接用いても, g ≥ 2に対してMg,1の非線型性を
導くことはできないことが Brendle–Tehrani-Hamidi [8]により確認されている.

1.3.3. 位相群の格子問題
最近になり,閉曲面または一般個数の穴開き曲面の写像類群で,第2可算公理をみたす局
所コンパクト連結位相群の格子 1 となるものが Kida [19]により完全に決定されている.
1局所コンパクト位相群Gの格子とは, Gの離散部分群Γで, 商空間G/Γが, Gの左かけ算による作用
で不変な, 正則Borel確率測度を持つものをいう.



それによれば,種数g ≥ 1のとき,そのような格子となり得るのはM1
∼=M1,∗ ∼= SL(2,Z)

に限る. なお, 同じ結果によれば, 5点以上の穴開き球面の写像類群もそのような格子に
なることを禁止されているが, 他方, 上に引用した Korkmaz [20], Bigelow–Budney [5]

によれば, 穴開き球面の写像類群はすべて線型である.

1.4. 低次元表現の分類
関連する話題として, 写像類群の低い次元をもつ複素線型表現の分類結果を紹介する.

Bnに対しては, n−1次元までの既約表現は, n = 4, 5, 6で生じる有限個の例外を除き, 1

次元アーベル表現か, n− 1次元の被約Burau表現の特殊化のcomposition factorと共役
なものに限ること, また, すべての例外は Iwahori–Hecke環表現となることがFormanek

[9] により示されている. Bnのn次元既約表現についても, Formanek他 [10] により, 分
類が完成している.

種数g ≥ 1の場合, 穴開きなら穴同士の入れ替えを許さない写像類群のみを考えるこ
とで, Franks–Handel [12]は, 次元が 2g − 1以下の複素線型表現が, すべて写像類群の
アーベル化を経由することを示した. 続いて Korkmaz [21] は, アーベル化を経由しな
い 2g次元の複素線型表現は, gが十分大きいとき symplectic 表現と共役であることを
示した. ここで, symplectic 表現とは,MgのΣgの 1次ホモロジー群への作用が誘導す
る線型表現

Mg → Sp(2g,Z)

および, この準同型と, すべての境界成分を2次元円板で塞ぎ, すべての穴を忘れること
で得られるMgへの自然な全射準同型との合成をいう.

さらにKorkmaz は同じ手法により, 種数g ≥ 3の写像類群が 次元3g − 3以下の忠実
複素線型表現を持たないことを示している.

2. 線型性問題の視覚化
2.1. 動機
Mg および,Mg,∗の線型性は, 上に見た通りかなり微妙な問題であり, 高種数について
も ad-hocに解決するものならば, いつ解決してもおかしくないと言えるが, 系統的な
アプローチは見当たらない. そこで, 線型性問題を写像類群に固有の幾何的な問題とし
て言い換えてみることを考えた. それにより, 解決に手が届きそうな写像類群の新しい
問題を見出すこと, またその延長上に線型性問題解決のアプローチが見えてくることを
期待したい.

Σg,nで種数 g ≥ 1, 境界成分の個数が n ≥ 0であるコンパクト有向曲面, Mg,nでそ
の写像類群を表す. Mg,nはΣg,nの向きを保つ同相写像で境界上恒等写像であるもの
のイソトピー類全体の成す群である. 但し, イソトピーは境界上の点を動かさないも
のとする. SでΣg,n内の本質的単純閉曲線のイソトピー類全体を表す. ここに, 単純
閉曲線が本質的とは, 1点とホモトープでなく, どの境界成分とも平行でないことをい
う. また, 単純閉曲線自体は曲面の部分集合と見なし, 従ってその向きは考えない. 写
像 ι : S →Mg,nを c ∈ Sに対し cに沿った (右手)Dehn ツイスト tc ∈ Mg,nを対応させ
る写像として定める. Sの元として異なる, 二つの単純閉曲線に沿ったDehn ツイスト



の, Sへの作用は一致しない. 従って, ιは単射である. また, 写像類群の基本的性質と
して, 任意の f ∈Mg,n, および c ∈ Sに対し,

fι(c)f−1 = ι(f(c)) (2.1)

が成り立つことが知られている.

筆者の出発点となったのは, 未だ忠実かどうかわかっていない, Iwahori–Hecke環に
由来するM2の線型表現である, 種数 2の Jones表現 ([15], [16])の忠実性を検討する中
で発見した, 次の事実である:

補題 2.1 ([17]). g ≥ 1かつn ≥ 0とする. 任意の群準同型φ :Mg,n → Gに対し, Kerφ

がMg,nの中心 Z(Mg,n)に含まれるための必要十分条件は, 合成写像

φ ◦ ι : S → G

が単射となることである.

証明は, 性質 (2.1)に加え, Sに自明に作用するMg,nの元全体はZ(Mg,n)と一致する
こと, 二つの単純閉曲線に沿ったDehnツイストのSへの作用が一致すれば, 元の曲線
も互いにイソトープになることによる.

注意 2.2. g ≥ 1に対し, 写像類群の中心Z(Mg,n)の構造は, 次の通り完全に決定されて
いる ([28]). n = 0の場合: g ≥ 3のとき, 自明; g = 1, 2のとき, 超楕円的対合が生成す
る位数2の巡回群. (g, n) = (1, 1)の場合: 境界に沿った「半ツイスト」が生成する無限
巡回群. それ以外の場合: 各境界成分に沿ったDehnツイストたちが生成する階数nの
自由アーベル群.

以下, 基礎体Kを固定しておく.

2.2. 閉曲面の場合
補題 2.1を使うと,Mg,nの線型性問題を, 中心を除いて「視覚化」できる.

K[S]で, コンパクト曲面Σg,n内の本質的単純閉曲線のイソトピー類の成す集合Sを
基底とするK上のベクトル空間を表す. Mg,nのSへの自然な作用により, K[S]はMg,n

加群の構造を持つ. 説明のために, 次を導入しておく.

定義 2.3. 体K上のベクトル空間Mの成すMg,n加群と,Mg,n同変な全射準同型

p : K[S]→M

の組をΣg,nの (S型)曲線加群という.

射影pが明らかなときは, 単に曲線加群Mなどということにする.



注意 2.4. (1) Mg,n加群として, M ∼= K[S]/Ker pであり, Ker pの元は有限個のSの
元の形式的有限和だから, 結局, 曲線加群とは K[S]に単純閉曲線の有限和を関係
子 (「スケイン型」関係子)として得られるMg,n加群のことである.

(2) これまでに知られている, Ker pのMg,n生成元を直接指定することで定義された
有限次元曲線加群としては, ただ一つ Luoが [25]で構成したものがあるのみで
ある.

(3) すべてのMg,n加群が曲線加群の構造を持つわけではない. たとえば, n = 0と
して, Kの標数が 2でなければ,Mg加群H1(Σg;K)はΣgの曲線加群の構造を持
ち得ない. この場合, より強くMg同変な準同型 K[S] → H1(Σg;Z)は 0写像に
限る.

さて,Mg,nの任意の有限次元線型表現は, Σg,nの有限次元曲線加群を誘導することを
観察しておく. 有限次元ベクトル空間V を表現空間とする線型表現ρ :Mg,n → GL(V )

に対し, ρ◦ ι(S)の生成するEnd (V )のK部分空間をMρで表す. ρ(f)による共役作用に
より End (V )をMg,n加群と見なす. すると, 性質 (2.1)により, MρはEnd (V )のMg,n

部分加群となる. さらに, pρ : K[S]→ Mρを ρ ◦ ιの線形な拡張として定めれば, Mρは
Σg,nの有限次元曲線加群となる.

この構成と, 補題2.1を基礎として, 次を示すことができる.

定理 2.5 ([17]). Mg,nが, K上の有限次元線型表現で, カーネルが中心に含まれるよう
なものを持つための必要十分条件は, Σg,nの有限次元曲線加群

p : K[S]→M

で, pのSへの制限が単射となるものが存在することである.

注意 2.2で述べた通り, n = 0 かつ g ≥ 3ならば,Mg,nの中心は自明である. 従って,

定理は直ちに次を導く.

系 2.6 ([17]). 種数g ≥ 3の閉曲面の写像類群MgがK線型となるための必要十分条件
は, Σgの有限次元曲線加群 p : K[S] → Mで, pのSへの制限が単射となるものが存在
することである.

2.3. 1点穴開き曲面の場合
g ≥ 2とする. 前節と同様の, 線型性問題の視覚化を,Mg,∗について考える.

この場合, 写像類群が自然に作用し, 部分集合として自身が含む幾何的対象として, S
の他に曲面群π1(Σg, ∗)がある. これは, いわゆる Birman完全列 [6]により記述される:

1 −→ π1(Σg, ∗)
i−→ Mg,∗

j−→ Mg −→ 1 (2.2)

ここに, jは基点を忘れることで得られる準同型. また, iは, Σgの基点付きループに, そ
れを基点のイソトピーと見なしたときの, 包囲イソトピーの結果生じる Σg,∗の同相写
像の, 逆写像のイソトピー類を対応させる準同型である. 性質 (2.1)に対応して, 任意の
f ∈Mg,∗, γ ∈ π1(Σg, ∗)に対し,

f · i(γ) · f−1 = i(f∗γ) (2.3)



が成り立つ. 但し, f∗はfのπ1(Σg, ∗)への自然な作用を表す.

次が補題2.1の対応物を与える:

補題 2.7 ([17]). Mg,∗の任意の群準同型ρ :Mg,∗ → Gが単射となるための必要十分条
件は, ρ ◦ iが単射となることである.

証明. ρが π1(Σg, ∗)上で単射と仮定して, Ker ρ = {1}を示せばよい. f ∈ Ker ρと
すると, 性質 (2.3)により, 任意の γ ∈ π1(Σg)に対し, ρ(i(γ)) = ρ(f)ρ(i(γ))ρ(f−1) =

ρ(fi(γ)f−1) = ρ(i(f∗γ)). よって, 仮定により, f∗γ = γがすべてのγ ∈ π1(Σg, ∗)に対し
て成り立つ. Dehn–Nilsen型定理により,Mg,∗のπ1(Σg, ∗)への作用は忠実であるから,

f = 1 ∈Mg,∗を得る.

以下, 準同型 iにより, 曲面群 π1(Σg, ∗)をMg,∗の部分群と見なす. 補題 2.7により,

写像類群Mg,∗の線型性は, Σgの基本群の有限次元忠実線型表現で, Mg,∗に拡張する
ものの存在と同値であることがわかった. 当然, 次の問題は π1(Σg, ∗)の有限次元線形
表現が, Mg,∗の線型表現に拡張するのはどのような場合か, ということである. しか
し, これに直接答えるのはかなり難しいと考えられるので, まず曲面群の変形空間 (c.f.

Goldman [13])の言葉を用いてわかることを考える.

曲面群 π1(Σg, ∗)から群Gへの群準同型全体をHom (π1(Σg, ∗), G)とかく. この集合
にはGが, G自身への共役作用を後から合成することにより作用する. この作用による
商集合を

XG = Hom (π1(Σg, ∗), G) /G

とかき, π1(Σg, ∗)の変形空間という. ϕ ∈ Hom (π1(Σg, ∗), G)が代表するXGの元を [ϕ]

と書く.

f ∈Mg,∗とする. 準同型ϕ : π1(Σg, ∗)→ Gに対し, 準同型ϕ ◦ f−1
∗ を対応させること

により,Mg,∗のHom (π1(Σg, ∗), G)への作用が定まる. これは, 自然にMg,∗のXGへの
作用に落ち, π1(Σg, ∗)のXGへの作用は自明なので, 結局MgがBirman完全列 (2.2)を
介してXGに作用する.

補題 2.8 ([17]). もし, 準同型ϕ : π1(Σg, ∗)→ G がMg,∗の準同型

Mg,∗ → G

に拡張するならば, [ϕ] ∈ XGはMgのXGへの作用の大域的不動点である.

証明. 諸定義と, 性質 (2.3)を組み合わせればよい.

一般に, ϕ ∈ Hom (π1(Σg, ∗), G)に対し, ϕ(π1(Σg, ∗))のGにおける中心化群は自明と
は限らないこともあり, 補題2.8の逆は成り立たないように思われる. しかし, それにも
かかわらず, G = GL(n,K)の場合, XGL(n,K)へのMg作用の任意の大域的不動点から,

Mg,∗の線型表現を, 次のようにして構成できる.



まず, 任意の線型表現 ϕ : π1(Σg, ∗) → GL(n,K)に対し, ϕの像による共役作用は線
型表現Adϕ : π1(Σg, ∗) → GL(End (n,K))を定める. Vϕで, ϕ(π1(Σg, ∗))が生成する
End (n,K)のK部分空間をあらわすと, これは明らかにAdϕによるπ1(Σg, ∗)の作用で
不変である. Adϕの作用をVϕに制限して得られる線型表現を

Aϕ : π1(Σg, ∗)→ GL(Vϕ)

で表す. さらに, もし [ϕ] ∈ XGL(n,K)がMg作用の大域的不動点ならば, f ∈ Mg,∗のVϕ
への線形作用が

ϕ(γ) 7→ ϕ(f∗γ) (γ ∈ π1(Σg, ∗))

によりwell-definedに定まり, しかもこの対応は, Aϕを拡張する線型表現

Ψ :Mg,∗ → GL(Vϕ)

を定めることがわかる.

さて, 明らかに

KerAϕ = {γ ∈ π1(Σg, ∗) ; [γ, π1(Σg, ∗)] ⊂ Kerϕ}

である. また, π1(Σg, ∗)の中心は自明なので, 補題 2.7により, 特にϕが忠実ならば, Ψ

も忠実である. また, Vϕ ⊂ End (n,K)なので, dimVϕ ≤ n2が成り立つ.

以上をまとめれば次を得る:

定理 2.9 ([17]). g ≥ 2とする. 1点穴あき写像類群Mg,∗がK線型となるための必要十
分条件は, ある nに対して XGL(n,K)へのMg作用が, π1(Σg, ∗)の忠実線型表現で代表
される大域的不動点を持つことである. さらに, もしそのような大域的不動点が存在す
れば,Mg,∗はK上の高々n2次元の忠実線型表現を持つ.

結果から言えることをいくつか確認しておく.

注意 2.10. Goldman [13] で述べられている通り, 曲面群の変形空間への写像類群の作
用に関する最近の力学系的研究によれば, この作用は, (適当な位相と測度の下で), 真性
不連続と, エルゴード性の複雑な混じり合いであることが明らかになってきている. 定
理 2.9は, Mg,∗の忠実線型表現は変形空間の中の真性不連続領域と正反対の場所にし
かあり得ないことを主張している. 他方, たとえ写像類群の変形空間への作用が完全に
エルゴード的であったとしても, 大域的不動点が1点存在することを禁止するには足り
ない.

注意 2.11. 補題 2.8の帰結を G = PSL(2,R)の場合に観察しておくことも興味を引
くかもしれない. 曲面群 π1(Σg, ∗)の忠実 PSL(2,R)表現の, よく知られた源泉とし
て, Σgの双曲構造がある. つまり, 双曲構造に付随するホロノミー表現が単射準同型
ϕ : π1(Σg, ∗) → PSL(2,R)を与える. そのような表現が代表する変形空間XPSL(2,R)の
点は, Mg作用に関して有限 stabilizerを持ち, これは丁度対応する双曲的曲面の向き
を保つ等長変換群と一致する. 従って, 補題 2.8により, このような ϕは決して準同型
Mg,∗ → PSL(2,R)に拡張しないことがわかる.



注意 2.12. 1.4節で述べた通り, Mg,∗は 3g − 3次元以下の複素忠実線型表現を持たな
い. このことを定理 2.9 と合わせると, n ≤

√
3g − 3ならば, XGL(n,C)へのMg作用は

π1(Σg, ∗)の忠実表現で代表される大域的不動点を持たないことがわかる.

最後に, 関連する先行結果について付言する. これまでに, Birman完全列 (2.2)を用
いて写像類群の線型性を直接言い換える, 定理 2.9のような結果は知られていなかった
ようである. しかし, 次に述べるように間接的な結果を指摘することができる. 線型性
を持つ群が満たすべき性質に, residually finite, すなわち, 単位元以外の任意の元に対
し, その群から有限群への準同型であって, その元を単位元以外の元に移すものが存在
する, という性質がある. Mg,∗が residually finite であることはBaumslag [2]により示
された. Mgが residually finite であることは, 最初 Grossmann [14]によりBaumslag

の方法を拡張することで示されたが, その後, Bass–Lubotzky [1] は,Mg,∗が residually

finite であることと, MgのXGL(n,K)への作用の下で, 既約表現で代表されるXGL(n,K)

のすべての点を, すべての nにわたって固定する写像類が 1 ∈ Mgに限るということ
から概ね従うことを示している. (正確にはMgでなく, それを指数2の部分群として含
むπ1(Σg, ∗)の外部自己同型群.) これは上の定理2.9と対照を成している.

2.4. いくつかの問題
定理 2.5, 2.9に基づいて写像類群の線型性問題を解決するために基本的と思われる問題
を挙げておきたい.

閉曲面の場合. 曲線加群 p : K[S] → M が基礎体K上有限次元となるための必要十
分条件は何か? また, Ker pがMg,n加群として有限生成となるための必要十分条件は
何か?

1点穴開き曲面の場合. Birman完全列 (2.2) には自由群の自己同型の対応物

1 −→ Fn −→ Aut (Fn) −→ Out (Fn) −→ 1

が存在し, 定理 2.9の類似物が全く同じ理由で成り立つ. ここにOut (Fn)はFnの外部
自己同型を表す. Aut (Fn)はn = 2のとき線型で, n ≥ 3のとき線型でないことに, 変形
空間へのOut (Fn)作用の力学系の言葉で別証明を与えよ.

3. 関連する話題
本稿に述べた議論の出発点となった, 補題 2.1 を用いると, 写像類群Mg,nの任意の群
準同型に対し, それが Σg,n内の単純閉曲線のあいだの幾何的交叉の有無をすべて判別
できることが, その準同型のカーネルが中心Z(Mg,n)に含まれることと必要十分であ
ることを示すことができる. 詳細については論文 [18]を参照されたい.
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