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Laudau の O (大文字) の公式� �
m,n を非負整数とするとき

O(xm) ± O(xn) = O(xmin(m,n))

が x → 0 で成り立つ.� �
証明. f(x) = O(xm), g(x) = O(xn) と置く. m,n ≥ 0 である. O の定義から, ある定数 M,N, 0 < δ < 1
が存在して, 0 < |x| < δ において, |f(x)/xm| < M および |g(x)/xn| < N が成り立つ. 以下, m ≥ n とし

て一般性を失わない.
|(f(x) ± g(x))/xn| ≤ |f(x)/xn| + |g(x)/xn|

が成り立つ. ここで |x| < δ < 1 なので, m ≥ n より |1/xm| ≥ |1/xn|. したがって,

|f(x)/xn| + |g(x)/xn| ≤ |f(x)/xm| + |g(x)/xn| ≤ M + N

O の定義より, f(x) ± g(x) = O(xn).� �
n,m を整数とする. このとき

xmO(xn) = O(xm+n)� �
証明. g(x) = O(xn) と置く. O の定義から, ある定数 N, 0 < δ < 1 が存在して, 0 < |x| < δ において,
|g(x)/xn| < N が成り立つ. 今 |xmg(x)/xm+n| < N が成り立つので, これは xmg(x) = O(xm+n) を意味
する.
注意: O(xn)/xm = O(xn−m) だが, O(xn)/O(xm) = O(xn−m) とは限らない. 反例は o (小文字) の場合と
同様. たとえば x2 = O(x2) = O(x) = O(1), x = O(x) である ( O の定義を満してる). x/x2 に x2 = O(x)
と思い公式を適用すると x/x2 = O(x1−1) = O(1) となってしまうが, x/x2 は x → 0 で無限大に発散する.

2013.05.28 補足
上記の

f(x) = O(xm), g(x) = O(xn) と置く. m,n ≥ 0 である. O の定義から, ある定数
M,N, 0 < δ < 1 が存在して, 0 < |x| < δ において, |f(x)/xm| < M および |g(x)/xn| < N が

成り立つ.

の部分はもうすこし詳しく書くと,以下のようになる.
f(x) = O(xm), g(x) = O(xn) と置く. m,n ≥ 0 である. O の定義から, ある定数 M, 0 < δ1 < 1 が存在し
て, 0 < |x| < δ1 において, |f(x)/xm| < M が成り立つ. 同じく, O の定義から, ある定数 N, 0 < δ2 < 1 が
存在して, 0 < |x| < δ2 において, |g(x)/xn| < N が成り立つ. δ = min {δ1, δ2} とおくと, 0 < |x| < δ にお

いて, |f(x)/xm| < M および |g(x)/xn| < N が成り立つ.

2013.05.28 補足 2
o(xn) とは異り, limx→0 O(xn)/xn = M とは限らない. O(xn)/xn は x = 0 の近傍で有界となるだけ.
xmO(xn) = O(xm+n) の証明.
f(x) = O(xn) と置く. O の定義から, ある定数 M, 0 < δ < 1 が存在して, 0 < |x| < δ において,
|f(x)/xn| ≤ M がなりたつ. よって, 0 < |x| < δ において,∣∣∣∣xmf(x)

xm+n

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣f(x)
xn

∣∣∣∣ ≤ M
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が成り立つ. これは xmO(xn) = O(xm+n) を意味する. これは m が負の時も成り立つことに注意.
補足.

O(xm)O(xn) = O(1)xmO(xn) = O(1)O(xm+n) = O(xm+n)


