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ホロノミック勾配法

Holonomic Gradient Method
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概要 ホロノミック勾配法 (holonomic gradient method, HGM) は各種の確率分布の正規化定数

およびその高階微分を数値評価するための新しい手法である. この手法では holonomic 系とよばれ

る線形偏微分方程式系を用いる. 理論, アルゴリズム, と共に Fisher-Bingham 分布, Bingham 分

布, Wishart 分布, Fisher 分布, 象限確率, 分割表, 多面体確率等への適用例および実装などを紹介す

る. この新しい数値計算技法はこれらの分布に対する最適化問題への適用も期待できる.
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1. 準備

ホロノミック勾配法 (holonomic gradient method, HGM) については, さまざまな入門的

な文献がある [20], [2], [3]. ここでは入門的な話題はこれらに譲り, 現状でどのような分布に対

してどの程度 HGM の適用が可能かを念頭に公式集的に HGM の概説を行なう. なお後述の

式 (2)の両辺を微分すると Hessian が計算できる. HGM は各種の最適化アルゴリズムとの相

性がよく, 目的関数が陽に表せず積分などを含む場合に有効である.

ある点 x = a の近傍でなめらかな多変数関数 f(x) = f(x1, . . . , xn) が n 個の多項式係数の

常微分方程式
ri∑

k=0

aik(x)∂
k
i • f = 0, (i = 1, . . . , n) (1)

を満すとする. ここで aik は x = (x1, . . . , xn) の多項式である. また ∂i = ∂
∂xi
であり,

∂k
i • f = ∂kf

∂xk
i
と • 記号で ∂k

i の f への作用を表す. 上記の常微分方程式は xi についての

常微分方程式で, その他の xj はパラメータとみなせる. このような性質を満す多変数関数

の解析接続を, holonomic 解析関数と呼ぶ. たとえば, g, h を n 変数の多項式とするとき

exp(g(x)/h(x)) は holonomic 解析関数である.

応用のためには holonomic 超関数を導入しておく必要があるが, まず応用で重要となる
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holonomic 超関数のクラスを二つ紹介しておく. f(x) を holonomic 解析関数とする. h(x)

を n 変数の実数係数の多項式とし, h の実零点集合 V (h) = {z ∈ Rn |, h(z) = 0} がなめらか
であり (特異点がない), かつ f の特異点集合と V (h) の交わりは空であるとする. このとき

δV (h)(x)f(x) は holonomic 超関数である. ここで δV (h)(x) は V (h) に台をもつデルタ関数で

ある.

二つ目の例は, (ヘビサイド関数) × (holonomic 解析関数), である. hj(x), (j = 1, . . . ,m)

を実数係数の多項式とする. hj > 0 達の定義する領域, つまり H = {z ∈ Rn |hj(z) > 0, j =

1, . . . ,m} で値 1, この外で値 0 をとる関数を {hj} の定義するヘビサイド関数とよび HH(x)

と書く. f(x) を holonomic 解析関数とする. f の特異点集合と H の境界との交わりは空であ
るとする. このとき, HH(x)f(x) は holonomic 超関数である. holonmic 解析関数, holonomic

超関数を総称して, 誤解のない場合は, 以下 holonomic 関数とよぼう.

holonomic 系の概念を導入しよう. この概念の技術的細部は煩雑なので詳しくは参考書 [2,

§6.8] を参照. 定義は煩雑だがさまざまな良い性質をもつ素晴らしい概念であることは強調し

ておく. D を n 変数の多項式係数の微分作用素環とする. {Fk} を D の Bernstein filtration,

つまり Fk を次数 (xi 達の次数と ∂i 達の次数をすべて足したもの) が k 以下の多項式係数

偏微分作用素の全体の集合とする. I を Dm の 左部分加群とする. Fm
k /(I ∩ Fm

k ) の線形空

間としての次元が k が十分大で O(kn) となるとき, Dm/I は holonomic であるという. ま

た I の生成元達を本概説では holonomic 系とよぶ. holonomic 系の解となっている超関数

が holonomic 超関数の一般的な定義である. holonomic 関数とそれに対するアルゴリズムは

Zeilberger により (1990), 組み合わせ論の公式の機械証明のために導入された [2, 6章].

f を holonomic 関数とするとき Ann (f) = {ℓ ∈ D |, ℓ • f = 0} を f の零化イデアルと

よぶ. D/Ann (f) は holonomic である. また, このイデアルは上記の常微分方程式 (1) に現

れる形の作用素を含むが, 零化イデアルがこれらの作用素で生成されるとは限らないことが

holonomic の概念の妙である. generic な点の近傍で holonomic 系のなめらかな解全体はベク

トル空間となる. このベクトル空間の次元を holonomic 系の rank と呼ぶ.

常微分方程式は連立一階の常微分方程式に書換えられる. このことから推察できるように

holonomic 関数 f に対して, f とその適当な階数までの微分, あわせて r = rank 個をベクト

ル F (c基底ベクトルと呼ぶ)とすると, 有理式成分の r × r 行列 Pi(x) が存在して,

∂i • F = Pi(x)F, i = 1, . . . , n (2)

が成り立つ. この方程式系を Pfaffian 系とよぶ [2, §6.2].
本論文は筆者がある程度関わった HGM 関連の仕事に限定した概説である. 本概説で触れて

ない分布等に関しては [1] を参照してほしい. 紙面の都合で文献はかならずしもオリジナルを

引用していない. 必要に応じて文献表からの孫引きの労をお願いしたい.
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2. Holonomic 分布

2.1. 分布と正規化定数

f(θ, t) を n+m 個の変数 θ = (θ1, . . . , θn), t = (t1, . . . , tm) についての holonomic 関数と

する. この関数は t ∈ Rm 全体で積分可能であるとする. このとき Z(θ) =
∫
Rm f(θ, t)dt を正

規化定数とする t 空間の分布 1
Z f(θ, t)dt, dt = dt1 · · · dtn を holonomic 分布と呼ぶ. ここで θ

は分布のパラメータである.

2.2. Holonomic system

holonomic 系の一般論より積分についてのある条件のもと, Z(θ) もまた holonomic 系を満

す [2, §6.10]. Ann f(θ, t) の生成元がわかっている場合, Z の満す holonomic 系を求めるアル

ゴリズムの一般形は大阿久の積分アルゴリズム (1997)である [2, §6.10]. より制限された状況
でより高速に Z の満す微分方程式系を求めるアルゴリズムは creative telescoping 型アルゴ

リズムとして, さまざまな研究が行なわれている.

準備で述べた (ヘビサイド関数)× (holonomic 解析関数) なる形の holonomic 関数に対する

holonomic 系を求める一般アルゴリズムは [14] で与えられている.

2.3. Pfaffian system

有理式係数の微分作用素環で Buchberger アルゴリズムを適用すれば Pfaffian 系を求める

ことができる. また正規化定数の Hessian なども Pfaffian 系の副産物として得られる [13,

Appendix], [2, §6.2, §6.5].
2.4. アルゴリズムと実装

HGM の一般論をはじめて展開したのは [13] である. 一般論の HGM では次の 3 step で正

規化定数およびその微分達を数値計算する.

1. f(θ, t) の t についての積分 Z(θ) の満す holonomic 系を上記アルゴリズム達で求める.

さらにそれを Buchberger アルゴリズムで Pfaffian 系に変換する.

2. 問題に応じた工夫をおこないうまい点 θ0 で Z および必要なランクまでの Z の偏微分を

数値計算する. 数値積分すればいつでも近似値を計算できるがこれは最後の手段.

3. Pfaffian 系は常微分方程式系なので Runge-Kutta 法などの標準的な数値解析手法を用い

て θ0 での値を初期値として, 求めたい点 θ まで延長する.

Step 1 を遂行する一般的なパッケージとしては, Risa/Asir の nk restriction.rr や

Macaulay 2 のパッケージ Dmodules がある. 例については [2, 7章] を参照. Creative Tele-

scoping 型では Mathematica の HolonomicFunction パッケージや Maple の MGfun があ

る. Step 3 については我々は GSL や統計システム R の deSolve パッケージを利用している.

残念ながら一般的なアルゴリズムでは解ける問題のサイズが限定されている. Step 1 について

も, 問題に応じた工夫をして, 興味あるサイズの問題を解けるようにしたい. このような工夫が

成功しているのが, 以下のページからはじまる分布達である.
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3. Fisher-Bingham 分布, Bingham分布

3.1. 分布と正規化定数

Fisher-Bingham 分 布 は d 次 元 の 球 面 Sd(r) = {(t1, . . . , td+1) |
∑d+1

i=1 t
2
i =

r2, r > 0} に多次元の正規分布を制限したものである. 分布密度関数は
1

Z(x,y,r) exp
(∑

1≤i≤j≤d+1 xijtitj +
∑d+1

i=1 yiti

)
|dt| である. ここで Z は正規化定数で,

Z(x, y, r) =

∫
Sd(r)

exp

( ∑
1≤i≤j≤d+1

xijtitj +

d+1∑
i=1

yiti

)
|dt| (3)

また |dt| は半径 r の球面上の不変測度で
∫
Sd(r)

|dt| = rd 2π(d+1)/2

Γ((d+1)/2) を満たすものとする.

Bingham 分布は Fisher-Bingham分布をさらに r = 1, yi = 0, xij = 0, i ̸= j へ制限したも

のである. [19] では xii を θi と記述している.

3.2. Holonomic system

∂ij = ∂/∂xij , ∂k = ∂/∂yk, ∂r = ∂/∂r, とおくと Z は次の holonomic 系を満たす [13].

∂ij − ∂i∂j ,

d+1∑
i=1

∂2
i − r2, r∂r − 2

∑
i≤j

xij∂i∂j −
∑
i

yi∂i − d,

xij∂
2
i + 2(xjj − xii)∂i∂j − xij∂

2
j +

∑
s̸=i,j

(xsj∂i∂s − xis∂j∂s) + yj∂i − yi∂j .

Bingham分布の正規化定数は以下の holonomic系を満たす.

d∑
i=1

∂ii − 1, 2(xii − xjj)∂ii∂jj − (∂ii − ∂jj), (1 ≤ i < j ≤ d)

3.3. Pfaffian system

xij = 0, i ̸= j に制限した場合, r 方向の Pfaffian は F̃ = (∂1, . . . , ∂d+1, ∂
2
1 , . . . , ∂

2
d+1)

T • Z
とおいたとき, ∂r • F̃ = P (r)F̃ となる [8]. (2d+2)× (2d+2) 行列 P (r) = (p

(r)
ij ) の ij 成分は

rp
(r)
ij = (2xiir

2 + 1)δij +

d+1∑
k=1

yiδj(k+d+1) (1 ≤ i ≤ d+ 1),

rp
(r)
(i+d+1)j = yir

2δij + (2xir
2 + 2)δj(i+d+1) +

∑
k ̸=i

δj(k+d+1) (1 ≤ i ≤ d+ 1)

Bingham 分布の正規化定数については [19, Theorem 1] を参照.

3.4. アルゴリズムと実装

Bingham 分布の正規化定数は R パッケージ hgm の関数 hgm.ncBingham が計算する.

Fisher-Bingham 分布の正規化定数については [10] で高速な数値計算法が与えられている. そ

の試験実装は [11] で公開されている.

3.5. 例と応用

引用の論文を参照.
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4. Wishart分布の最大固有値

4.1. 分布と正規化定数

自由度 n, m×m 共分散行列 Σ できまるWishart 分布に従う m×m 行列の最大固有値 ℓ1

が x より小さい確率は C を定数として [5]

P [ℓ1 < x] = C exp
(
−x

2
TrΣ−1

)
x

1
2
nm

1F1

(
m+ 1

2
;
n+m+ 1

2
;
x

2
Σ−1

)
, (4)

と書けることが知られている. 1F1 は行列引数の超幾何関数で次の積分で定義される.

1F1(a; c;Y ) =
Γm(c)

Γm(a)Γm(c− a)

∫
0<X<Im

exp(TrXY )|X|a−(m+1)/2|Im −X|c−a−(m+1)/2dX,

(5)

なお 0 < X < Im は行列 X および Im − X が正定値対称行列であることを意味する.

dX =
∏

i≤j dxij は X の 上三角成分に渡る積分を意味する. また

Γm(a) = π
1
4
m(m−1)

m∏
i=1

Γ

(
a− i− 1

2

)
.

4.2. Holonomic system

1F1(a; c;Y ) の Y が対角成分が y1, . . . , ym である対角行列であるとする. Muirhead (1970)

は 1F1 が満たす次の微分方程式を導いた.[
yi ∂

2
i +

{
c− m− 1

2
− yi +

1

2

m∑
j=1,j ̸=i

yi
yi − yj

}
∂i −

1

2

m∑
j=1,j ̸=i

yj
yi − yj

∂j − a

]
F = 0,

(i = 1, . . . ,m)

なおこの方程式系は Pfaffian を求めるためには十分であるが,
∏

1≤i<j≤m(yi − yj) をかけて多

項式係数にした方程式系の holonomic 性は m ≥ 4 で壊れていると予想されている.

4.3. Pfaffian system

[5] では上記の微分方程式系を sparsity をもつ Pfaffian へ変換して数値解析に活用して

いる.

4.4. アルゴリズムと実装

x が小さい時の初期値の近似値を zonal 多項式を用いた 1F1 の展開で計算し, それを Pfaf-

fian 方程式の数値解析でより大きな x へ延長していくことにより上記の確率およびそれの微

分達を計算している. 現状のアルゴリズムの限界: yi = yj の近傍, yi の値が極端に小さいもの

と大きいものが混在している場合は Pfaffian から導かれる常微分方程式の数値解析が不安定.

4.5. 例と応用
統計システム R のパッケージ hgm に実装されている. 下記で beta は Σ の逆行列の固有
値達のベクトルである. q は上の x である.
library(hgm)
hgm.pwishart(m=3,n=5,beta=c(1,2,3),q=10)
b<-hgm.pwishart(m=4,n=10,beta=c(1,2,3,4),q0=1,q=10,approxdeg=20,mode=c(1,1,(16+1)*100));
## $q$ を増やしていった時の確率の graph を書くために option mode
## を使い途中の確率も戻す. 16 は 2^m で Pfaffian 系の rank である.
cc<-matrix(b,ncol=16+1,byrow=1);
plot(cc)
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5. 象限確率

5.1. 分布と正規化定数

正規分布を第一象限 ti ≥ 0 へ制限した分布を考える. 上記分布の正規化定数, つまり

Z(x, y) =

∫
Rd

H(t) exp

( ∑
1≤i≤j≤d

xijtitj +

d∑
i=1

yiti

)
dt1 · · · dtd (6)

を象限確率とよぶ. ここで H(t) は 第一象限で値 1, その外で値 0 を持つヘビサイド関数で

ある.

5.2. Holonomic system

[9, Theorem 2, Theorem 5] で H(t) が一般の holonomic 超関数の場合の holonomic 系が

以下のように与えれている. P1, . . . , Ps が H に対する holonomic 系とすると,

φ(Pk) (1 ≤ k ≤ s), φ の定義は [9]参照

∂xij − 2∂yi∂yj (1 ≤ i < j ≤ d),

∂xii − ∂2
yi (1 ≤ i ≤ d)

が上記積分 Z が一般の holonomic 超関数 H(t) の場合に満たす holonomic 系となる.

5.3. Pfaffian system

J ⊂ [d] = {1, . . . , d} に対して

hJ(x, y, t) =
∑
i∈J

∑
j∈J

xijtitj +
∑
k∈J

yktk,

gJ(x, y) =

∫ ∞

0

. . .

∫ ∞

0

exp (hJ(x, y, t)) dtJ ,

とおく. ここで dtJ =
∏

j∈J dtj であり J が空集合の時は g∅ = 1 とおく. Pfaffian 系は次の式

である.

∂yigJ =

µJ
i gJ +

∑
j∈J σ

J
ijgJ\{j} i ∈ J

0 i /∈ J
(7)

∂xijgJ =


2∂yi∂yjgJ {i, j} ⊂ J, i < j

∂2
yigJ {i} ⊂ J, i = j

0 else.

(8)

5.4. アルゴリズムと実装

統計システム R のパッケージ hgm の関数 hgm.ncorthant が正規化定数を評価する. 現状

のアルゴリズムの限界: y が原点から離れると HGM による計算精度を保つのがだんだんと困

難になる.

5.5. 例と応用
x <- matrix(c(15,26,23,19, 26,47,46,35,

23,46,65,38, 19,35,38,33), nrow =4)
y <- c(1,2,3,4); hgm.ncorthant(x,y)
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6. Fisher 分布

6.1. 分布と正規化定数

SO(p) = {X ∈ Rp×p |XTX = Ip,det(X) = 1} の上の Fisher 分布は

exp(Tr Θ⊤X)δSO(n)(X)/Z(Θ) と定義する. ここで, δSO(p)(X) は SO(p) に台をもつデル

タ関数, Θ = (θij), Z は正規化定数で,

Z(Θ) =

∫
X=(Xij)∈Rp×p

exp(Tr Θ⊤X)δSO(p)(X)dX

6.2. Holonomic system

A
(1)
ij =

p∑
k=1

∂ik∂jk − δij , Ã
(1)
ij =

p∑
k=1

∂ki∂kj − δij (i ≤ j), A(2) = det(∂ij)− 1,

A
(3)
ij =

p∑
k=1

(−θjk∂ik + θik∂jk) , Ã
(3)
ij =

p∑
k=1

(−θkj∂ki + θki∂kj) (i < j),

ここで ∂ij = ∂/∂θij . この系が holonomic であることは [12] で証明されている.

この系を Θ が対角行列の場合に制限した方程式系は重要である. p = 3 の時は

ℓij = (θ2ii − θ2jj)∂ii∂jj − (θjj∂ii − θii∂jj)− (θ2ii − θ2jj)∂kk, i ̸= j

が制限方程式系である [18]. なお k は {i, j, k} = {1, 2, 3} となるように選ぶ.

6.3. Pfaffian system

p > 3 の時の Pfaffian は知られていない. p = 3 で Θ が対角行列の場合の Pfaffian は [18,

Theorem 2] に与えられている. 特に, θii を定数 a, b, c で θ11 = at, θ22 = bt, θ33 = ct とパラ

メータづけした場合の, t についての常微分方程式は

dC

dt
=

(
A− 2

t
diag(0, 1, 1, 1)

)
C, (9)

となる. ここで A = [[0, a, b, c], [a, 0, c, b], [b, c, 0, a], [c, b, a, 0]] であり,*1 C =

((1, ∂11, ∂22, ∂33)
T • Z)(at, bt, ct).

6.4. アルゴリズムと実装

正規化定数のべき級数展開が [18] で与えられている. θij が小さい時, このべき級数で正規

化定数およびその微分を計算して, 常微分方程式 (9) で値を延長する. R パッケージ hgm の

関数 hgm.ncso3 がこの計算法を実装している.

6.5. 例と応用
hgm.ncso3(a=1,b=2,c=3,t0=0,q=3);

[1] 11.8731

値は (9) で (a, b, c) = (1, 2, 3), t = q = 3 の時の正規化定数の値である.

*1 なおこの概説では行列 (aij) をコンパクトに記述するため [[a11, a12, · · · ], [a21, a22, . . .], . . .] と計算代数ソフトウエア風

の書き方をする場合がある.
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7. 離散A-超幾何分布

7.1. 分布と正規化定数

整数成分の d× n 行列 A = (aij) を考える. A の第 i列ベクトル ai を Zd の元とみたとき,

この列ベクトル達は Zd を生成していると仮定する. ある行 iについて aij > 0, ∀j と仮定し
よう. N0 を非負整数の集合とし, β ∈ N0A = N0a1 + · · ·+N0an に対して x の多項式

ZA(β;x) =
∑

Au=β,u∈Nd
0

xu

u!
(10)

を A-超幾何多項式とよぶ [17]. x をパラメータ, {U ∈ Nn
0 |, AU = β} を標本空間 (全事象)と

したとき, 事象 u がおきる確率が xu

u! /ZA(β;x) となる分布を離散 A-超幾何分布とよぶ.

7.2. Holonomic system

c1, . . . , cd を不定元としよう. Si を Si • f(ci) = f(ci − 1) と作用する差分作用素. 微分差分

作用素環 D = C⟨c1, . . . , cd, S1, . . . , Sd⟩⟨x1, . . . , xn, ∂1, . . . , ∂n⟩ において
n∑

j=1

aijxj∂j − ci =: Ei − ci, ∂i − Sai (i = 1, . . . , d) (11)

は ZA(c;x) を解にもつ.

7.3. Pfaffian system

A が p-単体と q-単体の直積の場合は p× q 分割表で周辺和を固定したものの分布が対応す

る. p × q 分割表の場合は, [15], [4] および後藤の準備中の論文に Pfaffian の具体形が与えれ

ている. 超幾何多項式の数値計算は項の数が増えると急速に困難になる. 一般の A の場合は

[16] によるアルゴリズムが漸近的に最速.

7.4. アルゴリズムと実装

Macaulay type algorithm による微分差分 Pfaffian の効率的構成法が研究 [6], [16] および

実装 ( Risa/Asir, ot hgm ahg.rr) されている. 2× q 分割表の時の実装は tk fd.rr, p× q

分割表の場合は後藤が公開準備中.

7.5. 例と応用
MLE 等統計への応用については [15]. ui の期待値は, xi

∂Z
∂xi
となるので, HGM で下記のよ

うに期待値が計算できる.
load("ot_hgm_ahg.rr");
A= [[1,1,1,1,1,0,0,0,0,0],

[1,0,0,0,0,1,0,0,0,1],
[0,1,0,0,0,1,1,0,0,0],
[0,0,1,0,0,0,1,1,0,0],
[0,0,0,1,0,0,0,1,1,0],
[0,0,0,0,1,0,0,0,1,1]];

U= [23,21,20,34,30,42,11,10,20,29];
B=vtol(matrix_list_to_matrix(A)*ltov(U)); SumU = oh_base.sum(U);
X = vtol((1/SumU)*ltov(U)); R = [x1,x2];//u1,u2 についての期待値を計算.
EV=hgm_ahg_expected_values_contiguity(A,B,X,R|msize=3);
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8. 多面体確率

8.1. 分布と正規化定数

正規分布を多面体に制限した分布. [7] がこの分布についての HGM の基本文献. 多面体が

P = {x ∈ Rd :

d∑
i=1

aijxi + bj ≥ 0, 1 ≤ j ≤ n}, (12)

とパラメーター aij , bj で定義されるとき正規化定数は以下の関数.

1

(2π)d/2

∫
x∈P

exp(−1

2

d∑
i=1

x2
i )dx1 · · · dxd. (13)

8.2. Holonomic system

Pfaffian 形が知られているので省略.

8.3. Pfaffian system

Fj を P の facet で
∑d

i=1 aijxi + bj = 0 に対応するものとする. Facet の交わりに対応す

る index を集めたものを F と置く. つまり, F = {J ⊂ {1, . . . , n} |FJ ̸= ∅}, FJ = ∩j∈JFj

ただし F は空集合も含むものとし, これは P に対応する. Pfaffian の基底は {gJ , J ∈ F} と
F で index づけできる.

∂aijg
J =

n∑
k=1

aik∂bk∂bjg
J (1 ≤ i ≤ d, 1 ≤ j ≤ n, J ∈ F),

∂bjg
J = gJ∪{j} (j ∈ Jc, J ∈ F),

∂bjg
J = −

∑
k∈J

αjk
J (a)

(
bkg

J +
∑
ℓ∈Jc

αkℓ(a)g
J∪{ℓ}

)
(j ∈ J, J ∈ F).

ここで (αij
F (a))i,j∈F は a から作った行列 αF (a) の逆行列の ij 成分. αF (a) の ij 成分は∑d

k=1 akiakj . これが Pfaffian の係数の分母に来ることに注意.

8.4. アルゴリズムと実装

P が単体の場合は [7] の著者小山による試験実装が [11] で公開されている. 初期値の決め

方等の論文は準備中だがこの実装にはそれがすでに含まれている.

8.5. 例と応用
a = [[1, 0], [0, 1], [−1,−1]], b = [0, 0, 2] の場合 F = {∅, 1, 2, 3, 12, 13, 23} となる. ここでた

とえば 12 は index 集合 {1, 2} を表すものとする. この三角形 x > 0, y > 0,−x− y + 2 > 0
へ正規分布を制限した積分を上記の実装で計算すると下記のようになる. (なお多面体が空と
なるとプログラムが正しく動作しないので注意.)
./a.out 1 2 1 0 0 0 1 0 -1 -1 2
result:

0.1775361552 0.4772498666 0.4772498666 1.0000000000 0.3100122972 0.1353352805 0.1353352805
Probability = 0.177536
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