
Borel 総和法を用いた常微分方程式の
漸近解析

神本晋吾 述, 加筆, 修正
小山民雄 記

2013.9.3-2013.9.4

0 Introduction

本稿は 2013年に神戸大学理学研究科にて行われた超幾何学校での小山民雄氏
の講義ノートを下に神本が加筆・修正を行ったものである. 本稿ではGevrey
漸近解析の基礎, 及び, 常微分方程式の不確定特異点における分解定理に関し
て解説する.
次の線形微分方程式系を考える:

zk+1 d

dz
ϕ = A(z)ϕ. (0.1)

ここで, k ∈ ZでA(z) ∈ M(n;C{z}) は収束級数C{z}を係数にもつ n次正方
行列とする. 簡単のためA(0)の固有方程式Φ(λ) = det

(
λ − A(0)

)
= 0 は重

根をもたないとする. このとき (0.1)を対角化することを考える.
まず, k = 0の場合, つまり z = 0に確定特異点と呼ばれる特異点をも

つ場合を考える. このとき, Φ(λ) = 0の根 λ1, · · · , λn は z = 0での特性指
数と呼ばれ, (0.1)の特異点における構造を記述する上で重要な役割を果た
す. 特に, λi − λj /∈ Z (i ̸= j)のとき, (0.1)は収束級数係数での可逆な行
列 P (z) ∈ GL(n;C{z})を用いた変換 ϕ = P (z)ψにより次のように対角化さ
れる:

z
d

dz
ψ =

λ1 . . .

λn

ψ. (0.2)
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この対角行列 diag(λ1, · · · , λn)をΛとすると, (0.1)の基本解系はP (z)zΛによ
り与えられる. これから, (0.1)の解の z = 0における局所モノドロミーの構
造が特性指数 λ1, · · · , λnを用いて表されることがわかる.
次に k ≥ 1の場合を考えてみる. このとき, 変換 ϕ = P (z)ψにより (0.1)

を次のように対角化することを考える:

zk+1 d

dz
ψ =

Λ1(z)
. . .

Λn(z)

ψ. (0.3)

ただし, Λj(z) (j = 1, · · · , n) はΛj(0) = λjを満たす多項式とする. このとき,
形式級数係数での可逆な行列 P (z) ∈ GL(n;C[[z]])による変換により対角化
は可能だが, 確定特異点の場合とは異なり, 一般に P (z)は収束せず発散級数
となることが知られている. Λj(z)は特異点での構造を記述する上での重要な
要素ではあるが, このような方程式の形式的な範疇での構造だけでは, 解析的
な解の構造を記述することはできない. 本稿では, これら二つの構造を結び
つける方法としてBorel総和法を用いる. Borel総和法とは形式的逆 Laplace
変換 (Borel変換)と Laplace変換を組み合わせることにより, 形式級数から,
その級数へと漸近展開される関数を構成する手法であるが, Borel総和法は

微分方程式との相性が良く, 特に (0.1)の形式解 P (z) exp(

∫ z

z−k−1Λ(z)dz)(
Λ(z) = diag(Λ1(z), · · · ,Λn(z))

)
から (0.1)の解析的な解の構造を読み取る

上での有効な解析手法を与える.

1 Gevrey漸近解析

前節では (0.1)の不確定特異点における形式級数係数の行列P (z)による対角
化を考えたが, 一般に, この P (z)は不確定特異点での Poincaré rankに応じ
た, ある増大度条件を満たすことが知られている. このような増大度条件を満
たす形式級数のことをGevrey級数と呼ぶが, このGevrey級数に関する漸近
解析がGevrey漸近解析である. 本節では主に [Ba1],及び [Ra2]に従いGevrey
漸近解析の基礎について解説する.
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1.1 Gevrey級数

定義 1.1 (Gevrey級数). 形式冪級数 f̂(z) =
∞∑
n=0

fnz
n ∈ C[[z]]がGevrey order

k(> 0) であるとは,ある定数C > 0が存在し, 任意の n ≥ 0に対し

|fn| ≤ Cn+1Γ (1 + n/k) (1.1)

となることをいう. Gevrey order k の級数のなす集合をC[[z]]1/kと書く.

定義から k < k1 ならば C[[z]]1/k1 ⊂ C[[z]]1/k, 特に, k1 → ∞として,
C[[z]]1/∞ := C{z}は任意の k > 0に対しC{z} ⊂ C[[z]]1/kとなることがわか
る. また,

m := zC[[z]]1/k = {f̂(z) ∈ C[[z]]1/k | f0 = 0}

とすると次が得られる:

命題 1.2.
(
C[[z]]1/k,m

)
は正則局所環で PIDとなる.

実際, f0 ̸= 0ならば

1

f̂(z)
=

∞∑
j=0

(−1)j

f j+1
0

(f(z)− f0)
j

が f̂(z)の逆元 f̂−1(z)となり, 以下の命題 1.3 から 1/f̂(z) ∈ C[[z]]1/kとなる
ため, C[[z]]1/kは局所環となることがわかる. また, PIDとなることは明らか
で, C[[z]]1/kのm進完備化はC[[z]]より正則性も明らか.

命題 1.3. f(z) ∈ C{z}, ĝ(z) ∈ mならば f(ĝ(z)) ∈ C[[z]]1/k.

また, f̂(z) ∈ C[[z]]1/kに対し, その微分を

df̂

dz
(z) =

∞∑
n=0

fn+1(n+ 1)zn

により定義する. このとき, df̂/dz ∈ C[[z]]1/kとなり C[[z]]1/kは C上の微分
代数となる. また, C{z} ↪→ C[[z]]1/k は局所環の射となるが, 次が成立する:

命題 1.4. C[[z]]1/kはC{z}上忠実平坦.
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1.2 漸近展開

複素平面Cの部分集合 Sで実数 d, α, ρ (α,ρ > 0)に対し

S = S(d, α, ρ) = {z = reiθ | 0 < r < ρ, |θ − d| < α/2}

と表される領域を角領域と呼ぶ. また,

S(d, α) = S(d, α,∞) = {z = reiθ | |θ − d| < α/2}

とする. また, S = S(d, α, ρ)の閉部分角領域S1とは実数d1, α1, ρ1 (α1,ρ1 > 0)
に対し

S1 = S1(d1, α1, ρ1) =
{
z = reiθ | 0 < r ≤ ρ1, |θ − d1| ≤ α1/2

}
と表され, S1 ⊂ S となる領域とする.

Sをある角領域とし, f(z)を S上の正則関数, f̂(z) =
∞∑
n=0

fnz
n ∈ C[[z]] と

する. このとき, f(z), f̂(z)に対しN 次の剰余項 νf (z,N)を

νf (z,N) = z−N
(
f(z)−

N−1∑
n=0

fnz
n
)

とする.

定義 1.5 (漸近展開). 関数 f(z) は角領域 S上 f̂(z)にGevrey order k で漸近
展開可能であるとは, Sの任意の閉部分角領域 S1に対し, ある定数C > 0が
存在し, 任意のN ≥ 0に対し S1上

|νf (z,N)| ≤ CN+1Γ (1 +N/k) (1.2)

が成立することである. このとき, f(z) ∼=k f̂(z) と表す.

Ak(S)を, ある f̂(z) ∈ C[[z]]に S上 Gevrey order k で漸近展開可能な関
数のなす集合とする. このとき, 漸近展開の定義から f(z) ∈ Ak(S)に対し
f̂(z) ∈ C[[z]]が一意的に定まる. よって, 自然な射 Tk : Ak(S) → C[[z]] が存
在する. このとき Tkは次のような分解をもつ:

Ak(S) C[[z]]1/k

C[[z]]

//

!!D
DD

DD
DD

DD
DD _�

��
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この射Ak(S) → C[[z]]1/kも同様に Tkで表す. また, A
(0)
k (S) := Ker Tkとす

る. このとき次が得られる:

命題 1.6. Ak(S)は環をなし, Tkは環準同型.

特に, A
(0)
k (S)はAk(S)のイデアルとなる. また, 定義から k2 > k1 > 0な

らばAk2(S) ⊂ Ak1(S)となる.

注 1.1. k2 > k1 > 0とする. このとき, S の形状や k1, k2によるが, 一般に
A

(0)
k1
(S) = A

(0)
k2
(S)は成立しない. よって, f(z) ∈ Ak1(S), f̂(z) ∈ C[[z]]1/k2 で

f(z) ∼=k1 f̂(z)でも f(z) ∈ Ak2(S)とは限らない.

注 1.2. f(z) ∈ Ak(S) \ zAk(S)は可逆とは限らない. 実際, f(z) ∼=k f̂(z),
f0 ̸= 0 でも f(z0) = 0となる点 z0 ∈ Sが存在すれば 1/f(z) /∈ Ak(S).

A
(0)
k (S)の定義から f(z) ∈ A

(0)
k (S)は, Sの任意の閉部分角領域S1に対し,

ある定数C > 0が存在し任意のN > 0 に対し

|f(z)| ≤ CN+1|z|NΓ (1 +N/k)

が S1上成立する. この評価から, f(z) ∈ A
(0)
k (S)は次の条件により特徴付け

られることがわかる:

命題 1.7. f(z) ∈ A
(0)
k (S)となるための必要十分条件は, Sの任意の閉部分角

領域 S1に対し, ある定数C, h > 0が存在し

|f(z)| ≤ Ce−h|z|−k

が S1上成立する.

1.3 Borel変換

形式冪級数 f̂(z) ∈ C[[z]]に対し,形式的Borel変換 B̂k(f̂)(ζ)を

B̂k(f̂)(ζ) =
∞∑
n=0

fn
Γ (1 + n/k)

ζn

により定める. 特に f̂(z) ∈ C[[z]]1/k ならば B̂k(f̂)(ζ) ∈ C{ζ} となる. また,
f(z)を S(d, α, ρ) (α > π/k)で正則で有界とする. このとき, f(z)の d方向へ
のBorel変換 Bk(f)(ζ) を

Bk,d(f)(ζ) =
1

2πi

∫
γ

f(z)e(ζ/z)
k

zkd(z−k) (1.3)
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により定義する. ただし, 積分路 γ : [0, 1] → S(d, α, ρ)は ρ̃ ∈ (0, ρ), β ∈
(π/k, α) に対し

γ(t) =


3tρ̃ exp

(
i(d+ β/2)

)
(0 ≤ t ≤ 1/3)

ρ̃ exp
(
i(d+ 3(1− 2t)β/2)

)
(1/3 ≤ t ≤ 2/3)

3(1− t)ρ̃ exp
(
i(d− β/2)

)
(2/3 ≤ t ≤ 1)

(1.4)

により定義する. このとき, Bk,d(f)(ζ)は S(d, α− π/k)で正則で exponential
size k, つまり,任意の S(d, α− π/k)の閉部分角領域 S1(d, β,∞)上, ある定数
C, h > 0が存在し

|Bk,d(f)(ζ)| ≤ Ceh|ζ|
k

が成立する.

注 1.3. s ≥ 0に対し

Bk,d(z
s)(ζ) =

ζs

Γ (1 + s/k)
(1.5)

となる. よって, 形式的Borel変換 B̂kはBorel変換Bkを次のように形式的に
C[[z]]に拡張したものである:

B̂k(f̂)(ζ) =
∞∑
n=0

fnBk,d(z
n).

このとき次が成立する:

定理 1.8. k > k1 > 0, f(z) ∈ Ak1 (S(d, α, ρ)) (α > π/k)で f ∼=k1 f̂ とする.

k−1
2 = k−1

1 − k−1

とすると, Bk,d(f)(ζ) ∈ Ak2(S(d, α− π/k)) で

Bk,d(f)(ζ) ∼=k2 B̂k(f̂)(ζ)

となる. また, k = k1のときBk,d(f)(ζ) ∈ C{ζ} となりBk,d(f)(ζ) = B̂k(f̂)(ζ).

Proof. g(ζ) = Bk,d(f)(ζ) とする. このとき

νg(ζ,N) = ζ−N
(
g(ζ)− B̂k

(N−1∑
n=0

fnz
n
))
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とすると (1.5)から

νg(ζ,N) = ζ−NBk,d(z
Nνf (z,N))(ζ).

ここで, νf (z,N)は (1.2)を満たすので, Bk,dの積分表示 (1.3)から νg(ζ,N)に
関する次の評価が得られる: S(d, α − π/k)の任意の閉部分角領域 S1上ある
定数 C̃ > 0が存在し, 任意のN ≥ 0に対し

|νg(ζ,N)| ≤ C̃N+1Γ(1 +N/k1)/Γ(1 +N/k).

よって, Bk,d(f)(ζ) ∼=k2 B̂k(f̂)(ζ). また, k = k1のときは B̂k(f̂)(ζ)の収束性か
ら主張が得られる.

注 1.4. f(z)に対し f (k)(z) = f(z1/k)とすると, B1,kdと Bk,dとの関係は

Bk,d(f)(ζ) = B1,kd(f
(k))(ζk)

により与えられる. また, f̂(z) ∈ C[[z]]に対し f̂ (k)(z) = f̂(z1/k) ∈ C[[z1/k]]と
し, (1.5)により B̂1をC[[z1/k]]に形式的に拡張すると

B̂k(f)(ζ) = B̂1(f
(k))(ζk).

1.4 Laplace変換

ある α, ρ > 0に対し g(ζ) ∈ Ak1(S(d, α, ρ))とし, g(ζ) ∼=k1 ĝ(ζ) とする. 更に
g(ζ)は S(d, α)に解析接続され exponential size kとする. このとき g(ζ)の d
方向への Laplace変換Lk,d(g)(z) を

Lk,d(g)(z) =

∫ ∞eid

0

g(ζ)e−(ζ/z)kz−kdζk (1.6)

により定義する. また, ĝ(ζ) =
∞∑
n=0

gnζ
n の形式的 Laplace変換 L̂k(ĝ)(z) を

L̂k(ĝ)(z) =
∞∑
n=0

gnΓ(1 + n/k)zn

とする.
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注 1.5. s ≥ 0に対し

Lk,d(ζ
s)(z) = Γ (1 + s/k) zs (1.7)

となる. よって, 形式的Laplace変換 L̂kはLaplace変換Lkを次のように形式
的にC[[ζ]]に拡張したものである:

L̂k(ĝ)(z) =
∞∑
n=0

gnLk,d(ζ
n).

このとき次が成立する:

定理 1.9.
k−1
2 = k−1

1 + k−1

とすると任意の ε > 0に対し δ(ε) > 0が存在し Lk,d(g)(z) ∈ Ak2(S(d, α +
π/k − ε, δ(ε))) で

Lk,d(g)(z) ∼=k2 L̂k(ĝ)(z).

Proof. S(d, α, ρ)上 g(ζ) ∼=k1 ĝ(ζ)より十分小さな任意の ε > 0に対しある定
数C > 0が存在し S1(d, α− ε/2, ρ− ε)上

|νg(ζ,N)| ≤ CN+1Γ(1 +N/k1)

となる. また, ĝ(ζ) ∈ C[[ζ]]1/k1 で, g(ζ)は S(d, α)で exponential size kのた
め S1(d, α− ε/2,∞) ∩ {|ζ| ≥ ρ− ε} 上ある定数 C̃, h > 0が存在し

|νg(ζ,N)| ≤ C̃N+1Γ(1 +N/k1)e
h|ζ|k

となる. このとき, ある定数 δ > 0が存在し (z, ζ) ∈ S(d, α + π/k − ε, δ) ×
S1(d, α−ε/2,∞)に対し−(ζ/z)k < −2h|ζ|kとなる. ここで, f(z) = Lk,d(g)(z)
とすると積分 (1.6)はS(d, α+π/k−ε, δ)上収束し正則関数を定める. よって,

νf (z,N) = z−N
(
f(z)− L̂k

(N−1∑
n=0

gnζ
n
))

とすると (1.7)から

νf (z,N) = z−NLk,d(ζ
Nνg(ζ,N))(z).

となるが, νg(ζ,N)の評価からνf (z,N)に関する次の評価が得られる: S(d, α+
π/k − ε, δ)上ある定数C1 > 0が存在し, 任意のN ≥ 0に対し

|νf (z,N)| ≤ C̃N+1Γ(1 +N/k1)Γ(1 +N/k).

よって, Lk,d(g)(z) ∼=k2 L̂k(ĝ)(z).
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注 1.6. g(ζ)に対し g(k)(ζ) = g(ζ1/k)とすると, L1,kdとLk,dとの関係は

Lk,d(g)(z) = L1,kd(g
(k))(zk)

により与えられる. また, ĝ(ζ) ∈ C[[ζ]]に対し ĝ(k)(ζ) = ĝ(ζ1/k) ∈ C[[ζ1/k]]と
し, (1.7)により L̂1をC[[ζ1/k]]に形式的に拡張すると

L̂k(g)(z) = L̂1(g
(k))(zk).

Borel変換と Laplace変換に関して次の関係式が成立する:

定理 1.10. f(z)は S(d, α, ρ) (α > π/k)で正則で有界のとき

Lk,d ◦ Bk,d(f)(z) = f(z).

Proof. 十分小さな δ > 0に対し z = δe2πid の近傍で

Lk,d ◦ Bk,d(f)(z) =
1

2πi

∫ ∞eid

0

∫
γ

f(z̃)eζ
k(z̃−k−z−k)z−kz̃kd(z̃−k)dζk

=
1

2πi

∫
γ

f(z̃)z−kz̃kd(z̃−k)

∫ ∞eid

0

eζ
k(z̃−k−z−k)dζk

=
1

2πi

∫
γ

−f(z̃)z−kz̃k

z̃−k − z−k
d(z̃−k)

=
−k
2πi

∫
γ

f(z̃)z̃k−1

z̃k − zk
d(z̃)

ここで, δ > 0を十分小さくとることにより zは閉曲線 γに囲まれているとし
てよい. よって, Cauchyの積分公式から主張が得られる.

同様にして次が得られる:

定理 1.11. g(ζ)は S(d, α) (α > 0)で正則, ζ = 0で有界で exponential size k
のとき

Bk,d ◦ Lk,d(g)(ζ) = g(ζ).

1.5 Borel総和可能性

まず, 次のBorel-Ritt型の定理を証明する:
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定理 1.12. d ∈ R, α ∈ (0, π/k), ρ > 0とする. このとき, 任意の f̂(z) ∈
C[[z]]1/kに対し f(z) ∼=k f̂(z)となる f(z) ∈ Ak(S(d, α, ρ))が存在する.

Proof. g(ζ)はDδ = {ζ ∈ C | |ζ| ≤ δ} (δ > 0) で正則とする. このとき g(ζ)
に対しLδ

k,d(g)(z)を

Lδ
k,d(g)(z) =

∫ δeid

0

g(ζ)e−(ζ/z)kz−kdζk

により定義する. ここで, f̂(z) ∈ C[[z]]1/k に対し δ を十分小さく取れば
B̂k(f̂)(ζ)はDδで正則とできる. Sδ

k,d(f̂)(z) := Lδ
k,d◦B̂k(f̂)(z)とし, Sδ

k,d(f̂)(z) ∈
Ak(S(d, α, ρ))で Sδ

k,d(f̂)(z)
∼=k f̂(z)となることを示す. まず, B̂k(f̂)(ζ) はDδ

上正則より, ある定数C > 0が存在して任意のN ≥ 0, ζ ∈ Dδ に対し∣∣∣B̂k(f̂)(ζ)−
N−1∑
n=0

fnB̂k(z
n)(ζ)

∣∣∣ ≤ CN+1|ζ|N (1.8)

となる. また, (1.5), (1.7), 及び (1.8)より次の評価が得られる: ある定数
C1 > 0が存在し z ∈ S(d, α, ρ)に対し

|fn
(
zn − Sδ

k,d(z
n)
)
| =

∣∣∣ ∫ ∞eid

δeid

fnζ
n

Γ(1 + n/k)
e−(ζ/z)kz−kdζk

∣∣∣
≤ Cn+1Γ(1 + n/k)|z|n| exp[−(δeid/z)k]|,

∣∣∣Lδ
k,d

(
B̂k(f̂)(ζ)−

N−1∑
n=0

fnB̂k(z
n)(ζ)

)∣∣∣ ≤ ∫ ∞eid

0

CN+1|ζ|N |e−(ζ/z)kz−k||dζk|

≤ CN+1
1 Γ(1 +N/k)|z|N .

以上から S(d, α, ρ)上 Sδ
k,d(f̂)(z)

∼=k f̂(z)となることがわかる.

定理 1.12から α ∈ (0, π/k) に対し Tk : Ak(S(d, α, ρ)) → C[[z]]1/k は全射
となることがわかる. しかしながら, 例えば exp[−(eid/z)k] ∈ A

(0)
k (S(d, α, ρ))

となり Tkは単射とはならない. 一方, α > π/kの場合は Tkは全射とはなら
ないが, 次のWatsonの補題が示すように単射となる:

補題 1.13. ρ > 0, α > π/kに対しA
(0)
k (S(d, α, ρ)) = 0.
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Proof. f(z) ∈ A
(0)
k (S(d, α, ρ))とするとf(z) ∼=k 0より,定理 1.8からBk,d(f)(ζ)

= B̂k(0)(ζ) = 0. よって, 定理 1.10から

f(z) = Lk,d ◦ Bk,d(f)(z) = Lk,d(0)(z) = 0.

以上から次が得られる:

定理 1.14. f̂(z) ∈ C[[z]]1/kに対し,次は同値.

(i) ある f(z) ∈ Ak(S(d, α, ρ)) (ρ > 0, α > π/k)が存在し f(z) ∼=k f̂(z).

(ii) ある ε > 0が存在し B̂k(f̂)(ζ) はS(d, ε)に解析接続され exponential size
k.

このとき, f̂(z)に対し f(z)は一意的に定まり f(z) = Lk,d ◦ B̂k(f̂)(z) で与え
られる.

定義 1.15 (Borel総和可能性). f̂(z) ∈ C[[z]]1/k が定理 1.14の同値な条件
を満たすとき f̂(z)は d方向に k-Borel総和可能, あるいは k-summableと
いい, d方向に k-summableな級数のなす集合を C{z}k,d と表す. このとき
f̂(z) ∈ C{z}k,d に対し, そのBorel和 Sk,d(f̂)(z) を

Sk,d(f̂)(z) := Lk,d ◦ B̂k(f̂)(z)

とする. また, R mod 2π で有限個の方向を除いて k-summableな級数のな
す集合をC{z}kと表す. また, f̂(z) ∈ C[[z]]1/k が k-summableでない方向を
f̂(z)の特異方向といい, その集合を Sing(f̂) (⊂ R mod 2π) と表す.

nd := C{z}k,d ∩m = zC{z}k,d
n := C{z}k ∩m = zC{z}k

とすると次が得られる:

命題 1.16. (C{z}k,d, nd), (C{z}k, n) は正則局所環で PIDとなる.

例 1.17. 任意の方向 d, k > 0に対しC{z} ⊂ C{z}k,d.

例 1.18. 任意の k > 0に対しC{z} ⊂ C{z}k.
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例 1.19. f̂k(z) =
∞∑
n=0

Γ(1 + n/k)zn とすると B̂k(f̂k)(ζ) = (1− ζ)−1. よって,

f̂k(z)は d /∈ 2πZの方向で k-summableで Sing(f̂k) = {0 mod 2π}となる. し
かしながら, k ̸= lに対し f̂k(z) /∈ C{z}l.

C{z}k,d, C{z}kは以下の性質を満たす:

命題 1.20. C{z}k,d, C{z}kはC{z}上忠実平坦.

命題 1.21. a < bとしd0 ∈ (a, b), k > 0とする. このとき, f̂(z) ∈
∩

d∈(a,b)\{d0}

C{z}k,d

で, ある k̃ > 0に対し B̂k(f̂)(ζ) は S(d0, ε) (ε > 0) で exponential size k̃とす
ると f̂(z) ∈ C{z}k,d0 .

命題 1.21は次の Phragmén-Lindelöfの定理から従う:

定理 1.22. g(ζ)は S = S(d, π/k)上正則で exponential size k̃
(
k̃ ∈ (0, k)

)
と

する. 更に g(ζ)が Sの境界 ∂S上連続で有界のとき g(ζ)は S上有界となる.

Proof. d = 0の場合を示せば十分. まず

sup
∂S

|g(ζ)| ≤M

とすると, 任意の ε > 0 と ℓ ∈ (k̃, k)に対し ∂S 上 |e−εζℓg(ζ)| ≤ M となる.
よって, 最大値の原理から S上

|g(ζ)| ≤Meε|ζ|
ℓ

となるが, ε > 0は任意だったので, S上 |g(ζ)| ≤M となる.

命題 1.23. 任意の k > 0に対し

C{z} =
∩
d∈R

C{z}k,d.

Proof.
∩
d∈R

C{z}k,d ⊂ C{z} を示せばよい. f̂(z) ∈
∩
d∈R

C{z}k,d とすると

B̂k(f̂)(ζ) は C上正則で exponential size kとなる. よって, ある定数 ρ > 0
が存在し Sk,d(f̂)(z) は {z ∈ C | 0 < |z| < ρ} 上一価正則で有界となる.

よって, z = 0は除去可能な特異点となり Sk,d(f̂)(z) は z = 0で正則となり
Sk,d(f̂)(z) ∼=k f̂(z) ∈ C{z}.
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系 1.24. k1 > k2 > 0に対し

C{z} = C{z}k1 ∩ C{z}k2 = C[[z]]1/k1 ∩ C{z}k2 .

Proof. C{z} ⊂ C{z}k1 ∩ C{z}k2 ⊂ C[[z]]1/k1 ∩ C{z}k2 となるが, f̂(z) ∈
C[[z]]1/k1∩C{z}k2 とすると B̂k(f̂)(ζ)はC上正則で exponential size k3 (k

−1
3 =

k−1
2 − k−1

1 ) となる. よって, 命題 1.21, 命題 1.23から主張が得られる.

1.6 合成積代数

C[[z]]1/k には自然な積構造が与えられたが, 本節では B̂k と両立するような
C{ζ}の積構造を考える. まず, 合成積を次で定義する:

定義 1.25 (合成積). k, k1 > 0とする. このとき, f(ζ), g(ζ) ∈ Ak1(S(d, α, ρ))
(α, ρ > 0)に対し f(ζ)と g(ζ)の合成積 f ∗k g(ζ)を

f ∗k g(ζ) =
[ d
dt

∫ t

0

f((t− t̃)1/k)g(t̃1/k)dt̃
]∣∣∣

t=ζk

により定義する.

注 1.7. · ∗k ·と · ∗1 ·との関係は次で与えられる: f(ζ), g(ζ) ∈ Ak1(S(d, α, ρ))
に対し f (k)(ζ) = f(ζ1/k), g(k)(ζ) = g(ζ1/k) とすると

f ∗k g(ζ) = f (k) ∗1 g(k)(ζk).

このとき次が成立する:

命題 1.26. f(ζ), g(ζ) ∈ Ak1(S(d, α, ρ)) (α, ρ > 0) とし f(ζ) ∼=k1 f̂(ζ),
g(ζ) ∼=k1 ĝ(ζ)とする. このとき, h(ζ) := f∗kg(ζ)とするとh(ζ) ∈ Ak1(S(d, α, ρ))
で h(ζ) ∼=k ĥ(ζ),

hn =
n∑

j=0

Γ(1 + (n− j)/k)Γ(1 + j/k)

Γ(1 + n/k)
fn−jgj (n ≥ 0)

となる.

例えば,

ζm ∗k ζn =
[ d
dt

∫ t

0

(t− t̃)m/k t̃n/kdt̃
]∣∣∣

t=ζk
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=
[ d
dt
t1+(m+n)/kB(1 +m/k, 1 + n/k)

]∣∣∣
t=ζk

=
Γ(1 +m/k)Γ(1 + n/k)

Γ(1 + (m+ n)/k)
ζm+n

となるが, νh(ζ,N)の評価等も同様にして得られ, 命題 1.26が従う.
C{ζ}に · ∗k ·により積構造を定めた環をConvkとすると, 命題 1.26から

直ちに次が得られる:

命題 1.27. B̂k : C[[z]]1/k → Convk は環同型を与える.

注 1.8. B̂kの逆は L̂kにより与えられる.

また, Expk,d ⊂ C{ζ} を, ある ε > 0が存在し S(d, ε)で exponential size k
の関数のなす空間に · ∗k ·により積構造を定めた環とすると, 定理 1.14から
次が従う:

命題 1.28. B̂k : C{z}k,d → Expk,d は環同型を与える.

次に, 微分に関してだが s ≥ 0に対し

B̂k

(
z
d

dz
zk+s

)
(ζ) =

(k + s)ζk+s

Γ(1 + (k + s)/k)
= kζkB̂k(z

s)

より, f̂(z) ∈ C[[z]]1/kに対し次が成立する:

B̂k

(
z
d

dz

(
zkf̂(z)

))
= kζkB̂k(f̂)(ζ). (1.9)

最後に, 命題 1.28を用いて次を示す:

命題 1.29. f(z) ∈ C{z}, ĝ(z) ∈ nd ならば, f(ĝ(z)) ∈ C{z}k,d.

Proof. gB(ζ) := B̂k(ĝ)(ζ) とし, gB(ζ)は S(d, ε) (ε > 0) で正則で, S(d, ε)の
閉部分角領域 S̄1上C, h > 0が存在し

|gB(ζ)| ≤ C|ζ|eh|ζ|k

が成立するとする. Cauchyの評価式から, C, hを大きく取り直すことにより,
dgB/dζも S̄1上 ∣∣∣dgB

dζ
(ζ)

∣∣∣ ≤ Ceh|ζ|
k
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とできる. ここで, n ≥ 0に対し B̂k(ĝ
n)(ζ) = g∗nB (ζ) とすると,

|g∗nB (ζ)| ≤ Cn|ζ|n

Γ(1 + n/k)
eh|ζ|

k

(1.10)

が成立する. 実際, n = n0のとき成立するとすると, gB(0) = 0より,

|gB ∗k g∗n0
B (ζ)| =

∣∣∣ ∫ t

0

dgB
dζ

((t− t̃)1/k)
1

k
(t− t̃)1/k−1gn0

B (t̃1/k)dt̃
∣∣∣
t=ζk

∣∣∣
≤

∫ |t|

0

Ceh(|t|−|t̃|) 1

k
(|t| − |t̃|)1/k−1 Cn0 |t̃|n0/k

Γ(1 + n0/k)
eh|t̃|d|t̃|

∣∣∣
|t|=|ζ|k

≤ Cn0+1|ζ|n0+1eh|ζ|
kB(1/k, 1 + n0/k)

Γ(1 + n0/k)

≤ Cn0+1|ζ|n0+1

Γ(1 + (n0 + 1)/k)
eh|ζ|

k

.

よって, (1.10)から B̂k(f(ĝ))(ζ) は S̄1上正則で exponential order k となるこ
とがわかる.

1.7 Weierstrass型割り算定理

本節では C[[z]]1/k, C{z}k,d, C{z}k の Hensel 性に関して議論する. まず,
f(ζ, w), g(ζ, w) ∈ C{ζ, w} に対し, その積 f ∗ g(ζ, w)を次で定義する:

f ∗ g(ζ, w) =
[ d
dt

∫ t

0

f((t− t̃)1/k, w)g(t̃1/k, w)dt̃
]∣∣∣

t=ζk
. (1.11)

また, Expw
k,dを f(ζ, w) ∈ C{ζ, w}で, ある ε > 0に対し

Sw = S(d, ε)× {w ∈ C | |w| < ε}

上正則に解析接続され, Sw上連続で

|f(ζ, w)| ≤ Ceh|ζ|
k

となる関数のなす空間とする. Expw
k,dに関しても同様の積構造を考える. 以後

R はC{ζ, w}, 或は Expw
k,dとする. ここで, R0を f(ζ, w) ∈ Rで f(0, 0) ̸= 0

となるものとすると, R0はRの単元のなす集合と一致する. このとき, 通常
のWeierstrass型の割り算定理と同様にして (例えば [GR]を参照),次が得ら
れる:
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定理 1.30. g(ζ, w) ∈ Rは

∂jwg(0, 0) = 0 (0 ≤ j ≤ n− 1), (1.12)

∂nwg(0, 0) ̸= 0 (1.13)

を満たすとする. このとき,任意のf(ζ, w) ∈ Rに対し次を満たすq(ζ, w), r(ζ, w)
∈ Rが一意的に存在する :

f = q ∗ g + r,

∂nwr(ζ, w) = 0.

g(ζ, w) ∈ Rは (1.12), (1.13)を満たすとき wに関し order nであるとい
い, 更にwに関してmonicな n次多項式となるとき g(ζ, w)はWeierstrass多
項式であるという. すると, 定理 1.30から次が得られる:

定理 1.31. g(ζ, w) ∈ Rは wに関し order nとする. このとき, 次数 nの
Weierstrass多項式W (ζ, w), 及び q(ζ, w) ∈ R0で, 次を満たすものが一意的
に存在する :

g = q ∗W.

よって, monic な多項式 f(z, w) ∈
(
C[[z]]1/k

)
[w] に対して, f(0, w) =

ḡ(w)h̄(w) (ḡ, h̄ ∈ C[w]は互いに素)となるとき,定理 1.31からg(z, w), h(z, w) ∈(
C[[z]]1/k

)
[w]で f(z, w) = g(z, w)h(z, w), g(0, w) = ḡ(w), h(0, w) = h̄(w) と

なるものが存在することがわかる. C{z}k,d, C{z}kに関しても同様の命題が
成立するため, 次が得られる:

定理 1.32. C[[z]]1/k, C{z}k,d, C{z}kはHensel環となる.

注 1.9. より一般に, 多変数のGevrey級数のなす環に対しても, 接的なWeier-
strass型の割り算定理が成り立つことが知られている. 詳しくは [Z]を参照.

注 1.10. [Ro]ではC[[z]]のHensel性という観点からC[[z]]の完備性を用いて
特異点における微分作用素の分解定理が議論されている.

1.8 Cauchy-Heine変換

本節ではCauchy-Heine変換と,その応用について述べる. まず, Cauchy-Heine
変換を次で定義する:
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定義 1.33 (Cauchy-Heine変換). ψ(z) ∈ A
(0)
k (S(d, α, ρ)) (α, ρ > 0), a ∈

S(d, α, ρ)とする. このとき, ψ(z)のCauchy-Heine変換CHa(ψ)(z) を

CHa(ψ)(z) =
1

2πi

∫ a

0

ψ(w)

w − z
dw

により定義する.

CHa(ψ)(z)は次を満たす:

命題 1.34. ψ(z) ∈ A
(0)
k (S(d, α, ρ)) (α, ρ > 0), a ∈ S(d, α, ρ)とし, d̃ = d+ π,

α̃ = α + 2π, ρ̃ = |a| とする. このとき, CHa(ψ)(z) ∈ Ak(S(d̃, α̃, ρ̃))で

CHa(ψ)(z) ∼=k ĈHa(ψ)(z),

ĈHa(ψ)(z) :=
1

2πi

∞∑
n=0

zn
∫ a

0

w−n−1ψ(w)dw.

更に, z ∈ S(d, α, ρ̃)に対し

CHa(ψ)(z)− CHa(ψ)(ze
2πi) = ψ(z).

Proof. まず, CHa(ψ)(z) の S(d̃, α̃, ρ̃)での正則性は, 積分路 [0, a]を端点を固
定しながら zが積分路上に現れないようにS(d, α, ρ)内で変形することにより
得られるが, CHa(ψ)(z) ∈ Ak(S(d̃, α̃, ρ̃)) となることは, ψ ∈ A

(0)
k (S(d, α, ρ))

と
1

w − z
=

N−1∑
n=0

znw−n−1 +
zNw−N

w − z

から剰余項の評価が得られ, 導かれる. 最後の主張はCauchyの積分公式から
従う.

次に正規被覆を定義する:

定義 1.35 (正規被覆). S1 = R /2π Zの被覆 Ij (1 ≤ j ≤ m)が正規被覆であ
るとは,

αj+1 < βj < αj+2 (1 ≤ j ≤ m)

を満たす αj, βj ∈ R (1 ≤ j ≤ m)が存在し, Ij = (αj, βj) mod 2π と表される
ことである. ただし, j > mに対し αj = αj−m + 2πとする.
また, D∗

r := {z ∈ C | 0 < |z| < r} (r > 0)の被覆 Sj (1 ≤ j ≤ m)が正規
被覆であるとは, 同様の αj, βj (1 ≤ j ≤ m)により Sj = S((αj + βj)/2, (βj −
αj)/2, r) と表されることである.
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このとき, 命題 1.34から直ちに次が得られる:

定理 1.36. Sj (1 ≤ j ≤ m)をD∗
r の正規被覆とし, ψj(z) ∈ A

(0)
k (Sj−1 ∩ Sj)

(S0 = Sm) とする. このとき, aj ∈ Sj−1 ∩ Sj に対し

fj(z) =

j∑
ℓ=1

CHaℓ(ψℓ)(z) +
m∑

ℓ=j+1

CHaℓ(ψℓ)(ze
2πi) (0 ≤ j ≤ m) (1.14)

とし, S̃j := Sj ∩D∗
ρ (ρ = min

j
|aj|) とすると fj(z) ∈ Ak(S̃j) (0 ≤ j ≤ m) で

次を満たす :

fj(z) ∼=k

m∑
ℓ=1

ĈHaℓ(ψℓ)(z),

fj(z)− fj−1(z) = ψj(z),

fm(ze
2πi) = f0(z).

最後に次の k-summableな級数に関する分解定理を与える:

定理 1.37. f̂(z) ∈ C{z}kとし, Sing(f̂) = {dj mod 2π | 1 ≤ j ≤ m}とする.

このとき, Sing(f̂j) = {dj mod 2π} となる f̂j(z) ∈ C{z}k (1 ≤ j ≤ m) が存
在し

f̂(z) =
m∑
j=1

f̂j(z)

と表される.

Proof. d1 < d2 < · · · < dm < dm+1 = dm + 2π としてよい. このとき,
d̃j ∈ (dj, dj+1) に対し f̃j(z) = Sk,d̃j

(f̂)(z), f̃0(z) = f̃m(z) とし, ψj(z) =

f̃j(z)− f̃j−1(z) (1 ≤ j ≤ m)とすると, ψj(z) ∈ A
(0)
k (Sj−1∩Sj)となる. ただし,

Sjはある ε, ρ > 0に対し定義 1.35でαj = dj−π/2k+ε, βj = dj+1+π/2k−ε
としたD∗

ρの被覆である. ここで, aj = ρ̃e2πidj (ρ̃ ∈ (0, ρ)) とし, S̃j を αj =
dj −π−π/2k+ ε, βj = dj +π+π/2k− εとしたD∗

ρ̃の被覆とすると命題 1.34

から CHaj(ψj)(z) ∈ Ak(S̃j)となる. ここで, ε > 0は任意に小さく取れるの
で, CHaj(ψj)(z) ∼=k ĈHaj(ψj)(z) ∈ C{z}k で Sing(ĈHaj(ψj)) = {dj mod 2π}
となる. ここで, fj(z)を (1.14)により定義し gj(z) := f̃j(z) − fj(z)とする
と, 命題 1.34から Sj−1 ∩ Sj 上 gj(z) − gj−1(z) = 0となる. よって, gj(z)
はD∗

ρ̃ で正則で z = 0で有界となり, h(z) = gj(z) ∈ C{z}となる. よって,

fj(z) + h(z) = f̃j(z) ∼=k f̂(z) となるので, f̂j(z) = ĈHaj(ψj)(z) (1 ≤ j ≤
m− 1), f̂m(z) = ĈHam(ψj)(z) + h(z) とすればよい.
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1.9 層論的考察

本節では k > 1/2とする. まず, S1上のGevrey order kで漸近展開可能な関数
のなす層Akは次で定義される: IをS1の連結な開集合とする. このときAk(I)
を, ある連続関数 ρ : I → (0, 1)が存在しSρ := {ρ̃eiθ | 0 < ρ̃ < ρ(θ), θ ∈ I} に
含まれる任意の角領域上漸近展開可能な関数のなす集合とする. S1の連結な
開集合全体は S1の開基となるので, これから S1上の層Akが自然に定まる.
本節では [Ra2],[MR]等に従い, Akの基本的性質について解説する.
まず, C[[z]]1/kを S1上の定数層と考えると, Akの定義から自然な射 Tk :

Ak → C[[z]]1/k が定まる. このとき, A (0)
k := Ker Tk とすると, 定理 1.12か

ら次の完全列が得られる:

0 → A (0)
k → Ak → C[[z]]1/k → 0. (1.15)

Γ(S1,A (0)
k ) = 0, Γ(S1,Ak) = C{z}, Γ(S1,C[[z]]1/k) = H1(S1,C[[z]]1/k) =

C[[z]]1/k に注意して, (1.15)から次の完全列が得られる:

0 → C{z} → C[[z]]1/k → H1(S1,A (0)
k ) → H1(S1,Ak) → C[[z]]1/k → 0.

(1.16)
ここで, 被覆の細分を取り, S1の正規被覆を考えることにより定理 1.36から
次が得られる:

定理 1.38. (1.16)の射H1(S1,A (0)
k ) → H1(S1,Ak) の像は 0となる.

定理 1.38から, 次の完全列が得られる:

0 → C{z} → C[[z]]1/k → H1(S1,A (0)
k ) → 0. (1.17)

また, H1(S1,Ak)
∼→ C[[z]]1/k となることもわかる. ここで,

I
(d)
k = [d− π/2k, d+ π/2k] mod 2π

としたとき, 次の完全列に注意する:

0 →
(
Ak

)
S1\I(d)k

→ Ak →
(
Ak

)
I
(d)
k

→ 0. (1.18)

ここで,

I
(d)
k S1 S1 \ I(d)k

ι1 // ι2oo
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とすると, I
(d)
k は閉集合より,

(
Ak

)
S1\I(d)k

= ι2!ι
−1
2 Ak となるので, (1.18)から

次の完全列が得られる:

0 → Γc(S1 \ I(d)k ;Ak) → C{z} → Γ(I
(d)
k ;Ak)

→ H1
c (S1 \ I(d)k ;Ak) → H1(S1,Ak) → H1(I

(d)
k ;Ak) → 0. (1.19)

A (0)
k に関しても (1.19)と同様の完全列が得られる. ここで, 定義から

Tk : Γ(I
(d)
k ;Ak)

∼→ C{z}k,d

で, Watsonの補題より
Γ(I

(d)
k ;A (0)

k ) = 0

となる. また, Γc(S1 \ I(d)k ;Ak) = 0, H1
c (S1 \ I(d)k ;C[[z]]1/k) ≃ C[[z]]1/k より,

0 H1
c (S1 \ I(d)k ;A (0)

k ) H1
c (S1 \ I(d)k ;Ak) C[[z]]1/k

H1(S1;A (0)
k ) H1(S1;Ak)

Γ(I
(d)
k ;Ak)

C[[z]]1/k

⟳ ⟳

// //

0
//

//

∼ //
�� ��

��

∼

��

が成立する. よって, 次の完全列が得られる:

0 → C{z} → C{z}k,d → H1
c (S1 \ I(d)k ;A (0)

k ) → 0. (1.20)

また, S1の連結な開集合 Iに対しBk(I)を Iの任意の方向で k-summable
な級数のなす集合とすると,これからS1上の k-summableな級数のなす層Bk

が定まるが, Ak, Bk は以下のようにして関係づけることができる: まず, Ŝ1

を S1のコピーとし,

Dk = {(θ1, θ2) ∈ S1 × Ŝ1 | |arg θ1 − arg θ2| ≤ π/2k}

とする. また, p1を第 1成分に関する射影, p2を第 2成分に関する射影とする:

S1

S1 × Ŝ1

Ŝ1

p1

����
��
��
�� p2

��?
??

??
??

?
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このとき,
A ∧

k = p2∗(p
−1
1 Ak)Dk

とすると, Ak, Bkは次の関係式を満たす:

Bk ≃ A ∧
k .

また, Gk := GL(n;Ak), Ĝk := GL(n;C[[z]]1/k) とすると, 自然な射 Tk :

Gk → Ĝk が定まるが, G (0)
k := kerTk とする. このとき, (1.15) と同様に次の

完全列が得られる:
1 → G (0)

k → Gk → Ĝk → 1. (1.21)

ここで, Cartanの補題と類似の議論により定理 1.38から次が導かれる:

定理 1.39. (0.2)から得られる自然な射H1(S1,G (0)
k ) → H1(S1,Gk) の像は 1

となる.

注 1.11. 定理 1.38, 定理 1.39と同様の主張が通常の漸近展開可能な関数のな
す層に関しても成立する. 詳細は [Si]を参照. また, 多変数の漸近解析におい
ても同様の主張が成立することが知られている. 詳細は [Ma], [H]を参照.

1.10 多重総和可能性

本節では多重総和可能性に関して説明する. まず, 次の相対的Watsonの補題
を示す.

定理 1.40. l > k > 1/2に対し

Γ(I
(d)
k ;A (0)

k /A (0)
l ) = 0.

Proof. まず, 次の完全列に注意する:

0 → A (0)
l → A (0)

k → A (0)
k /A (0)

l → 0.

このとき, Watsonの補題から Γ(I
(d)
k ;A (0)

k ) = Γ(I
(d)
k ;A (0)

l ) = 0 より, 次の完
全列が得られる:

0 → Γ(I
(d)
k ;A (0)

k /A (0)
l ) → H1(I

(d)
k ;A (0)

l )
ι1→ H1(I

(d)
k ;A (0)

k ).
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よって, ι1の単射性を示せばよい. 定理 1.38から次の図式が得られる:

H1(I
(d)
k ;A (0)

l )

H1(I
(d)
k ;A (0)

k )

0

0

C[[z]]1/l

C[[z]]1/k

Γ(I
(d)
k ;Al)

Γ(I
(d)
k ;Ak)

ι1
���� ��

��
Tl //

Tk //

∂l //

∂k //

//

ここで, φ ∈ Ker ι1 とすると, ∂l(f̂) = φとなる f̂ ∈ C[[z]]1/l が存在する.

よって, f̂ ∈ Im Tl
(
Γ(I

(d)
k ;Al)

)
を示せばよい. ここで, ∂k(f̂) = 0より f̂ ∈

Tk
(
Γ(I

(d)
k ;Ak)

)
に注意すると, 次の命題に帰着される.

命題 1.41. l > k > 1/2に対し

Tl : Γ(I
(d)
k ;Al)

∼→ C{z}k,d ∩ C[[z]]1/l.

Proof. Watsonの補題から単射性は明らか. 全射性を示す. f̂ ∈ C{z}k,d ∩
C[[z]]1/l とするとTk(f) = f̂ となる f ∈ Γ(I

(d)
k ;Ak)が存在する. ここで, 定理

1.8よりk−1
1 = k−1−l−1 とするとS(d, π/2k1)\{0}上正則でBl,d(f) ∼=k1 B̂l(f̂)

となる. ここで, f̂ ∈ C[[z]]1/l より B̂l(f̂) ∈ C{z} となるので, Tlの単射性か
ら Bl,d(f) ∼=∞ B̂l(f̂). また, Bl,d(f)は S(d, π/2k1) 上 exponential order lより,

定理 1.9から f = Ll,d ◦ Bl,d(f) ∈ Γ(I
(d)
k ;Al) で, f ∼=l f̂ となる.

次に多重総和可能な級数を定義する. まず

∞ = km+1 > km > km−1 > · · · > k1 = k > 1/2

に対し k⃗ = (km, km−1, · · · , k1) とし, d⃗ = (dm, dm−1, · · · , d1) ∈ Rm は

I
(dm)
km

⊂ I
(dm−1)
km−1

⊂ · · · ⊂ I
(d1)
k1

を満たすとする. ここで, 1 ≤ j ≤ mに対し

Aj := Γ(I
(dj)
kj

;Ak/A
(0)
kj+1

),

Bj := Γ(I
(dj+1)
kj+1

;Ak/A
(0)
kj+1

)
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とする. このとき, 自然な射による次の図式を考える:

A1

B1

A2

B2 Bm−1

Am

· · ·
��?

??
??

??
?

��?
??

??
??

?

����
��
��
��

��?
??

??
??

?

����
��
��
��

����
��
��
��

このファイバー積A1×B1A2×B2 · · ·×Bm−1AmをAk⃗,d⃗と表す. f⃗ = (f1, · · · , fm)
∈ Ak⃗,d⃗ を k⃗-precise quasifunction, fjを kj-precise quasifunctionと呼ぶ. ここ

で, A (0)
l ⊂ Ker Tk (l ≥ k)より, 自然な射 Tk : Aj → C[[z]]1/k (1 ≤ j ≤ m) が

定まるが, (f1, · · · , fm) ∈ Ak⃗,d⃗に対しTk(f1) = · · · = Tk(fm)となることに注意
する. そして, (f1, · · · , fm) ∈ Ak⃗,d⃗ に対しTk(f1)を対応させることにより自然
な射Tk⃗ : Ak⃗,d⃗ → C[[z]]1/k が定まるが,この像 Im Tk⃗をC{z}k⃗,d⃗と表し,その元

を d⃗方向に k⃗-summableな級数と呼ぶ. また, (f1, · · · , fm), (g1, · · · , gm) ∈ Ak⃗,d⃗

に対し, その積を (f1g1, · · · , fmgm) で定めることによりAk⃗,d⃗は環となり, Tk⃗
は環準同型となる.

注 1.12. A (0)
∞ = 0 より, Am = Γ(I

(dm)
km

;Ak) となり, 特に m = 1のとき
Tk : A1

∼→ C{z}k1,d1 となる.

このとき, 次が成立する:

定理 1.42. Ker Tk⃗ = 0.

Proof. f⃗ = (f1, · · · , fm) ∈ Ker Tk⃗ とする. すると, Tk(f1) = 0より, f1 ∈
Γ(I

(d1)
k1

;A (0)
k /A (0)

k2
) となり, 定理 1.40 から f1 = 0となる. 次にB1の元とし

て f1 = f2となるので, f2 ∈ Γ(I
(d2)
k2

;A (0)
k2
/A (0)

k3
) となり, 再び定理 1.40 から

f2 = 0となる. 同様にして, 帰納的に fj = 0 (1 ≤ j ≤ m) となる.

特に, 定理 1.42 から

Tk⃗ : Ak⃗,d⃗

∼→ C{z}k⃗,d⃗

となるが, f̂ ∈ C{z}k⃗,d⃗ に対し T−1

k⃗
(f̂) = (f1, · · · , fm), 或は fmのことを f̂ の

多重Borel和と呼び, Sk⃗,d⃗ (f̂) と表す.

注 1.13. f⃗ , g⃗ ∈ Ak⃗,d⃗ とし, fm = gmとすると, f⃗ − g⃗ ∈ Ker Tk⃗ となる. よって,

定理 1.42 から fmを定めればAk⃗,d⃗の元 f⃗ が一意的に定まることがわかる.

C{z}k⃗,d⃗は環であるが, より詳しく次が成立する:
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命題 1.43. f̂ ∈ m ∩ C{z}k⃗,d⃗ , g(z) ∈ C{z}に対し g(f̂) ∈ C{z}k⃗,d⃗ .

実際, f⃗ = (f1, · · · , fm) ∈ Ak⃗,d⃗ でTk⃗(f⃗ ) = f̂とすると, g(f⃗ ) = (g(f1), · · · ,
g(fm)) ∈ Ak⃗,d⃗ で Tk⃗(g(f⃗ )) = g(f̂) となることがわかる.

以上から, nk⃗,d⃗ = m ∩ C{z}k⃗,d⃗ , とすると次が得られる:

命題 1.44.
(
C{z}k⃗,d⃗ , nk⃗,d⃗

)
は正則局所環で PIDとなる.

次に k⃗-summableな級数に関する分解定理について述べる. まず, f̂ (j) ∈
C{z}kj ,dj (j = 1, · · · ,m) とする. このとき,

f̂ = f̂ (1) + · · ·+ f̂ (m) (1.22)

とすると f̂ ∈ C{z}k⃗,d⃗ となる. 実際,

fm = Sk1,d1(f̂
(1)) + · · ·+ Skm,dm(f̂

(m)) (1.23)

とすれば, fm は Ak⃗,d⃗ の元を定め, Tk(fm) = f̂ となることがわかる. 逆に,

k⃗-summableな級数に関する次の分解定理が成立する:

定理 1.45. f̂ ∈ C[[z]]1/k に対し以下は同値 :

(i) f̂ ∈ C{z}k⃗,d⃗

(ii) f̂ (j) ∈ C{z}kj ,dj (j = 1, · · · ,m) が存在し (1.22)の形に表される.

Proof. (i) ⇒ (ii)を示す. (f1, · · · , fm) ∈ Ak⃗,d⃗ とし, Tk(fm) = f̂ とする. ここ

で, Bm−1で fm = fm−1 より, fm−1から次のような I
(dm−1)
km−1

の正規被覆 {Ij}pj=1

と fm−1,j ∈ Γ(Ij;Ak) が定まる: ある q (1 ≤ q ≤ p)に対し

I
(dm)
km

⊂ Iq,

Ij ∩ I(dm)
km

= Ø (j ̸= q),

fm−1,q = fm,

fm−1,j − fm−1,j+1 ∈ Γ(Ij ∩ Ij+1;A
(0)
km

).

ここで, Cauchy-Heine変換を用いた定理 1.36と同様の議論から gm−1,j ∈
Γ(Ij;Akm) で Ij ∩ Ij+1上

fm−1,j − fm−1,j+1 = gm−1,j − gm−1,j+1
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となるものが存在する. よって, hm−1,j = fm−1,j−gm−1,j とすると, Ij∩Ij+1上
hm−1,j = hm−1,j+1となり hm−1 ∈ Γ(I

(dm−1)
km−1

;Ak) が定まる. また, gm−1,q
∼=km

f̂ (m)とすると f̂ (m) ∈ C{z}km,dm となる. ここで, 任意の ĝ ∈ C[[z]]1/kmに対し
gj ∈ Aj (1 ≤ j ≤ m−2)でTk(gj) = ĝとなるものが取れるので, ĥ = f̂ − f̂ (m)

とすると, k⃗′ = (k1, · · · , km−1), d⃗′ = (d1, · · · , dm−1)に対し ĥ ∈ C{z}k⃗′,d⃗′ とな
る. よって, 帰納的に f̂ (j) ∈ C{z}kj ,dj (j = 1, · · · ,m) が存在し f̂ は (1.22)の
形に表されることがわかる.

注 1.14. 一般に f̂ (j) ∈ C{z}kj ,dj (j = 1, · · · ,m), P (y1, · · · , ym) ∈ C[y1, · · · , ym]
に対し P (f̂ (1), · · · , f̂ (m)) ∈ C{z}k⃗,d⃗ となる.

定理 1.45の分解を用いると, f̂ ∈ C{z}k⃗,d⃗ の多重Borel和はSk⃗,d⃗ (f̂) (1.23)

で与えられるが, J. EcalleによるAcceleration作用素を用いて, 以下のように
直接的に Sk⃗,d⃗ (f̂) を構成することができる. まず, k̃ > k > 0に対し d方向の
(k̃, k)-Acceleration作用素Ak̃,k,dは次で定義される:

Ak̃,k,d(f)(ζ) = ζ−k

∫ ∞eid

0

f(ζ̃)Ck̃/k

(
(ζ̃/ζ)k

)
dζ̃k,

Cα(t) =
1

2πi

∫
γ1

u1−1/αeu
−1−tu−1/α

du−1 (α > 1).

ただし, Cα(t)の積分路 γ1は (1.4)で d = 0, k = 1としたものとする. ここで,
Ak̃,k,dの定義域が問題となるが, f(ζ) ∈ Expk,dに対してはAk̃,k,d(f)が定義可
能で

Ak̃,k,d(f)(ζ) = Bk̃,d ◦ Lk,d(f)(ζ) (1.24)

となる. 実際,

Bk̃,d ◦ Lk,d(f)(ζ) =

∫
γ

e(ζ/z)
k̃

zk̃dz−k̃

∫ ∞eid

0

e−(ζ̃/z)kz−kf(ζ̃)dζ̃k

=

∫ ∞eid

0

f(ζ̃)dζ̃k
∫
γ

zk̃−ke(ζ/z)
k̃−(ζ̃/z)kdz−k̃

となるが, u = (z/ζ)k̃ と積分変数を変換することにより (1.24)が得られる.
よって, 特に f(ζ) = ζs (s ≥ 0)に対し

Ak̃,k,d(f)(ζ) =
Γ(1 + s/k)

Γ(1 + s/k̃)
ζs (1.25)
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となる. また, f̂(ζ) =
∑

n fnζ
n ∈ C[[ζ]]に対し Âk̃,k(f̂)(ζ) を

Âk̃,k(f̂)(ζ) =
∞∑
n=0

Γ(1 + n/k)

Γ(1 + n/k̃)
fnζ

n

により定義する. ここで, 次に注意する:

命題 1.46. α > 1に対し βを

β−1 = 1− α−1

とする. このとき, 任意の ε > 0に対し c1, c2 > 0が存在し S(0, π/β − ε)上

|Cα(t)| ≤ c1e
−c2|t|β (1.26)

を満たす.

Proof. Cα(t)の定義式で積分変数を v = t−αu とすると

Cα(t) =
t

2πi

∫
γ1

v1−1/αet
−αv−1−v−1/α

dv−1

となる. よって, f(v) = v−1/αe−v−1/α
とするとCα(t) = tB1,0(f)(t

−α) となる.

ここで, f(v) ∈ A
(0)
1/α(S(0, απ))より,定理 1.8からB1,0(f)(ζ) ∈ A

(0)
α−1(S(0, (α−

1)π)) となる. よって, ζ = t−α として, 命題 1.7 から (1.26)を得る.

よって, 命題 1.46から次が得られる:

定理 1.47. S = S(d, δ) (δ > 0) とし, k̃ > k > 0に対し κを

κ−1 = k−1 − k̃−1

により定める. このとき, f(ζ) ∈ Al(S)はSで exponential size κとすると, 任
意の ε > 0に対し ρ(ε) > 0が存在し S̃ = S(d, δ+π/κ−ε, ρ(ε)) 上Ak̃,k,d(f)(ζ)
は正則となる. また,

l̃−1 = l−1 + κ−1

とするとAk̃,k,d(f)(ζ) ∈ Al̃(S̃) で

Ak̃,k,d(f)(ζ)
∼=l̃ Âk̃,k(f̂)(ζ).

となる.

62



注 1.15. Ak̃,k,d の定義域はLk,d のものに比べ広くなっている.

このとき, 次が成立する:

定理 1.48. f̂ ∈ C[[z]]1/k に対し以下は同値 :

(i) f̂ ∈ C{z}k⃗,d⃗

(ii) k⃗に対し κj (1 ≤ j ≤ m)を

κ−1
j = k−1

j − k−1
j+1

により定める. gj(ζ) (1 ≤ j ≤ m) を帰納的に

B̂k1(f̂)(ζ) = g1(ζ),

gj+1(ζ) = Akj+1,kj ,dj(gj)(ζ)

により定めるとき, ある ε > 0に対し gj(ζ) は S(dj, ε)で exponential
size κj.

Proof. まず (i) ⇒ (ii)を示す. 定理 1.45の分解を用いることにより f̂ ∈
C{z}kj ,dj に対し示せば良い. このとき, i < j に対しは gi(ζ)は整関数で
exponential size (k−1

i − k−1
j )−1 となるが, (k−1

i − k−1
j )−1 < κi より成立す

る. また, gj(ζ) = B̂kj(f̂)(ζ) となるが, f̂ ∈ C{z}kj ,dj より gj(ζ) は dj 方向で
exponential size kj(< κj)となる. よって, gj+1(ζ) = Bkj+1,dj ◦ Lkj ,dj(gj)(ζ)
となるので gj+1(ζ) は dj+1方向で exponential size kj+1となる. 同様にして
i ≥ j +1 に対しも gi(ζ) は di方向で exponential size kiとなることがわかる.
次に (ii) ⇒ (i) に関してだが, まず

fj(z) = Lδ
kj+1,d

(gj+1)(z) (1 ≤ j ≤ m− 1),

fm(z) = Lkm,dm(gm)(z)

とする. ここで, Lδ
kj+1,d

は定理 1.12の証明で用いた作用素で, |d − dj| <
ε/2 + π/2κj に対し Lδ

kj+1,d
の積分端点 δeidの差はGevrey order kj+1で 0に

漸近展開される. このとき, f⃗ = (f1, · · · , fm) ∈ Ak⃗,d⃗ となり, Tk⃗ (f⃗ ) = f̂

となる. 実際, fj ∈ Aj で Tk(fj) = f̂ となることは明らかだが, Bj−1 の元
として fj = fj−1 となることは次のようにしてわかる: まず, gj(ζ) に対し
Aδ

kj+1,kj ,dj
(gj)(ζ) を

Aδ
kj+1,kj ,dj

(gj)(ζ) = Bkj+1,dj ◦ Lδ
kj ,dj

(gj)(ζ)
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により定義する. ここで, gδj+1(ζ) = Aδ
kj+1,kj ,dj

(gj)(ζ) とすると, 命題 1.46か
ら gj+1(ζ) − gδj+1(ζ) は Gevrey order kjkj+1/(kj+1 − kj) で 0に漸近展開さ
れるため, Lδ

kj+1,dj+1
(gj+1 − gδj+1)(z) はGevrey order kj+1 で 0に漸近展開さ

れる. また, 定理 1.10より fj−1(z) = Lkj+1,dj(g
δ
j+1)(z) となるが, fj−1(z) −

Lδ
kj+1,dj+1

(gδj+1)(z) も Gevrey order kj+1 で 0に漸近展開される. 以上から

Bj−1の元として fj = fj−1 となることがわかる. よって, f̂ ∈ C{z}k⃗,d⃗ とな
る.

定理 1.48から次が得られる:

系 1.49. f̂ ∈ C{z}k⃗,d⃗ に対し, その多重Borel和 Sk⃗,d⃗ (f̂) は次で与えられる :

Sk⃗,d⃗ (f̂) = Lkm,dm ◦ Akm,km−1,dm−1 ◦ · · · ◦ Ak2,k1,d1 ◦ B̂k1(f̂).

2 不確定特異点における形式解の構造

収束級数係数の n次正方行列A(z) ∈ M(n;C{z}), 正整数 kに対し, 次の連立
微分方程式系の形式解を構成することを考える:

zk+1 d

dz
φ = A(z)φ. (2.1)

一般に (2.1)は z = 0に不確定特異点と呼ばれる特異点を持つが, 本節では,
[BJL], [Ra2], [Ba2]に従い, このような特異点における形式解の構造, 特に
Borel総和可能性に関して考察する.

2.1 Splitting Lemma

本節では, (2.1)をA(0)の特性根 λ1, · · · , λℓ に応じて分解することを考える.
正則行列 P ∈ GL(n;C)による変換 φ = Pφ̃によりA(0)は Jordan標準形と
してよい. λjに関する Jordan細胞を集めたものを J(λj) ∈ M(nj;C) とする.
簡単のため, まず ℓ = 2の場合を考える:

A(0) =

(
J(λ1) 0
0 J(λ2)

)
(λ1 ̸= λ2).

以下, φ = T (z)ψ
(
T (z) ∈ GL(n;C{z}k)

)
なる変換で, (2.1)を次の形に変換

するものを構成する:

zk+1 d

dz
ψ = B(z)ψ, (2.2)
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B(z) =

(
B1(z) 0
0 B2(z)

)
.

ただし, Bj(z) ∈ M(nj;C{z}k) (j = 1, 2) でBj(0) = J(λj) を満たすとする.
ここで, (2.1) に φ = T (z)ψを代入すると ψは

zk+1 d

dz
ψ = T−1

(
− zk+1 d

dz
T + AT

)
ψ

を満たすことがわかる. よって, (2.2)と比較して, T (z), B(z)を

zk+1 d

dz
T = AT − TB (2.3)

を満たすように構成すればよい.
最初に, T (z), B(z) ∈ M(n;C[[z]]1/k)で (2.3) を満たすものが存在するこ

とを示す. まず, T (z)は次の形であると仮定する:

T (z) = In +

(
0 T12(z)

T21(z) 0

)
.

ただし, Inは n次の単位行列とし, Tij ∈ M(ni, nj; zC[[z]])とする. A(0)の行
列の分け方に合わせて, A(z)を

A(z) =

(
A11(z) A12(z)
A21(z) A22(z)

)
(2.4)

と表す. このとき, (2.3)の (1, 1)成分を比較して

0 = A11 + A12T21 −B1 (2.5)

が得られる. 次に (2, 1)成分を比較して

zk+1 d

dz
T21 = A21 + A22T21 − T21B1 (2.6)

が得られる. よって, (2.5)を用いて (2.6)からB1を消去すると, T21は次を満
たすように構成すればよいことがわかる:

zk+1 d

dz
T21 = A21 + A22T21 − T21A11 − T21A12T21. (2.7)

B2, T12に関しても (2, 2)成分, (1, 2)成分を比較することにより同様の式が得
られる.
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以下 T21の構成を考える. T21, Aijの zp の係数を T
(p)
21 , A

(p)
ij とする:

T21 =
∞∑
p=1

T
(p)
21 z

p,

Aij =
∞∑
p=0

A
(p)
ij z

p.

そして, (2.7)の zpの係数を比較することにより次の式が得られる:

(p−k)T (p−k)
21 = A

(p)
21 +

p∑
q=1

A
(p−q)
22 T

(q)
21 −

p∑
q=1

T
(q)
21 A

(p−q)
11 −

∑
q1+q2+q3=p
q1,··· ,q3≥1

T
(q1)
21 A

(q2)
12 T

(q3)
21 .

これを整理して

−A(0)
22 T

(p)
21 + T

(p)
21 A

(0)
11 =A

(p)
21 +

p−1∑
q=1

A
(p−q)
22 T

(q)
21 −

p−1∑
q=1

T
(q)
21 A

(p−q)
11

−
∑

q1+q2+q3=p
q1,··· ,q3≥1

T
(q1)
21 A

(q2)
12 T

(q3)
21 − (p− k)T

(p−k)
21 . (2.8)

ここで, (2.8)の右辺は T
(q)
21 (1 ≤ q ≤ p− 1) のみで定まり, T

(p)
21 を含んでいな

い. また, λ1 ̸= λ2より, −A(0)
22 · + · A(0)

11 はM(n2, n1;C)上の可逆な線形作用
素Lとなる. よって, (2.8)より帰納的に T

(p)
21 (p ≥ 1) が定まることがわかる.

次に T21 ∈ M(n2, n1; zC[[z]]1/k) となることを示す. 行列 P = (pij) ∈
M(p, q;C)に対し, そのノルム |P |を

|P | =
∑
i,j

|pij|

とする. まず, A(z) ∈ M(n;C{z})より, ある定数 C0 > 0が存在し p ≥ 0に
対し

|A(p)
ij | ≤ Cp+1

0

が成立する. 以下,帰納的に次を示す: ある定数C > 0が存在し,任意の p ≥ 1
に対し

|T (p)
21 | ≤ CpΓ(p/k). (2.9)
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p = 1のときは明らかなので, 1 ≤ p ≤ p0 − 1に対し (2.9)が成立するとして
p = p0 のとき (2.9)が成立することを示す. C > C0とする. 例えば, (2.8)の
右辺第 2項は ∣∣∣ p0−1∑

q=1

A
(p0−q)
22 T

(q)
21

∣∣∣ ≤ p0−1∑
q=1

C0C
p0
(C0

C

)p0−q

Γ(ℓ/k)

≤ C0

C − C0

Cp0Γ
(p0 − 1

k

)
となる. また, (2.8)の右辺第 5項は∣∣∣(p0 − k)T

(p0−k)
21

∣∣∣ ≤ Cp0−k(p0 − k)Γ

(
p0 − k

k

)
= kCp0−kΓ

(p0
k

)
となる. 他の項に関しても同様の評価が得られるが, L−1も有界作用素である
ことから, C > 0を十分大きく取れば任意の p ≥ 1に対し (2.9)が成立するこ
とがわかり, T21 ∈ M(n2, n1; zC[[z]]1/k) となる.

次に T21 ∈ M(n2, n1; zC{z}k) となることを示す. まず, X := B̂k(T21),

Ãij,B := B̂k(Aij − A
(0)
ij ) とすると, (1.9), (2.7)から T21,Bは次を満たす:

−A(0)
22X+XA

(0)
11 +kζ

kX = kζk∗X+Ã21,B+Ã22,B∗X−X∗Ã11,B−X∗Ã12,B∗X.
(2.10)

ここで, (2.10)の左辺の線形作用素 −A(0)
22 · + · A(0)

11 + kζk· を Lζ とすると,
S̄ ∩ {ζ ∈ C | kζk = λ2 − λ1} = Ø となる角領域 S = S(d, α)上 Lζ は可逆と
なる. ここで, Exph

k(S̄)を Sで正則で, S̄上連続な関数 f(ζ)で

||f || := sup
ζ∈S̄

e−h|ζ|k |f(ζ)| <∞

となる関数のなす空間とすると, Exph
k(S̄)は Banach空間となる. P (ζ) =

(pij(ζ)) =∈ M(p, q; Exph
k(S̄)) に対しても ||P ||を ||P || = |(||pij||)|により定義

する. まず次に注意する: ある定数C0, h0 > 0が存在し S̄上

|Ãij,B| ≤ C0e
h0|ζ|k (2.11)

が成立する. h > h0とすると,例えば (2.10)の右辺第 3項は Ã22,B(0) = 0より

|Ã22,B ∗X| ≤
∣∣∣ ∫ t

0

dÃ22,B

dζ
((t− t̃)1/k)

1

k
(t− t̃)1/k−1X(t̃1/k)dt̃

∣∣
t=ζk

∣∣∣
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≤ C0k
−1

∫ |t|

0

eh0(|t|−|t̃|)(|t| − |t̃|)1/k−1||X||eh|t̃|d|t̃|
∣∣
t=ζk

≤ C0k
−1(h− h0)

−1/keh|t|||X||.

ただし, (2.11) から dÃ22,B/dζも (2.11)と同様の評価を満たすことを用いた.
同様にして (2.10)の右辺第 5項に関しても

|X ∗ Ã12,B ∗X| ≤ C0k
−2(h− h0)

−1/keh|t|||X||2

が成立する. (2.10)の他の項に関しても同様の評価が成立する. よって,

F (X) = L−1
ζ (kζk ∗X + Ã21,B + Ã22,B ∗X −X ∗ Ã11,B −X ∗ Ã12,B ∗X)

とすると, L−1
ζ はM(n2, n1; Exp

h
k(S̄)) 上の有界な線形作用素となるので, h,

M > 0を十分大きく取ると, F は

BM := {X ∈ M(n2, n1; Exp
h
k(S̄)) | ||X|| ≤M}

上の縮小写像となる. よって, Banachの不動点定理から (2.10)を満たすX ∈
M(n2, n1; Exp

h
k(S̄)) が存在し, これが B̂k(T21)の解析接続を与える. 以上から

T21, B1の各成分はd = (arg(λ2−λ1)+2π Z)/kの方向を除いてk-summableと
なることがわかる. 同様にしてT12, B2の各成分はd = (arg(λ1−λ2)+2π Z)/k
の方向を除いて k-summableとなることがわかる.
同様の議論により, 一般に次が成立することが示される: A(0)の特性根を

λ1, · · · , λℓ, λi ̸= λj (i ̸= j) とし,

A(0) =


J(λ1)

J(λ2)
. . .

J(λℓ)


とする. このとき, Bj(z) ∈ M(nj;C{z}k), Tij(z) ∈ M(ni, nj; zC{z}k) で
B

(0)
j = J(λj)となるものが存在し,

B(z) =


B1(z)

B2(z)
. . .

Bℓ(z)


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T (z) = In +


0 T12 · · · · · · T1ℓ

T21 0 T23
...

...
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . T(ℓ−1)ℓ

Tℓ1 · · · · · · Tℓ(ℓ−1) 0


とすると, φ = T (z)ψ により (2.1)は (2.2)に変換される. また, Xij, Bjは∪

p̸=j

{1

k
arg(λp − λj) +

2π Z
k

}
の方向を除いて k-summableとなる.
実際, (2.3)からAij, Bj, Tijは

Bj = Ajj +
∑
p ̸=j

AjpTpj,

zk+1 d

dz
Tij =

∑
p

AipTpj − TijBj

を満たすが, Tijに対し ℓ = 2の場合のLに対応する作用素が−J(λi) ·+ ·J(λj)
で与えられることから明らかであろう.

注 2.1. 一般に次が示される: X = (X1, · · · , Xn), F (z,X) = (F1, · · · , Fn) ∈
Cn{z,X} とする. F (z,X)は

F (0, 0) = 0

を満たし,
J =

(
∂Xi

Fj(0, 0)
)

としたとき J は正則とする. このとき,

zk+1 d

dz
X = F (z,X)

の形式冪級数解X(z) ∈ Cn[[z]]が一意的に存在しX(z) ∈ Cn{z}kとなる. 更
に, J の固有値を λj (1 ≤ j ≤ n) とすると, 各Xjは

n∪
j=1

{1

k
arg(λj) +

2π Z
k

}
の方向を除いて k-summableとなる.
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2.2 有理型微分方程式への変換

前節の結果を踏まえ, 本節ではA(z) ∈ M(n;C{z}k)でA(0) = J(λ)となる微
分方程式 (2.1)を考える. また, 変換

φ = e−λk−1z−k

φ̃

を考えることにより λ = 0 とできる. 以下, 変換 φ = T (z)ψ
(
T (z) ∈

GL(n;C{z}k)
)
により (2.1) を (2.2)で, 十分大きなM,N > 0に対し

B(z) =
N+M∑
p=0

B(p)zp,

B(p) = A(p) (0 ≤ p ≤ N − 1)

とした有理型微分方程式へと変換することを考える. T (z)は次の形とする:

T (z) = In +
∞∑

p=N

T (p)zp.

まず, このような変換 T (z)で T (z) ∈ GL(n;C[[z]]1/k)となるものが存在する
ことを示す. X := B̂k(T − In), ÃB := B̂k(A − A(0)), B̃B := B̂k(B − B(0)) と
すると (2.3) から次の式が成立する:

−A(0)X +XA(0) + kζkX = kζk ∗X + ÃB − B̃B + ÃB ∗X −X ∗ B̃B. (2.12)

ここで, M(n;C)上の線形作用素−A(0) · + · A(0)を L, −A(0) · + · A(0) + kζk·
を Lζ とし, det(λ− L) = λµf(λ) (f(0) ̸= 0) とすると, ζ−kµLζ は ζ = 0の近
傍Dρ := {ζ ∈ C | |ζ| ≤ ρ}上で可逆となる. また, ÃBの各成分はDρ上正則
とする. ここで, B1をDρの内部で正則で, Dρ上連続な関数を係数に持つ n
次正方行列X(ζ) =

(
xij(ζ)

)
で

||X||1 := sup
Dρ

∑
i,j

|ζ−Nxij(ζ)| <∞

となるもののなす空間, B2を

N+M⊕
p=N

M(n;C)ζp
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とし, Y (ζ) =
(
yij(ζ)

)
∈ B2に対し, そのノルムを

||Y ||2 := sup
Dρ

∑
i,j

|ζ−Nyij(ζ)|

とすると, B1, B2はBanach空間となる. ここで,

trA(z) =
N−1∑
p=0

A(p)zp

とし, trÃB := B̂k(
trA − A(0)) とすると, B̃B − trÃB ∈ B2 となる. このとき,

(X, Y ) ∈ B1 ⊕ B2 に対し,

F1(X, Y ) = L−1
ζ

(
G(X, Y )− F2(X, Y )

)
,

F2(X,Y ) =
1

2πi

∮
|ζ̃|=ρ

G(X, Y )(ζ̃)KN,M(ζ/ζ̃)
dζ̃

ζ̃

とする. ただし,

G(X, Y )(ζ) = kζk ∗X + ÃB − trÃB + ÃB ∗X −X ∗ trÃB −X ∗ Y,

KN,M(t) = tN
1− tM+1

1− t

とする. まず, 留数定理から F2(X,Y ) ∈ B2 となることがわかる. また,
G(X,Y )の定義からG(X, Y )は ζN で割り切れることがわかるが, F2(X, Y )
の構成から, 更にG(X,Y )−F2(X, Y )は ζN+M+1で割り切れることがわかる.
よって, M をM ≥ kµ− 1とすれば F1(X,Y ) ∈ B1 となる.
以下, B = B1 ⊕B1, F = (F1, F2)としたとき, 十分大きなN,C > 0に対

し F は
BC := {(X, Y ) ∈ B | ||X||1 + ||Y ||2 ≤ C}

上の縮小写像となることを示す. まず, あるC0 > 0に対し

sup
Dρ

∣∣∣dÃB

dζ

∣∣∣ < C0

とする. このとき, 次の評価が成立する:

|ÃB ∗X| ≤
∣∣∣ ∫ t

0

dÃB

dζ
((t− t̃)1/k)

1

k
(t− t̃)1/k−1X(t̃1/k)dt̃

∣∣
t=ζk

∣∣∣
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≤ C0k
−1||X||1

∫ |t|

0

(|t| − |t̃|)1/k−1|t̃|N/kd|t̃|
∣∣
t=ζk

≤ C0k
−1||X||1|ζ|N+1B(1/k, 1 +N/k).

kζk ∗X, X ∗ trÃB に関しても同様の評価が成立する. また, X ∗Y に関しては

|X ∗ Y | ≤ k−1||X||1||Y ||2|ζ|2NB(N/k, 1 +N/k)

が成立する. ここで, B(1/k, 1 +N/k) → 0, B(N/k, 1 +N/k) → 0 (N → ∞)
に注意すると, |ζ| = ρ上での評価を考えることにより, 最大値の原理から
N,C > 0を十分大きく取れば F はBC 上の縮小写像となることがわかる.
よって, Banachの不動点定理より, 目標であった T (z), 及びB(z)の存在がわ
かる.
次に, T (z)はA(z)と同じ方向で k-summableとなることを示す. A(z)は

d方向で k-summableとする. このとき, 0 < ρ̃ < ρに対し ζ0 = ρ̃eidとし,

S := ζ0 + S(d, ε)

とすると, ある ε > 0が存在し, ÃBは S̄上正則で, ある定数C0, h0 > 0 に対
し次の評価を満たす:

|ÃB| ≤ C0e
h0|ζ|k . (2.13)

B̃Bも S̄上 (2.13)と同様の評価を満たす. ここで, Exph
k(S̄)を前節と同様に定

義し, X ∈ M(n; Exph
k(S̄)) に対し

F (X) = L−1
ζ

(
ÃB − B̃B +R +

( d
dt

∫ t

t0

K(t− t̃)X(t̃1/k)dt̃
)∣∣∣t=ζk,

t0=ζk0

)
(2.14)

とする. ただし,

K(t)· = tIn ·+ÃB(t
1/k) · − · B̃B(t

1/k),

R(ζ) =
( d
dt

∫ t0

0

K(t− t̃)T̃B(t̃
1/k)dt̃

)∣∣∣t=ζk,
t0=ζk0

)
とし, T̃B = B̂k(T − In), B̃B := B̂k(B − B(0))は, 上で構成した T (z), B(z)
により定める. ここで, L−1

ζ は M(n; Exph
k(S̄))上の有界な線形作用素とな

るが, 前節と同様の議論により h,C > 0を十分大きく取れば, F は {X ∈
M(n; Exph

k(S̄)) | ||X|| ≤ C} 上の縮小写像となる. よって, Banachの不動点
定理からF (X) = Xを満たすX ∈ M(n; Exph

k(S̄)) が存在し, このXが T̃Bの
Sへの解析接続を与える. 以上から, T (z)はA(z)と同じ方向で k-summable
となることがわかる.
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2.3 確定特異点型方程式への変換

本節では 2.1節, 2.2節の結果を踏まえ, (2.1)を summableな級数を用いて,
帰納的に確定特異点型方程式へと変換することを考える. 本節では A(z) ∈
M(n;C[z])で

A(0) =


J(0;n1)

J(0;n2)
. . .

J(0;nℓ)


となる (2.1)に対し

i) 方程式の不確定度 k,

ii) 方程式の階数 n

のどちらか一方が下がった場合に帰着させることを考える. ここで, J(0;nj) ∈
M(nj;C) は固有値 0に対する nj 次の Jordan細胞とする. これにより, (2.1)
は帰納的に k = 0, あるいは n = 1の場合へと変換されるが, n = 1の場合は
明らかであろう.

最初に ℓ = 1の場合を考える. n ≥ 2とする. まず, T (z) = In + T̃ (z),

T̃ (z) =
N∑
p=1

T (p)zp

による変換 ψ = T (z)φにより, 任意のN > 0に対し (2.1)を (2.2)で

B(z) = J(0;n) +
N∑
p=1

B(p)zp + B̃(z), (2.15)

B(p) =


0 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 0

b
(p)
n1 · · · b

(p)
nn

 , (2.16)

B̃(z) ∈ M(n; zN+1C[z])
)
としたものへと変換することを考える. (2.3)の zp

の係数を比較することにより, T , Bを次を満たすように構成すればよい:

J(0;n)T (p) − T (p)J(0;n) = B(p) − A(p) +R(p). (2.17)

73



ただし, R(p)はA(q), T (q), B(q) (1 ≤ q ≤ p− 1) により定まる項とする. ここ
で, T (p) = (t

(p)
ij )とすると

J(0;n)T (p) − T (p)J(0;n) =


t
(p)
21 t

(p)
22 · · · t

(p)
2n

...
...

. . .
...

t
(p)
n1 t

(p)
n2 · · · t

(p)
nn

0 0 · · · 0

−


0 t

(p)
11 · · · t

(p)
1(n−1)

0 t
(p)
21 · · · t

(p)
2(n−1)

...
...

. . .
...

0 t
(p)
n1 · · · t

(p)
n(n−1)


となる. よって, T (p), 及び, (2.16)の形のB(p)で, (2.17)を満たすものが存在
することがわかる. 特に t

(p)
1j = 0 (1 ≤ j ≤ n)となる T (z)は一意的に定まる.

以後, B(z)は (2.15)の形とする. trB(z) = B(z)− B̃(z) とし,

bj(z) =
N∑
p=1

b
(p)
nj z

p (1 ≤ j ≤ n)

とする. ここで,

P (z, ζ) = det
(
ζ − trB(z)

)
= ζn +

n−1∑
j=0

(−1)n−jbj+1(z)ζ
j

とすると
det

(
ζ −B(z)

)
= P (z, ζ) mod zN+1C[z, ζ].

このとき, P (z, ζ)のNewton polygonは負の傾きを持つ面のみを持つが, 傾き
の最も大きな面 F の傾きを−r ∈ Qとし, ζ = zrζ̃とすると,

P̃ (z, ζ̃) = z−nrP (z, z−rζ̃) = ζ̃n +
n−1∑
j=0

(−z−r)n−jbj+1(z)ζ̃
j

となる. ここで, F の端点に対応する項を ζn, 及び (−1)n−j0bj0+1(z)ζ
j0 とし,

bj0+1(z)の z = 0での零点の位数を v0とすると,

r =
v0

n− j0
(2.18)

となる. r = p0/q0 (p0, q0 は互いに素) と表す. r の取り方から P̃ (z, ζ̃)の
Newton polygonは傾きが0の面 F̃を一つ持ち,それ以外の面の傾きは全て負と
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なる. このとき, 次のSr(z)による, Shearing変換と呼ばれる変換ψ = Sr(z)ψ̃
を考える:

Sr(z) =


1

zr

. . .

zr(n−1)

 .

すると, この Shearing変換により (2.2)は次の方程式へと変換される:

zk−r+1 d

dz
ψ̃ = C(z)ψ̃, (2.19)

C(z) = J(0;n) +


0 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 0

b̃1(z) · · · b̃n(z)

− zk−r


0

r
. . .

r(n− 1)

+ C̃(z).

ただし, b̃j(z) = z−r(n−j+1)bj(z) (1 ≤ j ≤ n)とし, C̃(z) ∈ zN−rn+1M(n;C[z1/q0 ])
)

とする. k − r ≤ 0の場合は既に (2.19)は確定特異点型なので, k − r > 0と
する. このとき, rの取り方からC(z) ∈ M(n;C[z1/q0 ])

)
となり, b̃j0+1(0) ̸= 0,

b̃j+1(0) = 0 (1 ≤ j ≤ j0−1)となるので, N−rn+1 > 0となるようにNを十
分大きく取れば, C(0)は 0以外の固有値を持つことがわかる. C(0)が複数の
相異なる固有値を持てば, 2.1節, 2.2節の議論から方程式の階数 nが下がった
場合に帰着される. また, C(0)が固有値を一つだけ持つ場合には P̃ (0, ζ̃) = 0
は n重根を持つが, このとき b̃j(0) ̸= 0 (1 ≤ j ≤ n)となり, P (z, ζ)のNewton
polygonの面は F のみで, (j − 1, r(n− j + 1)) ∈ Z2となる. よって, r ∈ Zと
なり不確定度 kが下がった場合に帰着される.

注 2.2. 上記の Shearing変換で分岐が起きるのは方程式の階数 nが下がった
場合に帰着される場合のみである. また, このときの分岐指数 q0は, (2.18)か
ら q0 ≤ nとなる.

次に ℓ = 2 の場合を考える. A(z)は A(0)の行列の分け方に合わせて
(2.4)のように分割されているとする. まず, 十分大きなN に対し A21(z) ∈
zNM(n2, n1;C[z])

)
となる場合を考える. このとき, (2.1)でA = A11とした

ものに対し ℓ = 1の場合に上で構成した変換 T (z), Sr(z)を T1(z), Sr1(z)と
し, A = A22としたものに対しても同様に T2(z), Sr2(z)とし,

T (z) =

(
T1(z)Sr1(z) 0

0 zr1(n1−1)T2(z)Sr2(z)

)
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による変換を考えれば, N − r1n1 − r2n2 > 0となるとき, ℓ = 1のときの議論
から, nあるいは kが下がった場合に帰着される. 次に, このようなN が十分
大きく取れない場合を考える. n1 ≥ n2とし, A

(N)
21 ̸= 0 (N ≥ 1)とする. この

とき,

T (z) = In + zN
(

0 0
T21 0

) (
T21 ∈ M(n2, n1;C)

)
による変換 φ = T (z)ψにより (2.1)を (2.2)で

B(z) =

(
B11(z) B12(z)
B21(z) B22(z)

)
,

B
(0)
jj = J(0;nj) (j = 1, 2),

B21(z) =

 c1 0 · · · 0
...

...
. . .

...
cn2 0 · · · 0

 zN mod zN+1M(n2, n1;C[z]) (2.20)

としたものへと変換することを考える. このためには, (2.3)の zN の係数を
比較することにより, 次を満たす T

(N)
21 , B

(N)
21 ∈ M(n2, n1;C)で, (2.20)の形の

ものが存在することを示せばよい:

J(0;n2)T
N
21 − T

(N)
21 J(0;n1) = B

(N)
21 − A

(N)
21 . (2.21)

(2.17)の場合と同様に, このような T
(N)
21 , B

(N)
21 の存在がわかる. B

(N)
21 = 0の

場合はN をN + 1として以上の議論を繰り返す. B
(N)
21 ̸= 0の場合は, 次の

S(z)による Shearing変換 ψ = S(z)ψ̃ を考える:

S(z) =

(
In1 0
0 zNIn2

)
.

すると, (2.2)は

zk+1 d

dz
ψ̃ = C(z)ψ̃,

C(0) =

(
J(0;n1) 0

B
(N)
21 J(0;n2)

)
なる方程式へと変換される. ここで, C(0)は冪零行列であるが,

(
C(0)

)j
(j ≥ 1)

の階数を調べることにより, cm ̸= 0, cj = 0 (m + 1 ≤ j ≤ n2) となるとき,
C(0)の Jordan標準形は(

J(0;n1 +m) 0
0 J(0;n2 −m)

)
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となることがわかる. ここで, n1 ≥ n2, m ≥ 1より, この操作を繰り返せば
ℓ = 1の場合, 或はN が十分大きく取れる場合に帰着され, その結果, kまた
は nが下がった場合に帰着される. ℓ ≥ 3の場合も同様にして kまたは nが
下がった場合に帰着される.
最後に, 確定特異点型方程式に関してだが, よく知られているように, あ

るM0 ∈ M(n;C), T (z) ∈ GL(n;C{z}[z−1])が存在し (2.1)で k = 0としたも
のは φ = T (z)ψにより

z
d

dz
ψ =M0ψ

へと変換される. 特にM0は Jordan標準形で, その固有値の実部が [0, 1)に入
るように取ることができる.

2.4 分解定理

以上の議論の結論として, 本節では不確定特異点における方程式の分解定理
を与える. まず, Λ := {λi(ζ)}ℓi=1 ⊂ C{ζ}[ζ−1]/C{ζ} に対し, 以下のようにグ
ラフGを定める: Lk = C{ζ}[ζ−1]/ζ−k+1C{ζ} とし,

ρk : Lk → Lk+1

を自然な射影とする. このとき,

∞∪
k=1

{
λi(ζ) mod ζ−k C{ζ}

}ℓ

i=1

(
⊂

∞∪
k=1

Lk

)
を node, ρkにより定まる射を edge, {λi(ζ)}ℓi=1 を leafとする樹形状の有向グ
ラフ G̃が得られる. また, Lk の nodeを level kの nodeと呼ぶ. 更に, G̃の
edgeで, 終点が次数 2の nodeとなるものの始点をつぶして得られるグラフを
Gとする. ここで,

λi(ζ) =
∑
k

λ
(k)
i ζ−k mod C{ζ}

としたとき, Gの λi(ζ)により定まる level kの nodeに (k, λ
(k)
i )を対応させた

図式GΛを考える.

例 2.1. Λ := {λi(ζ)}2i=1 を

λ1(ζ) = α(3)ζ−3 + α(2)ζ−2 + α(1)ζ−1

λ2(ζ) = β(3)ζ−3 + β(2)ζ−2 + β(1)ζ−1
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とすると, GΛは

(∞, 0)
(3, α(3))

(3, β(3))

tthhhhh
hhhh

jjVVVVVVVVV

例 2.2. Λ := {λi(ζ)}4i=1 を

λ1(ζ) = α(4)ζ−4 + α(3)ζ−3 + α(2)ζ−2 + α(1)ζ−1

λ2(ζ) = β(4)ζ−4 + β(2)ζ−2 + β
(1)
1 ζ−1

λ3(ζ) = β(4)ζ−4 + β
(1)
2 ζ−1

λ4(ζ) = γ(3)ζ−3 + γ(2)ζ−2 + γ(1)ζ−1

とすると, GΛは

(∞, 0)

(4, α(4))

(4, β(4))

(4, 0)

(2, β(2))

(2, 0)

yyttt
ttt

ttt
t

ooeeJJJJJJJJJJ

tthhhhh
hhhh

jjVVVVVVVVV

このとき, 次が得られる: ある正整数 qが存在し, ζ = z1/qとすると, Λ =
{λj(ζ)}ℓj=1 ⊂ ζ−1 C[ζ−1], T (ζ) ∈ GL(n; (C[[ζ]]1/kq)[ζ−1]), Mj ∈ M(nj;C)
(j = 1, · · · , ℓ) が存在し, (2.1)は座標変換 ζ = z1/qと変換 φ = T (ζ)ψにより
次の形へと分解される:

ζ
d

dζ
ψ =


B1(ζ)

B2(ζ)
. . .

Bℓ(ζ)

ψ,

Bj(ζ) = λj(ζ)Inj
+Mj.

ただし, Mjは Jordan標準形で, その固有値の実部は [0, 1)に入るとする. こ
れを福原-Levelt–Turrittinの標準形と呼ぶ. 更に, T (ζ)は次のような分解を
持つ:

T (ζ) = T (m)(ζ)T (m−1)(ζ) · · ·T (1)(ζ)T (0)(ζ),
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T (i)(ζ) =


T

(i)
1 (ζ)

T
(i)
2 (ζ)

. . .

T
(i)

ℓ(i+1)(ζ)

 ,

T
(i)
j (ζ) ∈ GL(n

(i+1)
j ;C{ζ}ki) (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ ℓ(i+1)),

T
(0)
j (ζ) ∈ GL(n

(1)
j ;C{ζ}[ζ−1]) (1 ≤ j ≤ ℓ(1)).

ただし, {ki}m+1
i=1 (ki+1 > ki, km+1 = ∞)はGΛの nodeの levelのなす集合と

し, {n(i)
j }ℓ(i)j=1 はGΛの定める level kiの nの分割, つまり,

Λ mod ζ−ki+1C{ζ} = {λ̃(i)j (ζ)}ℓ(i)j=1

としたとき, n
(i)
j はλj1(ζ) mod ζ−ki+1C{ζ} = λ̃

(i)
j (ζ)となる j1に関しnj1を足

し合わせたものとする. また, GΛに λ̃
(i+1)
j (ζ) を終点, 或は edge上の点として

持つような edgeの始点となる level kiのnodeがない場合にはT
(i)
j (ζ) = I

n
(i+1)
j

とする. また, このような nodeの係数の集合を {λ(ki)j, j1
}ℓ

(i)
j

j1=1 とすると, T
(i)
j (ζ)

の各成分は

Singki :=
∪

j1 ̸=j2

{ 1

ki
arg(λ

(ki)
j, j1

− λ
(ki)
j, j2

) +
2π Z
ki

}
の方向を除いて ki-summableとなる. 特に, A(0)が Jordan標準形で, 異なる

固有値を持つ場合, {n(i)
j, j1

}ℓ
(i)
j

j1=1 をGΛの定める level kiの n
(i+1)
j の分割とし,

T
(i)
j (ζ)をこの分解に合わせて T

(i)
j, j1j2

(ζ) ∈ M(n
(i)
j, j1

, n
(i)
j, j2

;C{ζ}ki) により

T
(i)
j (ζ) =


T

(i)
j, 11(ζ) · · · T

(i)

j, 1ℓ
(i)
j

(ζ)

...
. . .

...

T
(i)

j, ℓ
(i)
j 1

(ζ) · · · T
(i)

j, ℓ
(i)
j ℓ

(i)
j

(ζ)

 ,

と分割すると, T
(i)
j, j1j2

(ζ) は∪
p ̸=j2

{ 1

ki
arg(λ

(ki)
j, p − λ

(ki)
j, j2

) +
2π Z
ki

}
の方向を除いて ki-summableとできる.
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注 2.3. 注 2.2から q ≤ n!と取れることがわかる.

注 2.4. 福原-Levelt-Turrittinの標準形は λj(ζ), Mj の Jordan細胞の並べ替
えを除いて一意である. 実際, 二つの変換 T (ζ), T̃ (ζ)により二つの標準形が
得られたとする. これらの方程式の係数を, それぞれ B(ζ), B̃(ζ)とすると,
S(ζ) := T−1(ζ)T̃ (ζ) は次を満たす:

ζ
d

dζ
S = BS − SB̃. (2.22)

よって, S(ζ) ∈ GL(n; (C[[ζ]]1/kq)[ζ−1]) となる (2.22)の解の存在条件から福
原-Levelt-Turrittinの標準形の一意性が導かれる. また, このような Sは定数
行列に限られることもわかる.

以上から, d⃗ = (dm, · · · , d1), di /∈ Singki に対し, T (i)(ζ)のBorel和Ski,di(T
(i))

を取ることにより, 確定特異点型方程式

ζ
d

dζ
ψ =Mjψ

の解の基底 ζMj を用いて (2.1)の d⃗方向での解の基底

Skm,dm(T
(m)) · · · Sk1,d1(T

(1))T (0)

ζ
M1

. . .

ζMℓ


が得られる.

注 2.5. 方程式の分解を用いずに直接形式解の多重総和可能性を示すことも
できる ([Br1]). また, 非線形常微分方程式の形式解に関する多重総和可能性
も知られている. [Br2]ではAcceleration作用素を用いて, [RS]では多重総和
可能な級数のCohomologicalな定式化を用いて証明が与えられている.

注 2.6. 多変数の漸近解析に関しては [Ma]が基本的である. また, 最近の進展
に関しては [Mo], [Sa1], [Sa2]等を参照.
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[Sa2] : Équations différentielles à points singuliers irréguliers et
phénomène de Stokes en dimension 2, Astérisque 263 (2000).
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