
E (k , n) の contiguity relation による乱数生成
高山信毅 (神戸大学)

A-超幾何系の今年のニュース.

1. D-加群: Dual についての予想 ∗の証明 (Avi Steiner).

2. 解析: homology cycle とホモロジー交点数 (松原).

3. 統計: “間野の direct sampler” と contiguity relation.

参考文献等 hgm OpenXM search.

http://www.math.kobe-u.

ac.jp/HOME/taka/2018/

nt-tanbara-2018.pdf

∗文献では Takayama 予想
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r1 × r2 分割表とその上の分布
1. 2元分割表とは非負整数を成分とする r1 × r2 行列 uir1+j

†.

2. 定数 pir1+j ≥ 0 を (i , j) 成分の確率と呼ぶ.

3. 行和, 列和ベクトルが一定値 β の r1 × r2 分割表に, 確率分布

pu

u!

1

Z (β; p)
, Z (β; p) =

∑
u の行和列和は β

pu

u!

を考える.

Poisson 分布 pu

u! exp(−p · 1) に従う random variable U の AU = β
となる条件付き分布:

P(U = u |AU = β) =
pu

u!

1

Z (β; p)

†index のスタートは 0. 1 をスタートとする場合もある. 文脈で適宜判断
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例

インフルエンザ脳症で使用した解熱剤と生存率
アセトアミノフェン ジクロフェナクナトリウム 計

死亡 4 7 11
生存 32 5 37

計 36 12 48

幾何数理工学と推測数理工学の試験成績
幾何 \推測 5 4 3 2 1- 計

5 2 1 1 0 0 4
4 8 3 3 0 0 14
3 0 2 1 1 1 5
2 0 0 0 1 1 2
1- 0 0 0 0 1 1

計 10 6 5 2 3 26
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乱数生成 問題: p と β を与えたときに分布

pu

u!

1

Z (β; p)

に従う乱数 u を生成せよ.

答え 1. Diaconis-Sturmfels 1998. IA : A‡できまる affine toric
ideal. この生成元を用いてMarkov Chain Monte Carlo 法
(MCMC) を行う §.

答え 2. 間野 2017, direct sampler. A 超幾何の contiguity を用い
て direct sampling する ¶.

‡あとで
§MCMC弱点: 品質のよい乱数を生成するには burn-in や thinning が必要.
¶弱点: 遅い. contiguity の導出は toric ideal の generator を求めることより

はるかにむづかしい.
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A による定式化 非負整数成分の d × n 行列 A = (aij). A の第 i 列ベ

クトル ai を Zd の元とみたとき, この列ベクトル達は Zd を生成していると仮定する. a1j = 1 と仮定.

β ∈ N0A = N0a1 + · · ·+N0an に対して多項式

ZA(β; p) =
∑

Au=β,u∈Nn
0

pu

u!
(1)

を A-超幾何多項式とよぶ. u! =
∏n

i=1 ui !, p
u =

∏n
i=1 p

ui
i .

pu

u!

1

ZA(β; p)

が A-超幾何分布.

問題: p と β を与えたときに A超幾何分布に従う乱数 u を生成
せよ.

例: A = (1, 1), ZA(β; p) = (p1 + p2)
β/β!. 二項分布に他ならない.

hist(rbinom(1000,size=10,prob=1/2));
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direct sampler アルゴリズム (間野, 2018)

Input: β, p
Output: c

1. c := (0, 0, . . . , 0) (count vector)

2. ei :=
piZ(β−ai ;p)
β1Z(β;p) , i = 1, . . . , n∥.

3. [0, 1] を e1 : e2 : . . . : en に分割.

4. [0, 1] に値を持つ一様乱数 t を一つ生成.

5. t が ej の領域に入ったら cj を 1 増やす. β := β − aj .

6. β ̸= 0 なら goto 2.

終了したとき c は Ac = β∗∗ を満たす.
例: A = (1, 1) の時にためす.

∥β − ai ̸∈ Nd
0 なら ei = 0. |β| = β1 + . . .+ βd

∗∗計算途中の β でなく input の β
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A-超幾何分布となる理由 1
以下 x = p.

Proposition

次の恒等式 (2), (3) が成立する.

n∑
i=1

xi
∂Z (β; x)

∂xi
= β1Z (β; x) (2)

ここで β1 は β の第一成分である.

∂Z (β; x)

∂xi
= Z (β − ai ; x) (3)

ここで ai は 行列 A の i 列目 (長さ d の縦ベクトルとなる)で
ある.
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A-超幾何分布となる理由 2 (3) を (2) へ代入して両辺を
β1Z (β; x) で割ると次の式を得る.

n∑
i=1

xiZ (β − ai ; x)

β1Z (β; x)
= 1 (4)

和が 1 となるので,
xiZ (β − ai ; x)

β1Z (β; x)

を, 条件 β の元で index i を選択する確率と定義し,

P(I = i |β) = xiZ (β − ai ; x)

β1Z (β; x)
(5)

と記すことにする. ここで I は {1, 2, . . . , n} に値をとる random
variable である. もちろん

n∑
i=1

P(I = i |β) = 1

となっている.
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A-超幾何分布となる理由 3 条件 β の元で, 上記の確率に従い
index i1 を選択し, 次に条件 β − ai1 の元で, 上記の確率に従い
index i2 を選択し、これを条件が 0 ベクトルになるまで繰り返す.
したがって, index の列

i1, i2, . . . , iℓ, ℓ = β1

を得る確率は

P(I = i1|β)P(I = i2|β−ai1)P(I = i3|β−ai1−ai2) · · ·P(I = iℓ|β−ai1−ai2−· · ·−aiℓ−1
)

となる. この式に (5) を代入すると次の式を得る.

xi1Z (β − ai1 ; x)

β1Z (β; x)

xi2Z (β − ai1 − ai2 ; x)

(β1 − 1)Z (β − ai1 ; x)

xi3Z (β − ai1 − ai2 − ai3 ; x)

(β1 − 2)Z (β − ai1 − ai2 ; x)

· · · · · · xiℓZ (β − ai1 − ai2 − · · · − aiℓ ; x)

1Z (β − ai1 − ai2 − · · · − aiℓ−1
; x)
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A-超幾何分布となる理由 4 分母分子がキャンセルされてこ
れは

1

β1!Z (β; x)

ℓ∏
j=1

xij (6)

に等しい.
ここで count vector c を導入しよう. index の列 i1, i2, . . . , iℓ に対
して, ck を index k が index の列に出現する個数とする. たとえ
ば index 列が,

2, 2, 1, 2, 1, 1, 3

とすれば,
c = (3, 3, 1)

となる ††. この時
∏ℓ

j=1 xij = xc となる. 同じ count vector c を得
る index 列は全部で (c1+···+cn)!

c! 個ある. たとえば index 列が,

2, 2, 1, 2, 1, 1, 3

ならば 1, 1, 1, 2, 2, 2, 3 や 3, 1, 1, 2, 2, 2, 1 等も同じ count vector を
与える index 列であり, そのようなものは全部で 7!

3!3!1! とおりある.
††index 1 が 3 個, index 2 が 3 個, index 3 が 1 個.
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A-超幾何分布となる理由 5 さて上の考察より count vector c

を direct sampler で得る確率は (6) の (c1+···+cn)!
c! 倍となる.

β1 = c1 + · · ·+ cn なので, 結局 count vector c を得る確率は A-超
幾何分布.
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間野 direct sampler の性質 ZA(β; p) を定義から計算するのは
β1 や A が大きいと計算時間の点で困難が増す.

Theorem

1. A-超幾何系の Pfaffian はグレブナー基底で計算可能. これを
用いると遷移確率 ei が漸化式で計算できる ∗.

2. N 個の乱数を計算するための計算量はO(r2β1N) プラス
contiguity の計算量. ここで r は A の normalized volume. ま
た有理数の四則の計算量は O(1) とする.

補足:

1. MCMC の計算量は O(n′(N + (burn-in の回数))) †.

2. A 超幾何では Pfaffian = contiguity. Pfaffian の導出は計算量
の多い計算であるが, 後藤松本の E (k , n) の contiguity 関係
⇒ 効率的な分割表の sampler ‡.

3. burn-in が不要なので単純に並列化可能.
∗A = (1, 1) で漸化式を実演. 一般の実装は tk ds ahg.rr
†n′ は IA の生成元の最大次数.
‡実装は gtt ds.rr
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A超幾何系
A : d × n 行列. 整数成分. A の列ベクトルは ai . ai は Zd を生成.
β = (β1, . . . , βd) ∈ Cd (parameters).

C⟨x1, . . . , xn, ∂1, . . . , ∂n⟩, xjxj = xjxi , ∂i∂j = ∂j∂i , ∂ixj = xj∂i + δij

を D または Dn と書く.

Definition
A-hypergeometric system または GKZ hypergeometric system
(GKZ, 1989), HA(β), MA(β) = Dn/HA(β):

(Ei − βi ) • f = 0, Ei − βi =
n∑

j=1

aijxj∂j − βi , (i = 1, . . . , d)

□u • f = 0, □u =
∏

{i | 1≤i≤n,ui>0}

∂ui
i −

∏
{j | 1≤j≤n,uj<0}

∂
−uj
j

with u ∈ Zn running over all u such that Au = 0, u ̸= 0.

IA は □u 達が C[∂1, . . . , ∂n]で生成するイデアル.
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例

A(FC , 2) =


1 0 0 −1 0 0
0 1 0 0 −1 0
0 0 1 0 0 −1
1 1 1 1 1 1


degree(IA) = vol(A).

Example
Macaulay2 commands to evaluate the volume (the degree) of
A(0134). Here, o5 is IA.

loadPackage "FourTiTwo"

M=matrix "1,1,1,1; 0,1,3,4"

R=QQ[a..d]

I=toricGroebner(M,R)

o5 = ideal (b^3 - a^2*c, b*c - a*d, - a*c^2 + b^2*d, c^3 - b*d^2 )

degree(I)

o6 = 4
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contigyity と 例
性質: f が HA(β) の解なら, ∂i f は HA(β − ai ) の解となる.
f および f の偏微分を basis vector F とした Pfaffian

∂iF = PiF

を作ると, Pi は contiguity

Pi (β)F (β; x) = F (β − ai ; x)

を与える. ⇒ 期待値の比 ei の計算が漸化式で可能
例: A=[[1,1,1],[0,1,2]]. Pfaffian は

∂2 −

( β2
x1

−2x3
x2

2β2(β2−1)x1
4x2(x1x3−x22 )

−4(β2−1)x1x3+(β2−2β1)x22
4x2(x1x3−x22 )

)

load("tk_ds_ahg.rr")$ C=tk_ds_ahg.build_contiguity_0([[1,1,1],[0,1,2]]);
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例: Z の直接計算は時間がかかる 1
Contiguity relation/Recurrence relation

∂i • ZA(β; x) = ZA(β − ai ; x)

(the contiguity relation)
Numerical evaluation of hypergeometric polynomial becomes hard
problem when dimKerA and the rank of HA(β) increase and β
becomes larger.
Example:

FC (a, b, c ; y) =
∑
k∈Nn

0

(a)|k|(b)|k|∏
ki !
∏
(ci )ki

yk , A =

(
1 1

En+1 −En+1

)
where (a)m = a(a+ 1) · · · (a+m − 1) and |k | = k1 + · · ·+ kn.
n = 4, a = −179− N, b = −139− N, c = (37, 23, 13, 31),
y = (31/64, 357/800, 51/320, 87/160)
N Evaluating series method of Macaulay type matrix

0 6822s (1.89 hour) 61399s (about 17 hours)
100 138640s (1 day and about 14.5 h) 73126s(about 20.3 hours)
200 More than 2 days 84562s (about 23.5 hours)
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例: Z の直接計算は時間がかかる 2

N=200

A=[[1,0,0,1,0,1,0,1,0,1],[0,1,0,1,0,1,0,1,0,1],[0,0,1,-1,0,0,0,0,0,0],[0,0,0,0,1,-1,0,0,0,0],[0,0,0,0,0,0,1,-1,0,0],[0,0,0,0,0,0,0,0,1,-1]]

Beta=[452,412,-37,-23,-13,31]

at ([x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8,x9,x10]=[140/411,40/137,25/822,31/411,14/411,17/274,17/822,5/137,10/137,29/822])

oohg_native=0, oohg_curl=1

EV([x3])=[484018240471728953822203320553380653219481012643866487201043272204554116427335942534923953734369224115118588984123072569136290891579520329541553442865752590415520319485421065595137301328883979140023812923275660710730421232058161700705547449268377195194228077351043108101578345063216794271693352810730334947439153057972224676949248193530257593491171415513944172055

863656998391689243859475296234352137555517730222159221047221525046528456147511166276227650243450974228077404468895995531696472995397633930662766475574990610840725549419942714191953927850677112637154311595545477579283438183380723306933695028413902272323650590868061416758103036261902982300160735105205734309775420779540081602023240782619255433487826859925775415744182023576

305750092193523229313167685161576286201466399466487213469381535663734384193880974741829514261324096233334597958181233341683292648618581876456024935247488712945778994419534817889865543297153602500642431997207160323881134324772247206961352639369970074124439991338325437430542989018067434026678441879647198415451602359167716578467056337098202325211336313239576308589685507405

344275350822035203131054916726819435165178778325389866000027699548897905993488167196392728277735383730885104289031199118571536797893081066025576227107335096676724654476129124957508961837473988172546512178202116468537245761216175710219483357860356170512291354827074858376471273890592577267051501344093037297728309535056658588699524982174052337266327701447028826667768850730107588600049186455367399530574292981190368764873068889092542386936010749485482228269987418802938675068376457543091603817046668312077467915517373475

/19442228498425155530438424291258885951160065533306378943684005607207680083449525569604031294035766826584812783743314823200354152931689206417431338066334120276564960367602082573820341085361638027417758933807593620290223824105749853259449849607778331460631637605029577016232851717191883682058950882307371610800934683219212550724634134908233858903760315796665288188264736609

20636859057551023139439540444360178054580858641760937317843818981263740587028035356318196511904938764035017858910404662300431121901949249816362709318833980427882535835790456096768353496004755155228108003410713814585916514587492319257416861023791973494879599629718859437032960019602588522101656082395695425447863898848137796625992961523433213543034744850879459027184936075030641057447702689958276095772570805266333446287445152519885608

941772514489533194749781746840208705674606008876031734288671532476200701856516011956451597268538379935874158960104859542989280731874731798324225857088610362705068285274105252549767902002738816722833067153908128001513382661594128238627186431628490021881628155794006498048786187219157799292613900000891762318537257330170928000544328628936682249495555512840064115310617164969

320906272014298259515698562808086396098869061102204255115706387649155785914644280004302208683409377394435414368852870906677122916240560958859979007117098578683515122765908200602714595004642507884608434942147057693274419786847034903320856408965476285926896546137995926044911307306943630358164774683745845155483582353122140724857539258219017556281884035014757780794661933709

9573932056327206030262721912023810463723569352286063413912998077871191506911]

Time=84562.4

N Evaluating of series method of Macaulay type matrix

0 6822s (1.89 hour) 61399s (about 17 hours)
100 138640s (1 day and about 14.5 h) 73126s(about 20.3 hours)
200 More than 2 days 84562s (about 23.5 hours)

Intel Xeon E5-4650 (2.7GHz) with 256G memory, the computer algebra system

Risa/Asir (20140528).
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ソフトウエア gtt ds.rr, tk ds ahg.rr.

[1822] load("gtt_ds.rr");

[2720] gtt_ds.direct_sampler([[4,14,3],[10,6,5]],

[[1,9/10,11/10],[1,13/10,99/100],[1,1,1]]);

[ 0 1 3 ]

[ 8 5 1 ]

[ 2 0 1 ]

[2721] gtt_ds.direct_sampler([[4,14,3],[10,6,5]],[[1,9/10,11/10],[1,13/10,99/100],[1,1,1]]);

[ 3 1 0 ]

[ 6 4 4 ]

[ 1 1 1 ]

[2722] gtt_ds.direct_sampler([[4,14,3],[10,6,5]],[[1,9/10,11/10],[1,13/10,99/100],[1,1,1]]);

[ 2 1 1 ]

[ 6 4 4 ]

[ 2 1 0 ]
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アナロジー

IA のグレブナー基底 ⇒ MCMC が作れる §

A-超幾何 の contiguity ⇒ 間野の direct sampler が作れる ¶.

素手で (理論的考察で) contiguity relation を作れれば, random
vector を生成する高速アルゴリズムが作れる.

以上. 以下は玉原でご相談したいこと.

§JST CREST 日比チーム編, グレブナー道場, 2011, 共立出版
¶S.Mano, Partitions, Hypergeometric Systems, and Dirichlet Processes in

Statistics, JSS Research Series in Statistics (2018), Springer
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Dual D-module とは 右 D-ideal J の生成元を

ad : aα(x)∂
α 7→ (−∂)αaα(x)

として (形式随伴), 右 D-加群 D/J を 左 D-加群 D/ad(J) に変え
る. D/ad(J) も ad(D/J) と書く.
M: holonomic D-module.

DM = ad(ExtnD(M,D))

ここで, ExtnD(M,D) = Hn(HomD(F
•,D)), F • は M の左 D-加群

としての free resolution. 計算機で構成できる ∥.

∥Oaku, Takayama, Minimal free resolutions of homogenized D-modules,
2001
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A-hg の dual D-module 計算機実験で, “dual がまた A-超幾何
になりそう” が観察された.

loadPackage "Dmodules"

i8 : I=gkz(matrix {{1,1,1},{0,1,2}},{-2,-3});

i9 : N=Ddual I

o9 = cokernel |

D_2^2-D_1D_3

x_2D_2+2x_3D_3-2

x_1D_1-x_3D_3+1

x_2D_1D_3+2x_3D_2D_3-D_2 2x_1x_3D_2D_3+x_2x_3D_3^2-x_1D_2 x_2^2x_3D_3^2-4x_1x_3^2D_3^2+2x_1x_3D_3-2x_1 |

β = (1, 2)T . (1, 2)T ∼ (2, 3)T ? hypergeometric b:

b(β) = β2(2β1 − β2)

HA(β) と ∂2 の生成するイデアルは b(β) で生成される.
U∂2 ∼ 3(4− 3) modHA(2, 3) なので
MA(1, 2) ∋ 1 7→ U

3 ∈ MA(2, 3) で同型 (左 D 加群としての
contiguity)
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b の計算プログラム (asir)

import("names.rr")$

L=[x1*dx1+x2*dx2+x3*dx3-b1,

x2*dx2+2*x3*dx3-b2,

dx1*dx3-dx2^2]$

V=[b1,b2,x1,x2,x3,db1,db2,dx1,dx2,dx3]$

M=newmat(10,10,[

[0,0,0,0,0, 0,0,1,1,1],

[0,0,0,0,0, 0,0,0,0,-1],

[0,0,0,0,0, 0,0,0,-1,0],

[0,0,0,0,0, 0,0,-1,0,0],

[0,0,1,1,1, 0,0,0,0,0],

[0,0,0,0,-1,0,0,0,0,0],

[0,0,0,-1,0,0,0,0,0,0],

[0,0,-1,0,0,0,0,0,0,0],

[1,1, 0,0,0,0,0,0,0,0],

[1,0, 0,0,0,0,0,0,0,0]])$

G=nd_gr(append(L,[dx2]),V,0,M)$

fctr(G[0]);

end$
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A超幾何は affine toric variety の上の D-加群 形式 Fourier

変換:
FL : xi → −∂i , ∂i → xi

n∑
j=1

−aij∂jxj − βi , (i = 1, . . . , d)

∏
{i | 1≤i≤n,ui>0}

xuii −
∏

{j | 1≤j≤n,uj<0}

x
−uj
j , (Au = 0)

2番目の式は affine toric ideal IA の定義式.

(C∗)d ∋ t 7→ (ta1 , . . . , tan) ∈ Cn

の像の閉包が V (IA). (C
∗)d に制限して考えると affine toric

variety の上のべき関数のみたす方程式に他ならない:
ti∂ti =

∑
j(aj)ixi∂xi .
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torus 上の D-module

1. 斎藤理論の出発点: affine toric variety V (IA) 上の微分作用素
環は A-超幾何系の contiguity relation!! 全部 (遠くまでパラ
メータを飛ばすものも含む) の代数とほぼ同じもの (xi ⇔ ∂i ).

2. (bfC ∗)d → Cn, Oτ → V (IA), V (IA) → Cn に対応する
D-modules の種々の functor の具体的構成.

3. (C∗)d ⊂ U ⊂ Cn ∗∗: torus 上の rank 1 locally constant sheaf
の Cn への種々の拡張. Mixed Gauss-Manin (Avi Steiner,
2017, 2018).

4. A が normal の時, dual についての予想の解決.

∗∗U は Zariski open, torus action で不変
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