
基礎解析 II 演習問題 2解説 2006年 10月 31日

問 2.1 次の関数 f(x, y) または f(x, y, z) について ∂2f/∂x2 + ∂2f/∂y2 または ∂2f/∂x2 + ∂2f/∂y2 + ∂2f/∂z2

を計算せよ．

(1) eax−by cos(bx + ay) (2) log(x2 + y2) (3)
1√

x2 + y2 + z2

解説 (1) fx = aeax−by cos(bx + ay) − beax−by sin(bx + ay), fxx = a2eax−by cos(bx + ay) − 2abeax−by sin(bx +
ay) − b2eax−by cos(bx + ay) = (a2 − b2)eax−by cos(bx + ay) − 2abeax−by sin(bx + ay). 同様に
fy = −beax−by cos(bx + ay) − aeax−by sin(bx + ay), fyy = b2eax−by cos(bx + ay) + 2abeax−by sin(bx + ay) −
a2eax−by cos(bx + ay) = (b2 − a2)eax−by cos(bx + ay) + 2abeax−by sin(bx + ay). よって fxx + fyy = 0.
(2)

fx =
2x

x2 + y2
, fxx =

2(x2 + y2) − 2x(2x)

(x2 + y2)2
=

−2x2 + 2y2

(x2 + y2)2
, fy =

2y

x2 + y2
, fyy =

2(x2 + y2) − 2y(2y)

(x2 + y2)2
=

2x2 − 2y2

(x2 + y2)2
.

よって fxx + fyy = 0.

(3) r =
√

x2 + y2 + z2 とおく．このとき rx = (1/2)(x2 + y2 + z2)−1/2(2x) = x/r, 同様に ry = y/r, rz = z/r. こ
れを用いて

fx = − 1

r2
rx = − x

r3
, fxx = −r3 − x(3r2)rx

r6
= −r3 − x(3r2)(x/r)

r6
= −r3 − 3rx2

r6
.

同様に fyy = −(r3 − 3ry2)/r6, fzz = −(r3 − 3rz2)/r6. よって fxx + fyy + fzz = −(3r3 − 3r(x2 + y2 + z2))/r6 =
−(3r3 − 3r3)/r6 = 0.

注意. fxx + fyy = 0 とか fxx + fyy + fzz = 0 を満たす関数 f(x, y) や f(x, y, z) を 調和関数 (harmonic function)
をいう．

問 2.2 (1) z = z(x, y) とする．x = u cos α − v sin α, y = u sin α + v cos α のとき zu, zv を zx, zy, α を用いて
表し，(zu)2 + (zv)2 を計算せよ．
(2) z = z(x, y) とする．x = r cos θ, y = r sin θ (r > 0, θ ∈ R) のとき zr, zθ を zx, zy, r, θ を用いて表し，
(zr)

2 + (zθ)
2/r2 を計算せよ．

解説 (1) zu = zxxu + zvvu = zx cos α + zy sin α, zv = zxxv + zyyv = −zx sin α + zy cos α. よって

(zu)2 + (zv)2 = (zx cos α + zy sin α)2 + +(−zx sin α + zy cos α)2 = . . . = (zx)2 + (zy)2.

(2) zr = zxxr + zyyr = zx cos θ + zy sin θ, zθ = zxxθ + zyyθ = −zxr sin θ + zyr cos θ. よって

(zr)
2 +

1

r2
(zθ)

2 = (zx cos θ + zy sin θ)2 +
1

r2
(−zxr sin θ + zyr cos θ)2 = . . . = (zx)2 + (zy)2.

問 2.3 次の関数 f(x, y) に対して f(x, y) = 0 から決まる関数 y = y(x) の微分 dy/dx を x, y を用いて表せ (ただし
(x, y) は f(x, y) = 0 を満たすとする )．

(1) y − xey − 1 (2) x2y3 + y − x

解答 (1) y′ = −fx/fy = −(−ey)/(1−xey) = ey/(1−xey). f(x, y) = 0から xey = y−1であるから y′ = ey/(2−y)
と表してもよい．このように y′ を f(x, y) = 0 を満たす (x, y) を用いて表す仕方は無数にある．
(2) y′ = −fx/fy = −(2xy3 − 1)/(3x2y2 + 1) = (1 − 2xy3)/(1 + 3x2y2).

—————————————————————————————————————————
注意 教科書 p.31 の下から 6行目以下の 4行は次のように変更する．
陰関数定理は k + n 変数の n 個の関数の連立方程式

f1(x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xk+n) = 0, . . . , fn(x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xk+n) = 0

の場合に拡張される．適当な仮定の下で，その中の n 個の変数，例えば xk+1, . . . , xk+n が残りの変数 x1, . . . , xk の
n 個の関数として書けるのである．

xk+1 = g1(x1, . . . , xk), . . . , xk+n = gn(x1, . . . , xk)


