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2. 1. 1 ©jª¬«x6y2z,��­ ¡ c[h!��®�¯,+G� @�B "&° #4v2Ï + Z 1 m!& JG��" #�± d @ ,
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(1) »	± ��¼ ½ # x6y�¾,+ i h BM¿ V Á�À!ç x6y2z�IMÁ'c[h , ? h����.��¼ ½�;Â # ��� ; Z 1��*" »;Ã ; J�1 .
�6�M�,����x*yGz,�/Ä��!��® ¯,� ? ����0��`<V

, ? h0� Å� � h0� » ��`�1 .
���;������® ¯0I

, Æ È 14x*yGz#�³  @%B S01:�:��`�1 .
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(1)
+�-�/�1��*" »;Ã +6`01;(G×�Ç DwÈ<#�É Ü�Q�/01 ; ,

�Y�Yx6y2z�	Â0Qòc � ÜËÊA�.h B � � #�ÌÉ&tÍ ",+�J01���` uA& . (
��h�� , Î�Ï 1�Ð; SM�6h�1

.)
��� Í "A��Ñ%­,+���  ��°A� �&Ò #�Ó�Þ �6- V , ? � ��Ò �x�y6z�� �/Ô r�Õ2h!12� ; �Y��Ü�J*SG�.�

,
���;�/°!� � �<c%J*S .

�*�4���x*yGz���Ä:����®�¯,� ? h2I Ó g*�* A����°���`01 .
����� °���® ¯A+� @[B ,

x:y6z!�FÖØ×�� v " ° #Ûv6Ï + Z 1 . ?!@[B�Í "6z�����h # ù*� ZÄ:��� ± ��`�1 .
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±]#�@ � 2

R����!�*S�x*yGz # ºò1�� ; IG�,Ü*1 .
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R��*J6�òc[Q2J�­G(��

�;é6"���`<V
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R���¼ ½,��� � +6`01��6" »;Ã �`21
. ? � 3 ç \4��J*�³c_QGJ�­G( # ( ì�í � m0& J ) î �	ï³sY�	ð!S6�	ñ����ò D ; ,

x6y2zA��ó!/ B ��ôA+ @�B , å 2.1
��æ0Q c

4 ç \�� m!& J ,QGJ ; �_¥��/�;é6",+�J01
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§ � � 4
R2� æ �2� , 2 ç \ ; 4 ç \4� æ!t /�I�� °���®/¯ # ¾�s B S�1 (

�
°2�� ; S & ´�µ # ùG� @%B S01 ).



2. 1 CMC þ��������������  "¡�¢ £/¤ 5

(1 ç \ ; 3 ç \M� æ � m�& + )
� °���® ¯��*J DeB ������® ¯,�*ù*I�`�14»ã , Æ È 14x*yGz���/ Ï ��" ;�õ ç h , CMC

��"A��0"1!J�» ã ��`�1 .
R ¿ V��" ; U ß "A��/ Ï ��"!��`�1 . (2 ç \ ; 4 ç \M� æ � m�& + )

� °���® ¯0I`014» ã , Æ'È 1Mx6y2z,�-/ Ï ��"��0�6JGS CMC
��"!�0`01

. @ �*I�s B�Í" ; »�� "A��/ Ï ��"����*JGS CMC
��"���`�1

.

2. 1. 2 243f[
m V �(5,+ , CMC

��"A�
2
R���6�J01

(
��7!J

)
� � � �;���*"A� }*~�� ;S ¡ 1 . æ!¡Gç , 8<m V�¾+9�S-: #;8 � i s.� B,� H +;�=< ; ,

:�� B s�> Þ +? QA@ §GI�s B Ü B�? �	: ; 8 �����6",� 8 �A�Y�*" , Z J�� è / Ï ��"ò+*J1
.
¿ �

,
ê�S2+�B"� @ J6S Ù³È y6× # ¾MR 2 C�D ��:0I�`�1 ; @%B , ? �Y��=��:2�	E!� � h B S�1 82� H ��F�G�+0¾ & �.=!��: # â(� i h!1 ; , ? �	â����:���F"G # E�� @�B S�1H:,���.� Ì'& Û!S Ð � ±<# ; 1Y�0` u,& .

��� Ð ��ÛSG�:�
, 2 C�D ��:��;���*"A� CMC

��"���`�1 Í " ; J�1 . (
Ý���� Ç"��I ��

,
�&7��	B�� @ ã �2J*S�1�J!�;�/�!��� ��"�� capillary

��" ;"õ ç h , CMC��"���`�1 ; �*úòc�J6S m V �(5,�*��"A�-² * H +*J VwÁò1 . Robert Finn
�

capillary
��",+.R2S B � CED ��K"L #;M @%B S01 . æ!¡Gç Ô 7 Õ #��<m .)

2. 1. 3 NPORQTSVU
­ ¡ cÛh0��® ¯A+;{ @%B x*yGz�I ? ��"�° #�vGÏ + Z 1�� ; �-WYX[Z&\Y] ;õ ç h!1 .

; S & ��¾ ,
¾ @_^ +�­ ¡ c h��;®/¯�I-`!�.h!1 m�& +�x:yGz #ba"ck +�W"X ( � ± ) Z 1 ; ? ��x*yGz���"�°��;ÿ"� Z 1:�:� , (

¾ ; �
)
x*yGz���®

¯ # `�R m0& J a"cAk J � ± � &	è "�° #%v6Ï + Z 1�¾�� t Q<c[�2`�1 . CMC��",��x&y�JY  z # ­ ¡ 1 ; , CMC
��",��a&�,�

, “
�Yd6 �J

”
x6y2z ;	õ çhA1He&ñ �òk J�{�| # ¾ Ó ù ,

x6y2z6a&� m V�¾G¾�s ;gf SG��",� � 0 ·0+*J1
.
���0� ; Q]c

,
§:� �Ah � p CMC

��" ; �Mx�y6z!��� ; ��`�1 r ; S &ji
� �	x/y�+���k @0D J*S . @ Q @ J:I]c ,

��h��"l�"���m�n @[B ¾ m SMn j6k J� ; �0`�1
. o ��p h�q"� 
srut�v�w ,

§Ax�yYz�{�|�}�~
CMC �-���-���;�



6 2 �-���;���-�"�;� , �����A�T���H�&�[�
�+��� { ����� p��At[v+�A�A� . �A �¡�¢	£A¤ , CMC ��� x�¥"z ��¦�§� �¨ z©

, ª xH« ¢�¬�£A­�®�¯ ~(°�w²±j³ ­&£ �A´[µ ��¶�· { � y"¸Ap £[¤ ,
y�¸ §H£

­���� x ª x ¨ z¹x ��º w � vHx CMC ���s�&»[¼ � ª x ¨ z¹x ��º ´¹± �+½
qs¾ r[�(x(�A�A� .

´�¿ �	ÀÂÁ w CMC ��� x 2 Ã�Ä x�Å�Æ © « ¢ �At[v�~"�
q � . ª	£ w�Ç"È�v �b�&É"Ê �Aw�r   ~AË-ÌÍ{	�	ÎAÏA�[�A� :

CMC ��� vHw , Ð�Ñ[» ´�Ò-Ó º x ®"¯u�"Ôu�b� �"� { ���Yº ©bÕ
¦u� p¹� ��� x�t[v��A�A� .

“ Ö"× Å�r ”CMC ��� x�ØuÙ �&ÚY �� w 2. 2 Û �s´¹±jÜ"Ý ��Þ[ß � . §�¬��"ªt��Aw
,  à¾áÚ"â x�ã ©;ä"å p¹� .

æ
2. 2 ç�èHç�èHé;ê�ë	ì�í�î . ï�ðYí�ê�ë	ì�ñ 1 ò(í��;ó�ô�õ[ö÷;ø[ù-ú"ûHüHý+þ ô 120 ÿ�� 3 ��ñ������ ú .

ù	��
 í
�
�_é-�
óAí	ç��_ò��&ñ 1 ò�í������	���
� úYû�ü�ýbþ ô 4 ���Aí��&ÿ
( � 109 ÿ ) � 4 ò&ñ ø�ù	ú .



2. 1 CMC �;����� �"! û$# í�%�&�'
( 7

2. 1. 4 )+*-,-.0/2143
CMC ��� w65
7 8Y°�9"Ó¹x�:"x Ð�Ñ�� x�;
<�=Y�A�A�-~
> ¢Y� , ?
@�A , B
A , CED�F"G6H
A v Ô	I ~�J   . KML ,

v q v �b� CMC ��� x	N �H  ã[~ ,
t

£à¬�O z Psx�Q R S � ´�¿ ��T U²§�£ �[t�vb~��[� . (Fischer
v

Koch V 8 W �´�¿ ��T"UT§�£¹­�XA¦u�	� ~ ª x�Y"ã¹����� . V 9 W x[Z 3.4.10
©�\"]

.) ^�­
CMC ��� w	_ ?
A v ��½  A�	` a ~[��� .

ã ¢�¤�bdc�e x�¸gf�~ CMC ���
�6hu­ ¸ © v-�[t�v;~ ª x�Y�ã��[�[� . K�L ,

Z
2.3
��i â"£A�A  � CMC �

� x�¸ j[~ ª x�´�µbr � x��A��� . k r�l � t £ w 3 Ú x	m¹Ë�n¹��oqp �"Ôs�
��r�s {-�Y�Y� . ^&­ , X�¦����u�th�­	u�v © � Ú�w�x"czy�c x�{ D�c�|"}	~���
� ��� °g��= D�c x��	� G��dc � G"âT¬��u¢ �[´¹µ � , CMC �-� wÍv���v
�b����� v §-¢YÔ6I ~[�A� . ª µ ��­	��� vHx Ô�¶ ©�� � � Ü�Ý �����Í�;�A ��� ? ( V 20 W ) � Õ����t� §�£[­ .

t-x�´�µ � , CMC ��� w	� A[��� x6�"z�Pv ��� Ù	J  �Ô;¶ ~Y�A� .
t�x�tAvbw

, ^�§Y�[¾ ÀÍÁ ~ CMC ��� © Q
Rgn�� 1

Ú x @�� v;r�¿ �Y  � .

æ
2. 3 3 �����[í��� 
¡£¢ ¤ P �H� ( !z¥ ý�¦�§ �H� ). ¨�©Aíª ý�
 í��b�Yí 1 ò(í¬«�­[®Hé�¯�° . ±�©�í ª ý !;í��b�Yí����
®�é�²�³M��´�µ ÷ ç ú .



8 2 �-���;���-�"�;� , �����A�T���H�&�[�
2. 1. 5 ¶-·¹¸»º-/2143
CMC ��� © Q�R"n¹� O x @�� w , ª	£ ~�¼ â r6� A {t½
¾ © � k , â"Ú � A
�(»�¼ �	¿ Á r	z�PPv � Ù�J  �À Ò Ú ��~[�[� âT¬ �[�[� . X�¦¹�-� ° CMC

�-� w6Á"Â A��(»�¼ �tQ RMÃ G
F �[�[� ¼(£EÄ � , Å � �q����­ yYz�{�|Y} â
¬��u¬+â r�´[µ � , ª-£²¬ w�y�z
Æ v � Ê
`s��Ô	I ���Y  � (

t�x ÔtI¹�	Ú" (�w
, 2. 2 Ûu�&»Y ��ÈÇu¾ÊÉ�Ës� ä"å nu� ).

X"¦���� w ^(­ , Ì	Í
Î =qÏ xÑÐ�Ò"Ó	�gÔ	Õ Ö ×�ØÚÙ�ÛA¤&£ � ×�Øs� ´�¿ � ,Ü
Ý�Þ
ß Ô z�P Ù ��à ¾ÊÀ Ò Ú� (��  � ( á	ÔtÕ
Ö�×�Ø�â"V 9 W � �Y� ). á	ÔtÕ
Ö
×�ØÈâ , D�G
F�c+�qÅ ��Å"Æ §�£�­ Ü Ý Þ ß Ô � Ô�ã © Ï   � áMÙ � X�¦¹�-�© Õ ä ns� 1 Ú[Ô o Æ © « ¢ � . á�Ô�áMÙbâT¬ , XY¦¹�-�Èâ ¼ â"å � A {6½�¾© � k , â"Ú�æ=¾¬Ô ã © ½ � nu� áMÙ ~������ . KML , V 9 W � â"­T¾�§6çgÔ ã�~
����§�£��Y  � .

^(­ , X"¦���� � â
å"  CMC ��� � , è ¿ � , DzG�F�c���Å �&Å�Æ §�£[­ ÜÝ�Þ�ß Ô � Ô	��é � Ô�ê�Þ ~�ëMì��[�A� ( V 9 W \ ] ). ��­ ~¹¿ � , ÀÂÁ�â , á�Ôí�î � � ^&­ Ü�Ý
Þ
ß AïÙ�Ô"ÔtI © U � Ô ���A� . ª�Ô�Å�§[¬;� ,
�Y��ð Ôtñ��ò
ó a ( ô�aqÔ�á[Ù . ô�au�&ÚY ��"â6õ�Þ )

©�ö  �­�Ù�á�÷ � â , X"¦���� � â
å(  CMC ����â sinh-Gordon

o�ø ØMÔ Þ �H��ù²�+��  � . á	Ô sinh-Gordono ø ØÈâ ë º z ú Ô�@gûs�(»A ���Ö�£ ��ügý å o ø Ø ���T± , CMC �	�Èâqáµ ��­ z
P Ù � Ë ` { åYÔ	I ~A�A� Ù; �¢ � . KML"Ô�Ù�á�÷ , V 9 W ��þ a { �tÿ� £���  � DPW Ô o
Æ Ô��
õ¹� �A����}s{ å � Í < � â ë º z�ú Ô	@ û[â²¬� �A  � . DPW Ô o Æ Ùtâ ,
ë º z ú Ô�@gûs�"��� nu�6= G��
	�Ô6É Æ © Ï

 �� CMC ��� © ½ � n¹� � Ô �[��� .
Õ õu� , X"¦�� � X"¦ CMC ����â�Ù� � ´ ¾�
 ¬+£[­���� z�o�ø Ø � ê�Þ²§�£ � á[Ù���� Ø �;�"»�¾ . ��­ ~¹¿ � ,

áH£T¬�Ô����0Ù������ o�ø ØÈÔ�� P ��â ,
° â ± ��� åYÔ	I ~A�A� .

á6Ô ´Aµ � , CMC ���¹�tO�Ô � A�� P Ô���� °�Q
R ��� ~ ù ÏY�q�&� Ùb  µ
á"Ù�â , CMC ��� ~�¼�� å � A�� ½�¾ © � Ú�á[Ù © ä��b�! ± å"  . K[LAª�Ô
á[Ù ~ , §�¬��
â CMC ����Ô6æ=¾¬Ô ã ©�"$# nu� ­�%gÔ�É$& © « ¢ �
'$( Ù
å ¿ �Y  � .
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2. 1. 6 )+*-,/.1032�46587:93;87=<?>+@
��A4Ùzå � ��� ~ ,

´�± ½ � å (
n å � k ,

´�±CB�D Ô�E�  ) F : Ô�G&� �"� Ù
� ´�µ . ª
Ô ½ �   o Ô
F : Ôqá[Ù © � c$H6Î�c»ÐIF : ∗1 Ù;  µ . 3

B$D6J G
~�D�}LKMF : R

3 ���qÔ � c�H	ÎÈc»ÐMF :ON � ��� CMC ����Ô Q�R �"Ôu�b�
â , B
A , CED�F"G6H
A , ����A0Ù�Ô�Ô	I�â � â ° s$P �È� å�  ~ , ?
@�A0Ù�Ô
À Ò Ú � â Ç"È Ù"�;��Q�R nu� . ^(­ � A�Ô6O�� P ÙtÔ à  �À Ò Ú � âAª�Ô[^
^�SUTu��V � . Ù�  µ Ô � , CMC ���qÔ ¼ â å � A�� ½�¾A° OqÔ � A�Ô
� P Ù
Ô�Ô	I ©UW �YX8Z�´�µ å\[qÔ � c�H	Î�c»Ð]F : © U � n á[Ù ~����"� âT¬ �[��

. á6Ô í�î , ª�Ô � A�� ½�¾ �"Ô n¹��Q
R â R
3 Ô í�î Ù_^
h�Ô °�± o[� W �X[~ £ �-~ , ` a ©Ya ¢(£[¤ , ª
Ô ½
¾ � �¬� Ù6J   a B ~Ub á � .

ã ¢�¤ , �
�u� Ë
c"n���oMp Ô�d ��e   ( f�Ó��
g$h ) â
[MÔ 3

B�D � c�HtÎ�c�ÐiF : �	»
 ��!TV¾ ó å ��¿�j ©Yk nu� ígî ~A�[� . §�¬�� CMC ����Ô ½�l ��å\m }[~½ � ¾�n ¿ ��¾ ��ëMì m � �[� .

2. 1. 7 oqp CMC rts
�$u

,
Þ ß A °�ÁgÂ AÈÔ ¿ Á�å í � � U4¬b£ ��´�µ � , å$%²¬bâ"å	�$A��-�

� , ª�Ô�v$w3��^gh ? © U�Ú�¼ � á�Ù ~�� A���»�¼ ��þ$x å Ã G�F4Ùtå ¿ �A �
. å�%Í¬�âgå�X"¦���� ° CMC ����Ô
v�wL��å�^ h�? ©\y ¢ � á[Ù � ^(­LzÈA���Y�

. ��âÍ��ª"á-��âMá;£»Ùb  ¿ ­
{ Å ��å � ��|�GU} â
Q�Rà��å�  . ��A
Ù n¹� å�%Í¬�âgå�X�¦¹�	� ° CMC ����Ô�Ä�Ô ´�µ å\m } �
~PÄ�� , ��ù n¹�
v�wL����AqÔ ½ � ©�� µ Ô�âEÙH  µ áMÙ�� Ç Q���v�wgB�Ô o�ÆA°�Å"Æ â\{»^ ¿
��¾ � Ô �A�A� .ã ¢�¤ , 3

B$D6J G"~�D�}LKMF : R
3 N Ô
v�wL��å�X"¦����0Ù��;� ,

B Ô ´�µ
å\m } © l ­ nO� �L�"�
�$��å\��� ¸ ���T§�£�­"�	� © Å"Æ �;� l¹´�µ . áH£
â , ª�Ô\� Ó
½�¾ © ³ Ú ´[µ å , � ~?� c���~EÐ � Ð�Ñ ~$��Å §H£[­�¶�·�� �6�

∗1 ���i����� ( �����_���_����� ) �� �¡Y¢ , £�¤ ( ¥ 2 ¦_§�¨��_£�©_¤ ) ª , «�¬�­]®�¬
¯±°² ªM³�´ ( µ�¬·¶�¸C¹ , µ�¬Iº
¸C¹ ) ° ² ¢i»�¼�½�¾_¿�À . ´\¢Mª , Á�ÂÃ¡�Ä�¢ , ÅYÄIÆÇÄ�¢ , È·É_Ê
¡�Ä�¢IË]Ì . Í�¡�¿�ª , Î_Ï�Ð�ÑÇÒ�Ë���Ó�Ô , Î_Ï�ËCÕ�Å
ÖM×�Ë]Ø�Ù���ÉUÚÛÏ�Ü . ÝÇÞ�¼àßâáMã���äåçæ ßèÞ_ã���ä åçæYé�ê .
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�L��ì��$��å!í Ø Ôïî ª�Ô\ð$ñga�Ô!ò a ��ì�Ô�ó�ô , õYº$ösÔ �?÷�ø Ñ0Ùtå �
Ù;  µ m�ù�ì�~�Ä�ó�­ Å�Æ Ù; "¢ � . ^(­
v�w CMC ú�õ�ì�û�óYô�ü , ý a �qâ
ú\õÈÔ\þ�ÿ�������å��	��
�å��tå�
��-Ù�
������ ÷	����������� , �! #"$��ì%'&$(*) �

. +,�-�/. %'& ��0 �21Oì , 3�4��21�3�576�.98�:�ú\õ�; CMC ú< .6ü�=9>'?�@BA�ùC�2D#EGF��Oü9. (�H � . I�./J�K , L�MN3,>'?N@�A#OC�2P�Q
3�R!�!ü , S#T�U � 3#4C�V173�ú < R�ü/= , W�XZYN[!\]3 ý_^#`��#a�b � 3#
�"
�23dc'eC@�3�ú < R	f�gd� � . +9.$"��239h'i ( a�j�k/�$�dc�e!@�39l�m <onp$q�r#s ú < .dt!��u 2.4 v/w�U .x,y ./h�i n �Bz 3!{ , 3�4��V1'3/8�:�ú < ; CMC ú < .6ü2=d|�ÿ�?�}�.,A
O$.'~d� q���� �B��
��9c�e'�$./|�ÿ�?#}C�,��Q � + n v�"��/� , +B���2./c#e
@Uú < � %�& U � + n üV|�� (�H � . I9� � , � 4 ��v���� � Bobenko

n
Pinkall

R n �	��~�� q���� (�H { , I'.�h�i (�� �2���dc�e!@#3$ú < ��� <!�,�'� 1
��a�j�kd� � . +�.�~�� q#��� v$"��d�	�*Q������dc7e!@�3�8�:�� < ; CMC

� < � ý_c�e*@B^'`���3/�#�*@�a�bC�$ü�� , Id� � 3#4C�V1�3d8#:�� <�n CMC

� < .,^�`'a#b*v,S'T�F2�7
 � . +9.$"���v , +9. %#& v � , c'e���v,S�FZ�'�
3,���*@�a�b!����= n 
!� �#¡�R H � . F�1!F�¢	£�v , I9���ZR9¤#¡$./>'?Nv�û
F2� < ÿ'¥�û/��R'¦�§ n 3 � "$�B39c7eC@�3�� < ���NQ � + n � 3'
 . +9.7~
� q���� �2¨�F2�	a'j�k/���,c�e�@�3 pNq�r's � < .dt���u 2.4 .d©'ª�v/w�F
�'��« .

¬
2. 4 3 ­�®�¯�°#±�²/³�´¶µ7· R

3 ¸,¹2º�»�¼/½�¾�¿�À!Á�Â'ÃdÄ
Å9Æ À . Ç ¹ Æ À�È�º	»�¼/½�É�Ê Æ À'Ë�Ì*Í , Î�Ï ÁÑÐ�¹ 2 Ò ¹Æ À�È2º�»�¼/½ CMC

Æ À .
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2. 2 CMC Ø�ÙÛÚ�ÜÛÝoÞoßáàGâäã
å

1 æ ( � %#& 1.8 v	�7
�� ��ç �dè�� %�& FB��
 � . I�F2� ,
��ç �dè H

R�¢ %�(7H � "��23'� < � CMC � < (7H { , g	�/8#:�� <�n �9��ç �dè H =

0 ��éB= CMC � < (7H � n F���
 � . +d.,ê ( � , 3�ëC+,. %�&�( 8�:�� < �
"dì CMC � < R	í#î�ïN.�ð p�ñ v�3 � .�1*�d��Q � .<�ò ¥�ó/��. å 1,

å
2 >�?'ô#õ � , CMC � < �*"dì98':$� < R�ö�.$"���v

F��9í�î'ï$.�ð p�ñ v�3 � .	1$��÷'ø�U � �#4�v,ù�|'ú (7H { , �dûNv	3�ë	üCý
R�I#.$"��23'� < v,þ*ÿ����á«�.�1���� � �BQ ( é��	� (�H � . F21�F�3�R��
+9.,æ*v	�7
�� � ,

å
1,
å

2 >�?'ô#õ�R�

�C@#vd��
!�Z� � + n � 3'
 . F��
R$�/��+B����v9=�
�� �
��0�� ),(��	� U � . �dû$v , �$.��Cý�./A#ONv�=�
	�
é �$0 3CF (�y�� � v��N4 � . k��/v , ������
-«��	 �"! v�U � �#47v , +9.
ê ( � R

3 # .#� < (�H � 5�6�v%$ % U � . ( �N.7~�[�&,W*[�\('�) # ( .d8':
� < �*"dì CMC � < v	=7
��*é , ô#õ � ;'; z 3 � R , ��� � ( *	+ ) I#.�g
g�,-�	� � .).

,

f : Σ → R
3

��

/"0	1 u, v �7é/= � < R
2 # . 2 2"3�4�5 Σ 1�� R

3 6 . � 4	7	8 ∗2
n

F , I#.
9�:�;%<=� g
n U � . g>� , f .@?>A'i	BDC-E�\ ñ � ~N = ~N(u, v)

(
F U . +9. n ) , p ∈ Σ v,S�F , f(p) v	��� �/��ç �dè H � %#& F�"�� ∗3 . gG

, ��h-H
~v ∈ S := {~w ∈ TpΣ | g(~w, ~w) = 1}

v,S�F2� , i$�dè
−〈~v,D~v

~N〉

�d�7Q � . �	I*F , TpΣ
�
p ∈ Σ v	��� � Σ .��	'�) , D~v

�
~v h-H 6 .dh-HJ ?K� F F���
 � . 

L�@�v � , i��,è � , ~N v/SGF�� ~v hMH'v�� < R'��R����

∗2 NPORQTS , f U�VXWZYZ[X\�]�^�_`V , aXb Σ Odc p = (u, v) \ fu(u, v) _ fv(u, v) UfegZhXi \�]�^jNj_ .
∗3 NPOdkXlmOdnZo�V , p 1 qmOdkXl 1.8 OTrts
_`VRu�vxwzyT{j^ . |(}�| , NZNR\tkXl
~Rs�^�f���d� V , p 1 qmOdkXl 1.8 �z�j�T^ �f���d� _(�P�x\�]�^ .
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� ÅD���(���@���
� ��� 6�� F FB� � � . ICFB� , U � ��.
�7h�H S v�= � � , iN�9è*. �'ç �n � + n v$"��d� �#ç ��è H � %'& U � . +�+ ( I�. �#ç*� , −〈~v,D~v

~N〉 �
S
x#( ò ?�U � + n v�"��d�>;%��k�� � . F���RN�d� , t$Q"� , 8':$� < �
���

.,¡ ( i��,èN. ��ç R 0
n � Q � . +d.�+ n � 1 =�.���÷*@�ø% ��2w�F2� � � .

+���v'ó�F2� , Hoffman
n

Meeks � 11 � 1�¡�¢9�7U � :

£¥¤"¦�§ v�¨ª© n , � < � , k�g�«�g	39h-H�v>¬�¡x�­�
®�¯*v
°Û«
.D±�²@³�[µ´ .�¶CgC{ 1�¡ j*�,� � � nZ· ©�+ n R (�) � . INFZ�
8':$� < .,5�6 � , ¸'¡�v	� � �-±
²>³�[=´�v	1'1 ��¹��
º { 6!�
�'��{ , � < � ¬ ¹ �m»	¼�k�½ � "M©�v
¾Û«f¿�� � 3 � . À

+9.$+ n �7"N{fÁ	Â�v y�� "M© . Σ � (u, v)-
� < # .�Ã�[�ÄKE�\ 3�4�5 nTÅ %

U � .
� 4	7	8 f(Σ) .
Æ"Ç	È�É%Ê%Ë�Ì	Í"Î�ÏDÐ>Ñ	Î�Ò	Ó���2�. 3 =�.dA'O��

é/= C∞ Ô .�Õ�Ö ft : (−1, 1)×Σ → R
3
n F2� %#& U � :

(1)
��� . t ∈ (−1, 1) v,S�F2� , ft(·) : Σ → R

3 �'� 4	7	8 ,

(2) Σ
x#(

f0 = f ,

(3)
��� . t ∈ (−1, 1) v,S�F2� , ft|∂Σ = f |∂Σ. (f |∂Σ

�
, f � Σ .�×�§ ∂Σ

v�Ø­$CF��$é9. .)

+9. n ) ,

E = d
dtft|t=0

.$+ n � t = 0 v	��Ù � ft .�Ò	Ó�Ú	Û�ÜxÝ"Þ nmß � .

A(ft(Σ))
(
ft(Σ) . <7ò � F U n U � n , A(ft(Σ)) =

∫

Σ
dAt

(�H �
. +

+ (
dAt =

√

gt,11gt,22 − g2
t,12dudv

�
, Σ .
0	1 (u, v) v'ó�U � ,

� 4	7	8 ft .
9�:�k�����;%< gt = (gt,ij) .
àò ��áãâ <#ò 2 2 � õ"ä (7H�å . +d. n ) , ×#§�R�æ % km�D��3#4µ¡V1�3d>'?N.å
1 >�?'ô#õ �
â 2. 1 ä d

dt
A(ft(Σ))

∣

∣

∣

∣

t=0

= −

∫

Σ

〈

H ~N, E
〉

dA0

( �NQ�¡x� å .
n «�v , 8':$� < (H ≡ 0)

( �
, Σ . ��� .�Ã�[�ÄKE \ 3�ç7?

4	5 x . , ×�§�R�æ % k
�M�'3�4=¡B1�39>7?�U � ��v�ó*F�� <7ò ¥*ód�$R'¦�§
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n 3 å . üCý � 8#:�� < ��+d.�è#¡�1=¡ %�& F��'. (�H ��� . é�ê�v , Σ R�ë'?
:�k � n ) v � , f(Σ)

� <�ò ¥�ó/�*v'ó�F2�#¦�§ (�HDå I�Ù ( 3�« , ¢ � @#v% g å <'ò%ì :�� < (�H�å . F��	R��,� , I�.�"�©�3�� < � £ 8#:"À7� <�n�ß �
. � é�� n é (�HDí © .

ë�?�v�î ��ï ) (	%#& k�����ð�ñ�B ( ð�ñ"B�v'ó�F2� � , 1 æ�.d:'ê 1.1.1 �ò"ó
)
n � ©B. � , ¢�hN.�ô�¡�1�¡	éM©�¢�hN.�ô�¡ 6 . ì î"õ"ö (�HDå 1�¡ , é

. n + í 8�:N� < � ð	ñ�B�.µ÷xøN3 2 2�3 6 .�¢�£7� (�HMå ( � 23 � , HMå � �
� 9 � . Section 1.1

ò�ó
). g@� , ð%ñ�B ��ù �"ï )#.�ô'¡N.�) ("ú ì î�v�3 å nú $K¡23 � R , û%ø n F���ô#¡$.�æ % k�������BN.#3�4�¡�173,>�?�v	= � � ,

ù
k�v�óNF���¯Nvd¦	§ (�HDå ( ü	ýC� 23 � ;N� 9 �þ� ò	ó ). +d.�"�©Bv , 8#:�� < .�>
?*@/A'O ú , ð�ñ"BN.dA'ON.�ÿM¬�v�3��d� � å .

�dûNv , 8#:�� < ( 3 � CMC � < ú , 2$.�"�©�3 ú 4�7�8 f : Σ → R
3
n F

� %�&�(N)>å . =�g*{ , f(Σ) R , � < .�à ò ( à ò v#ó$F�� ú , 1 æN.,:�ê 1.5.3

� ò�ó ) R�>�� ¡�3 � "­©B3 , ×7§$R�æ % k��­�'3�4=¡21�39>�?�U � �$v7óCF
� ,
<�ò ¥�ó/��R#¦�§ n 3 å é9. n F2� %#& U å . (�HDå . +9.
à ò ¥�ó/��. t

v'ó�U å�J ? ú , t = 0 v	� � �
∫

Σ
〈 ~N, E〉dAt

n 3 å . I$+ ( é�F , t v�ó*F��>à ò R�ù'> , U�3��N�
∫

Σ
〈 ~N, E〉dAt = 0

(�H
{ , 1'= H R�¢ %�(�HDå n U å n , õ (2. 1) 1�¡

d

dt
A(ft(Σ))

∣

∣

∣

∣

t=0

= 0

R�F���Rª© . +�. ft|Σ .�à ò ��,$=C"­©B39>�? ú������
	�� >7? n�ß �>� å .

à ò �m,�= n � ©�+9.
Ø�
 ú ®�8': CMC � < �2f-8��9U ©2Q ( .K÷�ø$3�Ø�
(�HDå + n R , :'ê 2. 1. 1 .dí#î�ïN.dt (2) 1�¡�������� å . éMê , t (2)
( ø� k��7� � å�� < .�í'î7ï�R , I'. # ç*.�à ò ��,���3 � "­©/vd> � U å + n

R��Ck�� å 3µ¡�� , I�� ú���� R�:!k�«V3 å + n (�F <�ò R@»�¼�F ,
ì�� @�v ú<7ò ��é@�'3 � 1 =�.9¡*v���� (�H�í © . FB1GF , é­ê�v ú à ò .�Ø�
�R H�å

. ( , +9.��M©23N+ n ú � + å>ú G R�3 � . (�HDå .

J	���#g n 4 å n 2N.��M©�v�3 å . R
3 # .d8':$� < n ú , ×�§�RDæ�!�k����
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3#4K¡Z1�3,>'?$v#óNF�� <#ò ¥Nó���R�¦	§ n 3 å � < .�+ n (7H { , CMC � <n ú
, ×'§K��æ !-F , 1#=�� < .�à ò éx,�"�U å �M©23'3�4�¡�1�3d>�?�v#ó�F2�<'ò ¥Nó���R�¦�§ n 3 å � < .$+ n (7HDå . F��	R��,� , 8�:�� < �#�/ì CMC

� < ú í#î�ïN.�ð p�ñ (�HDå . U�3$�$� , 8':$� < ú , # ª�v�'�%��'&Cg	3 � �
©B3�í'î�ï�.#ð p#ñ�n 3-{ , I�.(�­©B3�ï ú ×7§�R�æ�!�k��M� �"� .d>7?*v9S
F�� <'ò%ì : n 3 å . g�� , ®#8#: CMC � < ú , # ªNv�'�%K�)&*��í#î�ïN.�ðp#ñ�n 3�{ , I'.(�­©�3�ï ú # ª*.
'
%�.�à ò ��I'.�g7g�,�=+�­©�39>7?*v�ó
F2��.�8 F <�ò�ì : n 3 å .

¬
2. 5 3 ­�®�¯�°#±�²/³�´¶µ7· R

3 ¸,¹�,.-'½�É�Ê Æ À�¹�/ �10
±(243 Õ'¹65 . 798�Ç�:�; , <'= À (helicoid), ¾/¿dÀ , > Ä 0 ° ÆÀ , Jorge-Meeks trinoid. ?98�Ç È , @ A 1 ¹ Chen-GackstätterÆ À , Ð�È @.A 1 ¹ Costa

Æ À . B�C , <�= À , ¾9¿�À , Costa
Æ

À�È , ,.-'½�É	Ê Æ À�D9E�F	Ë
G�H .

R
3 .,5�6�v	��Ù å +9.��M©23d>�?*@/A'O ú S

3 ; H
3
n � �@�
�N.7~�[�&,W

[�\('�)�v	= � �*é�I9û�v,jÛ{KJ$= ( � 9 � � ò"ó ).

CMC � < . , à ò �m,�=�>�?�v,S�U å�å 2 >�?'ô#õ ú



2. 2 CMC
Æ À!Á�Ó�¹2Ô	Õ�¼VÖ	× 15

â 2. 2 ä d2

dt2
A(ft(Σ))

∣

∣

∣

∣

t=0

=

∫

Σ
hL(h)dA0

n 3 å (CMC � < R�8#:�� < (7H�å 5'6 ú à ò ��,�= n � ©ML�Nµ�)O�P�F��#��
). +'+ ( , h = 〈 ~N, E〉

(�H { , L
ú

, Q#��Q�R - C ñ \1Q�S9T7��á n , � < .��ç �,è��#�,ì�Y�U�R'�,èNv����/�WV y k�� å T'��á (�H�å . ��INF , L ./^�X
3.! &�ú , +'+ ( .�Y[Z'@�3�����v ú ù%� (�H�å 1�¡ ��\ U å .

CMC � < v�= � � ú , à ò ,]"�1#=
×'§­æ !$.�3#4µ¡Z1�3/>'?Nv#óNF <'ò ¥
ó/��. 1 ^7. J ?

d
dtA(ft(Σ))|t=0

R 0 v#3 å . ( , 2 ^�. J ? (2. 2) .�_�`$R�I'.9>7?�R <7ò �'a�bGk�½ å .�1HDå � ú »	¼�k�½ å .�1-��c�!�U å . é�F (2. 2) RWdN.�e�� n å �M©23d>�? ft

R�"�f7U å 3µ¡�� , I�.,8�:�� < H�å � ú CMC � < ú , à ò ,]"71#=�×'§­æ�!
.�3�4µ¡Z1�3,> � v#óNF�� <�ò%ì :�g ú 3 � . I�.d¢�h�g , é7F (2. 2) R�à ò ,
"�1�=�×'§­æ !�.�3#4µ¡Z173/> � . �%� .�® ÷ 0 3d>#? ft v/S-FZ�9^N. eµ� nå 3�¡�� , 8':$� < HDå � ú CMC � < ú ( h�i*@#v ú )

<�ò�ì : n 3 å .

2. 1 ê*. ì�j v � 0 k
���	í�î�ï!. 4 =�.	t ú <�ò"ì :(g H­å 8�:*� <än
CMC � < .,t�g H�å . é�F/I���¡ZR <'ò%ì :*g73�1$���#3K¡ , üCý ú I�+�g7I
��¡��2í�î'ï�g9a#j7U å + n ú c�F���g ) 3�1����$g HDí © . F�1CFB3�R=¡ , +
��¡ 4 =7.,t7U � �#R ,

<'ò%ì :
g H�å ��©Z3 , �${ ¤!) 3 CMC � < v�ÿ�¬]g)�å �­Ù�g ú 3 � ( � n Q CMC � < n FB��.
ÿ-¬�R ,
å

1 >7?�ô'õ (2. 1) v
���d� , û"ø n FB� <7ò .�¦�§�g HMí © n é ). 1 kmld.9t�. � <on p ú , 8�:
� < g HDå�q P$3 � < v�ÿM¬�g )%å .

q P$3 � < ú 2N. � ÿ$g <�ò�ì :*g HDå .��� .�Ã�[�ÄKE�\ 3�4�5 Σ
ú

, I#. r(s # g , ( Ã�[�ÄKE�\ 3�4�5�.�×�§�v'ó�F
� )
<�ò�ì :*g H { , t]u�.�v���×�§�v�é/=[�M©239í#î�ï n F2�	a'j*g )%å .

n
«Zv , (2. 2)

ú
, I�.��D©�3�Ã7[xÄ-E-\Ñ3
4%5 Σ .�×'§µ��æ !GF�� �%� .�3#4µ¡

173d>�?�v,S�F2� , ¯�v/^�.�e�� n å .
n + í R 2 kwl/.dt*g HDå'� < ú , U�g

v q P*g HDå 1�¡ZÿM¬ ú g ) 3 � .

3 kxl n 4 kyl�.,t�g ú , I���¡ ú <'ò%ì :�g ú 3 � � < v�ÿM¬�k�� å . g Gú
4 kwl/.dt��d��z�F$�M© . 4 kwl/.dt ú n�{#< g H { , I�� ú R

3 | } ù >�~
v����d�W� { 6 ©�é | ú I+��I n �$3>½M����¢�=�v�cCg!{ ,
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� ÅD���(���@���

f(u, v) = (r cosu, r sinu, r v) ,

(u, v) ∈ Σ = [0, 2π] × [0, d
r ] ⊂ R

2 , r, d ∈ R
+

n F U�� n R�g[� å . ��� ú.�
� R r | n {'< | ¢%ç7?�g H �d� , �-k ú d gH�å
. ��� | (2. 2) v��MÙ å <7ò ¥*ó,� | 2 ^ J ? ú , d > 2πr g HMå n ��v

$��d� , ×�§��@æ�!�F��
à ò ��,�= H�å >�?*vdS FB�$d*v�3 å . I | n�{#< R ,

ö	©	F�� d = 2πr ��× n F�� <'ò%ì : n 3�¡ G v <#ò ¦�§�vNF)�
��¡'� � | �
v ú ÷+�dR H�å . �]��g ú I | ÷+�	�xë'?Nv ú��*� F�� � R , ��ë�I�©9� å | �
v	= � � 1 = |�� [�\j�2�NQ(�M© . ó/�

h = h(v) = sin 2πrv
d

�d�7Q å n , ��� ú 2 | �M©)�9A'O��7é/= :

• h|v=0 = h|v=d/r = 0 ( O­$9: | � ÿ$g | £ ×�§-æ�!�À7A ),

•

∫ d/r

0
hdv = 0 ( O­$9: | � ÿ$g | £ à ò ,�"�À�A ),

• µ =
4π2r2 − d2

r2d2

n ��« n L(h) = µh.

� | �D©Bv , h
ú

, æ���e µ ��éB=�T'�%á L | æ���óB�*g H { , d > 2πr | n
��v#�[�@©�ö µ < 0

n � å . F��	R���� , ó�� h v�= � � |]��� S]�*� ��� ( �
g*{ , t = 0 v���Ù å ����CME-\ ñW�*� h ~N �)� å ���]� ��� ���
g
� å . ��I� ����g , ~N = (cosu, sinu, 0)

ú
f = f(u, v) | ?@A���B�C­Ey� ñ ) �6� � � ,å

2 �
��ô'õ (2. 2) �$�MÙ å � ò �*ó � ú , d > 2πr | �$�$��d[�]� å .   |¡]¢
,
��� �

r g��¤£ � d > 2πr | n�¥ |�¦ ú �]§+¨$�.©w� �)ª ú�«�¬ g[�.�­ | g*��® . (
�
�

r, �¯£ d | n {�° � � � , d = 2πr | ¬ J ú   | n {�° |n�± | ù £��²�¤£ � } � ­ ���.³'´#µ �)ª ­ ® .)

2. 1 ¶ |�·]¸ © | 3 ¹wº |�»(¼�½]¾ °�¿ ��® . ½]¾ °#À Á ¬�Â.Ã ¼.Ä Â ¨�ÅÆ*Ç � ¿ ��® À$¿ , ½]¾ ° ¼

f(u, v) = (cosh v cosu, cosh v sinu, v) ,

(u, v) ∈ Σ = [0, 2π]× [−d, d] ⊂ R
2, d ∈ R

+

À�È�É � Ê#Ë]Ì�Í�Î9Ï]Ð ¿�Ñ ® . Ò]Ò ¿ 2d ¼ 2 Ó À�Ô]Õ �)Ö�× ª ­ ®�Ø À]Ù]ÀÚ]Û�¿ ��® . v sinh v = cosh v
À�Ü$Ý�À Þ#À�ß ¼ d0 ≈ 1.2

¿ ��® .   À � Ñ f
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¼ , d < d0 Ö�ë�ì °�í]î�ï �'Öyð , d > d0 Ö�ë�ì °�í]î�ï ��Öoë'Ö ­ ( ñ�Ö$òó
,
°�í�ô$Õ(À]õ

).  �ö�÷�ø
� d
À�ù ³ , d0 ³)ú(ø ª�û�ü £�ý+®#� , ½]¾ ° ¼þ ¼�ÿ�·]¸ © ¿ ¼ «�¬ ¿[Ñ Ö ­ . ���*� d > d0

À ·]¸ © ( � 2.6
À����

) �	�
Ò$® ¿ ��
 É Ò*� ¼ ,

Ô�Õ Ø
³
��× ª ­ ®��¯ð ,
Â °#À��
� ¼ , � 2.6

À���� ���� ö ª ­ ® Â ° ³ û�üw�	��� ��� ó	���	� ¿ � ��! � × ª�" ��# ­ É Ò # ¿
��® .   À�È�É Ö�$ � ¼ °�í ³
%�&¤£�ý[® .

'
2. 6 ( , )�* , +�ä-,/.�à	0�1 , ã�2�3�2 , 465 , 7�465 , 8�4
5�9;:6<�á>=@?�A .

½�¾ °�B.°�í�î�ï ��Ö�ë'Ö ­ � Õ(À�ù�B , Ö6C óED É/F d0

¿ �
® � À §EG ÀH�I Ö6J>K ¼�L�M ñ(® B , Ò�Ò ¿ þ   À>NPO �é³-Q(ø ª �[Ò É .
ù
d0 �WÓ ­ ª

¼ , R À�È�É Ö�SPT�U+¨ ß�V�B�¿[Ñ ® . WYX À v > 0 ��Z\[ ª , Ø	]
Cv =

{(

x, y,±
v

cosh v

√

x2 + y2
) ∣

∣

∣ x, y ∈ R

}

³�^
ø*® # , Ø	] Cv
¼ , v = d0

À # Ñ
,
� �   À # Ñ �/��× ª , ½]¾ ° #`_ ñ

® È�É �	a*ò(® . d < d0

À�bPc
, d�e (0, 0, 0) ³/f	g # ñ(® R

3
À�h ´ À�i�j

$�k ¼   À ½]¾ ° ³;l À ½]¾ ° #`m�n�oPp ³ þ � Ö ­6q À ½�¾ °sr�t ñ .
Ý/u

,

d > d0

À # Ñ ¼   Éé¿ ¼ Ö ­ . Ò'ö¤ë À	v � ¼ , f
À�Ô�Õ ³6w�xy[ � $ p ft

¿
,

2 z�{ p B6|�¿~} ® þ À�B6�/� ñ�® � # ­ É
�	� # Ç�� [ ª ­ ® ( ½$¾ ° ¼�� ïÂ ° Ö À$¿ , Ò�Ò ¿ ¼���� í � �~�P� ³
��� # [�Ö ­ ).
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2. 3 ������� �¢¡¤£�¥
Â ° ¼ Ó/¦ r T � [�ë È ð ü Ñ ÖP§ O�¨	©sOYª�«(Ù�À f r��/� [ ª ­ ® . 2. 1

¶ # 2. 2 ¶ ¿�¬ � ·]¸ © À » ¿ ¼ , ­ À CMC
Â ° ¼ 3 RPl�®
Í�¯E°�±E² «#Ù

R
3
� r�} ® þ À # [ ª ­ � . [ � [ , ³�X ¼ CMC

Â ° ³ R
3 ´ �(À�µ ®
Í�¯

°�±E² «#Ù�À f ¿ þ ^�ø�®�Ò # B�¿[Ñ ® . ¶�¶ ¿ ¼ § O�¨�©EO·ª¸«[Ù # [ ª�¹r
3 R�l Ä Â�º «(Ù�r Ó ­ ª J>KWñ(® .

� � Ò À ¶ r ¼ , n+ 1 R�l·» O�¼ ½�¾¿ Í «#Ù R
n,1
#

3 RPl/À ° (
«#Ù

)S3
þ�Á ª � ® B , Â�Ã ¼ ñ ¿�r�} ®;Ä�Ås­

ö¯ë À�«#ÙPr	Æ ö�ÇÈ[
É ¿ ­ ® þ À # ñ(® .

2. 3. 1 3 Ê ËÍÌÏÎÑÐ £�¥
3 RPl Ä Â�º «#Ù # ¼ Ý x À Ò$° Â�Ó −1 ³ þ Ó�Ô�ÕPÖ�Ö 3 RPl�×�Ø °9Í ÙOÛÚ�Ü � À Ò # ¿�} ® . ­�ö ¼ Ü X�Ö�Ý�Þ/ß r(È × ª ÏPàyá�ö#® . â � ¨ r ¼ ,

» O ¼�½6¾ ¿ Í «#Ù Ý�Þ/ß , ã�§ O�ä�å À>Ý�Þ/ß ,
© ß·» Í ª¸æ�ç Ý�Þ/ß , ¯�Ëè O À>Ý�Þ/ß , é�ê «#Ù Ý�Þ/ß*Ö F9¿�} ® .ë Í å�O	ì�í î gR3,1 ³ þ Ó 4 R�l�» O�¼/½�¾ ¿ Í «#Ù R

3,1 ³-ï ­ ª 3 R�l
Ä Â	º «(Ù]À » O�¼�½6¾ ¿ Í/Ý�Þ ß H

3 ³-x/ð
ñ�® . Ò À	b�c , ­.ö ¼	ñ�ò]Ä Â°#À é � oPp
{

(x1, x2, x3, x0) ∈ R
3,1

∣

∣

∣

∣

∣

x2
0 −

3
∑

j=1

x2
j = 1 , x0 > 0

}

¿
,
í î

g ¼ gR3,1

À
, é ¿ x/ðÑ[ �	ó c~ô
À�õ/öPí/î (g ¼ gR3,1

À ­*Ò ô�À�÷
� ¿�} ® )

# [ ª x�ðyá�ö#® . Ò�ö[³ 3 ø�ùPú�û ü~ý�þ/ÿ��������	��
���
��� #����
.
í/î

gR3,1
¼ ë Í å6O�ì6í/î�¿�} ® À$¿�Þ x ù*¿ ¼ Ö ­ B ,

õ�ö~í/î
g ¼ Þ x ù # Ö�® . [ � B × ª , Ò À » O�¼/½�¾ ¿ Í/Ý�Þ/ß H

3 ¼ °6Í�Ù O@Ú�Ü
� ¿�} ® .

3 RPl Ä Â�º «#Ù�À » O ¼�½6¾ ¿ Í�Ý�Þ�ß H
3
À���� $�k�� ¼ ,

æ�ç �
O+(3, 1) = {A = (aij)

4
i,j=1 ∈ O(3, 1) | a44 > 0}

³	ï ­ ª���� á�ö+® . Q#øoë9ö � A ∈ O+(3, 1)
r Ó ­ ª x � ®���� R

3,1 3
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~x → A~x ∈ R
3,1 ¼ , » O ¼�½6¾ ¿ Í/Ý�Þ/ß H

3 ³
�*Ó R
3,1
À���� $�k ¿�} ð ,

[ � B × ª ­�ö ¼ 3 RPl Ä Â�º «#Ù�À���� $Pk ¿�} ® . á�ë r 3 RPl Ä Â�º «Ù]À ñ�& ª À'�	� $�k ¼ Ò À�È*É;r [ ª�( ë1ö(®
Ò # þ ò � ® . R À')/� ¼ , »O ¼�½6¾ ¿ Í/Ý�Þ/ß H
3
B ��� r 3 RPl Ä Â�º «#Ù$¿�} ®�Ò # ³)Ð [ ª ­ ® .*�+

2. 1 » O ¼�½6¾ ¿ Í/Ý�Þ�ß H
3 ¼ ,

Ý x À�ÒW° Â�Ó −1 ³ þ Ó�Ô�ÕPÖ
Ö 3 RPl�×�Ø °9Í Ù OÛÚ�Ü � ¿�} ® .,.- K�/ » O6¼/½�¾ ¿ Í�Ý/Þ/ß H

3
B Ô6Õ�Ö ¿P} ®
Ò # ¼ K+ë � ¿�} ® À$¿ ,�10 ¼3254 r6ÒW° Â�Ó B76��98�r −1
¿�} ®�Ò # ³�: � 4 È�É .h ´ À e p = (x1, x2, x3, x0) ∈ H

3
r Z\[ ª , x0 = cosh(s), s ∈ R

# ñ(®#
, x2

1 + x2
2 + x2

3 = sinh2(s)
¿�} ® � ë ,

A









x1

x2

x3









=









0

0

sinh(s)









# Ö*® æ�ç A ∈ SO3 = O(3) ∩ {A ∈ M3×3 | detA = +1}
B���� ñ(® . Ò À# Ñ

, 4 × 4
æ�ç













0

A 0

0

0 0 0 1













∈ O+(3, 1)

¼
H

3 ³
� ó ,
� Ó p ³
e (0, 0, sinh(s), cosh(s))

ô t ñ . ­ À # Ñ-æ�ç












1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 cosh(−s) sinh(−s)

0 0 sinh(−s) cosh(−s)













∈ O+(3, 1)

¼ , H
3 ³-� ó , e (0, 0, sinh(s), cosh(s)) ³-e (0, 0, 0, 1)

ô�t ñ R
3,1
À'��� $

k ¿�} ® . [ � B × ª , H
3
À�h ´ À e�³ H

3
À���� $�k ¿ e (0, 0, 0, 1)

r�t ñ
Ò # B]¿(Ñ ® À�¿~} ® . ; , V1,V2 ³ T(0,0,0,1)(H

3)
À

2 R�l o�p «�Ù # ñ�® # ,

dψ(0,0,0,1)(V1) = V2

# Ö*® È�É Ö , (0, 0, 0, 1) ³�w�x�ñ(® H
3
À���� $�ko³)Ï
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ñ æ�ç A ∈ O+(3, 1)

B���� ñ(® . ­�ö�÷�ø ( » ø�ì ,
,
9 / À1)�� 1.1.6

r�È ð ),

Ò À Ý�Þ�ß ¼ Ý x À/Ò$° Â�Ó ³ þ Ó .
È × ª H

3
B]Ý x À Ò$° Â6Ó −1 ³ þ Ó

Ò # ³ ¬ ® � 4 r ¼ R À Ò #5<�= : � 4 ö*ì È ­ . ­�ö ¼ −1
B
T(0,0,0,1)(H

3)À
1 Ó À w�x�á�ö � 2 RPl oPp «#Ù�À�ÒW° Â�Ó À�ù # Ö�®�Ò # ¿�} ® . Ò À�í> ¼ Â�Ã r�? [ ª�@ Ò É ( » ø�ì ,

,
9 / À�A (1.1.10) ÿ A (1.1.14) ³ B�C ).î�D r

H
3
B ×�Ø ¿�} ®�Ò # ³)Ð�ñ . H

3 #FE ° {x1 = x2 = 0}
À m�n�oPp

¼ , α(s) = (0, 0, sinh(s), cosh(s))
# Ï
Ðyá ö#® . Ò À Ê+Ë�Ì]Í�Î s ¼ H

3
À

í�î
g
r Ç [ ª�G ��¿�} ® . α(s) ¼ ñ�& ª À s ∈ R

r ZÈ[ ª x�ðyá ö ª ­ ®� ë , Ò À Â�Ã α(s) ¼ ×/Ø ¿~} ® . [ � þ , H
3
À�h ´ À�H	I38 Ã p ¼ } ® ���

$�k r*È ×5J , α(s)
À.Ý o r	t á�ö�® . [ � B ×'J ,

h ´ À�HKI38 Ã p BML � À� á À�H	I Ã ôMN�� á�ö�®�Ò # B ò � ® . [ � B ×'J H
3 ¼ ×/Ø ¿~} ® . Ò'ö ¿)��#À - K B ×�O·[ � .

´ D , 3 R�l Ä Â�º «�Ù # ­ À » O�¼�½�¾ ¿ Í/Ý/Þ/ß H
3
r Ó ­ J �KP À�Q ï

³ æmÉ .

H
3
À���� $�k�� ¼ æ�ç � O+(3, 1)

¿�} ® � ë ,
H�I Ã

α(t) = (0, 0, cosh t, sinh t)

À1��� $~k r�È ®1� ¼ , dPeo³5RTS R
3,1
À

2 R~l E °Er R � ö�J ­ ® . [ �B ×'J H
3
À�h ´ À'H	I Ã (

À � ) ¼ , R
3,1
À d/e (0, 0, 0, 0) ³ n ® 2 R�l E °#

H
3
# À a*òwð r�È ×1J «�¬ á�ö#® # ­ ø�® .

» O�¼ ½�¾ ¿ Í Ý�Þ�ß ¼ , H
3
r @ = ® ��� $/k ÿ H	I Ã ³ U ß ñ(® � 4 À îV À Ý�Þ/ß ¿�} 
 É . [ � [�Ö B ë , » O ¼�½6¾ ¿ Í/Ý�Þ�ß ¼ 4 RPl «#Ù R

3,1

r/} ® ÀW¿ , H
3
��À Â °�À�W Ë ½	X ±�¯ ¾�À � 4 r ¼1Y ø�Ö ­ . [ � B ×'J , Z[ á�ö �7\ Í�] À é ¿�¬ ®�Ò # B�¿#Ñ ®5^ À Ý�Þ/ß þ`_ r [ ��a .

� �
, H

3 ³
Ï�à*ñTb � 4 r 2 × 2

æ�ç ³;ï a b6Ý�Þ/ß þMc [ a . Ò�ö ¼ DPW
À�u�d r Z

[ J�e~ï ¿�} b ( R À ¶�³ B�C ). Ò�ö#³�f � ø	J H
3
À ^ À Ý�Þ/ß[³-Q(ø�b .
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'
2. 7 (�ä 2 g�ä�à�á�1 , 3 h	i	j	k	l�m1n�o$#�% R

3 p ä�q�rs ��à)á�tKu�A1���vqKw'r	�xo (unduloid) â�yzo �xo (nodoid).{ 2z| 1-����à
����5
äM} ~Wá�t	uT� , à'á pF� =`�K�~A1�1�	�
� � æ	� �����9| 2����/A ( ���M�������	A����M�M��n�l ). ��� ,

3 hKi1��á S
3 â 3 hKiM��à���#�% H

3 p ä1q�r s �.à�á��;+����� 2K�7��A (N. Schmitt ä�����! ���1� CMCLab � 21 ��t	?
|`2��������7� n5l ). S

3 1 R
3 ¡ ä�¢7£�¤�¥>=`¦���� , H

3 1�§
��� ¨z©ª��«�q�¬�=`¦��M�5­z® 27�7��A .

2. 3. 2 ¯±°³²��µ´·¶¹¸
¶�º ¿ ¼ ¯�Ë è O Ý�Þ�ß ¼MY ò*Ö a B , ­Wö ¼ H

3
À(È �¼» ë9ö � Ý�Þ�ß ¿} b À�¿ , Ò�Ò ¿K½ Ô r�¾�¿ [�J @ � . K À , R

3,1
À ú E�Á {x0 = 1}(≈ R

3)r�} b
ê�Â B 1
¿ f	g B (0, 0, 0, 1)

¿�} b 3 RPl/À # ñTb . » O ¼�½6¾ ¿ Í/Ý
Þ�ß H

3 À	dPe (0, 0, 0, 0) ∈ R
3,1
� ë K

ôKÃ ��Ä�Å ñzb*Ò # r�È ×1J , K ¼
H

3
À ¯]Ë è O Ý/Þ ß # Ö�b . ¯�Ë è O Ý/Þ�ß K

r ¼ Ò À'Ã �	Ä	Å À R
3,1
À'�

� ��� r ñzb È�É Ö í�î>B Q#ø¤ë9özb . » O/¼�½�¾ ¿ Í�Ý�Þ�ß r @ = b H
3
À

H	I Ã ¼ d�e�À n b R
3,1
À

2 R�l EKÁ\# H
3
# À a�òxð r�È ×�J�Æ�ÇEá�ö"b À¿

, K
ô�À Ä�Å ÀMD , ¯
Ë è O Ý�Þ�ß r @�a J ÀMH�I Ã ¼ , ( ®�Í�¯Y°�±E² í�î¿
À

) È Ã # Ö�b
Ò # ¼ K[ë � ¿~} ð , ­¤[�J#Ò À Ò # ¼ ¯�Ë è O Ý�Þ/ß À�É e¿~} b . [ � ['Ö B ë , ¯]Ë è O Ý/Þ ß À Þ�Ìs°6± ª ¼ ­ À�í/î�B ®
Í~¯E°�±s²í î # m � 8
(conformal)

¿ Ö a Ò # ¿~} b . (
} b í î�B ®�Í~¯s°6± ² í î #m � 8�¿�} b # ¼ , 2 Ó À7Ê ¯ ª ß À Ö$ñKË�Å ,
@ È1Ì

2 Ó À7Ê ¯ ª ß À�� á ÀÍ B
, ®
Í�¯E°�±E² í/î#À�bPc # $*òyë'Ö a # a É Ò # .)



22 2 ����à
�/��5�à'á , ���	���y���;�����
2. 3. 3 Î � ��ÏÑÐ9´µ¶¹¸
P À R

3,1
À ú E	Á {x0 = 0}

r�} b , ê�Â B 1
¿ f	g B (0, 0, 0, 1)

¿�} b 3

RPl/À # ñTb . H
3
À » O ¼�½6¾ ¿ Í/Ý�Þ/ß3À
e (0, 0, 0,−1) ∈ R

3,1
� ë P

ô
Ã ��Ä�Å ñzb*Ò # r(È ×1J , P ¼ H

3
À ã�§ O�ä·å Ý�Þ�ß # ÖÒb . Ò ÀMÃ ��Ä

Å#¼
Ó
2. 3 Ô (x1, x2, x3, x0) ∈ H

3 →

(

x1

1 + x0
,

x2

1 + x0
,

x3

1 + x0
, 0

)

∈ P

¿�} b . P
r ¼ Ò À�Ã ��Ä�Å À ��� ��� r ñzb È�É Ö í/î>B Q#øoë)özb . Ò À

ã�§ O�ä�å Ý�Þ/ß ¿ ¼ 4 ¹wº À1Õ�Ö�Bx× K r 0
¿�} b � ë , ­�özÀ Ø ð`Ù � Ò# ¿

, ã�§ O�ä�å Ý�Þ/ß3À R
3 = {(x1, x2, x3) ∈ R

3}
�WÀ ÔKÚ�À

B3 = {(x1, x2, x3) ∈ R
3 | x2

1 + x2
2 + x2

3 < 1}

# ¬ Ö$ñ+Ò # B�¿#Ñ , ­ À Ä Â í/î g ¼
Ó
2. 4 Ô g =

(

2

1 − x2
1 − x2

2 − x2
3

)2

(dx2
1 + dx2

2 + dx2
3)

# Ö�b . Ò À�í/î (2. 4)
r Ç [ J ,

Ã ��Ä�Å (2. 3) ¼ ��� ��� ¿�} ð , ­�ö�÷�øÒ Á Â�Ó ¼MÛ�Ü # [5J −1
¿�} b . (2. 4)

À6í�î
g ¼ ®�Í�¯�°�±E² í�î dx2

1 +

dx2
2 + dx2

3

À Ç'Ý�Þ ¿�} b . Ò À Ò # ¼ ã�§ O6ä·å Ý�Þ�ß À�í�î>B ®�Í�¯�° ±
² í�î # m � 8�¿�} b�Ò # À ßzàs[ J a b . [ � B ×�J , 2 Ó À�Ê ¯ ª ß À Ö$ñ
Ë�Å B Ä Â í/î#À�b~c # ®
Í�¯Y° ±E² í�î[À�bPc Ä u�¿�á 2 r ÖÒb . ­ [ J[ÒÀ Ò # B , 3 R�l Ä Â�º «(Ù��WÀ Â Á À�W Ë ½�X ±�¯ ¾ À � � � r ã�§ O�ä�å Ý
Þ ß BMâ�ã á�öÒb UEG ¿~} b .

# Ò�
 B , ­ À Ú�Û ¼ K[ë � r ®�Í~¯s°6±¤² À�ÚÛ�¿ ¼ Ö a . � ¼ , ã�§ O�ä�å Ý�Þ/ß À Ô�Õ

∂B3 = {(x1, x2, x3) ∈ R
3 | x2

1 + x2
2 + x2

3 = 1}

¼ , (2. 4)
À Ä Â í î g

r Ç [�J B3
ÀsF'À e � ë þ L � r�Û ö�J a b ÀW¿~} b .

» # [ J , ã�§ O�ä�å Ý�Þ/ß �WÀ Â.Ã

c(t) = (t, 0, 0) , t ∈ [0, 1)

À�^
ø È�É . ­ À�� á ¼
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∫ 1

0

√

g(c′(t), c′(t))dt =

∫ 1

0

2dt
1−t2 = +∞

# Ö�b . Ó � ð ã�§ O�äYå Ý/Þ�ß r @�a J ¼ ,
Ô�Õ�À e (1, 0, 0) ¼ e (0, 0, 0)

�
ë L � r�Û ö�J a b À$¿�} b . Ò À UYG � ë ,

Ô�Õ
∂B3 ¼ [�ìs[�ì B3 ÿ�ê�ëì	í�î�ï�ð #�� ìWöTb .

¯�Ë è O Ý Þ�ß # ñ'ò a , ã~§ O	äEå Ý Þ6ß À�HKI Ã ñ ( ®�Í�¯ °�±¤² í�î�À )

È Ã ¿ ñ Ö a . ­ À1ó òwð , ­�ö¯ë ñ U�ô Ô�Õ ∂B3
# È�a*ñTb È�É Ö ( ®
Í�¯

°�±E² í/î#À ) È Ã ÿ Ø À�Ý o # Ö�b .

'
2. 8 H

3 äKl��	�P�v«Mq'¬ , §	����¨"©�«Mq'¬ , õ��'ö1�
��÷�k
«�q�¬ .

ø�ù
H

3 ä'«Mq'¬#âMúû� 1�ü ý�#�%1«�q'¬Kþ	�5¬zõ k9! ÿ � «�q'¬��5u�A5� ,
{

ä���t/1��/2 9�� .

� 2.7, � 2.9, � 2.10, � 2.12 � ñ ,
a 
 a 
WÖ�§ O�¨�©EO·ª�«[Ù��
	�� ÁB�
���� J a b .

2. 4 1950 ��������� CMC Î������ �
Σ À 2 !#"�$�%�&�')(Tb .

ñ�*�+�,
f : Σ → R

3
	.-0/

( 132
4#5 ) ' ñ , 26 	87��:93;=<?> 2.@ 	�A 'B�0CED . F.GIH
J
K , L�@�'MKONPCRQTS�D�U�V�J �
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[=\�Y�] , ^._a`0bdcfe8gih3b

j
2. 9 k.l�YM] , minao#p , 3 qirts.bau.v�g�w:x)y#z R

2,1 {a|
H = 0 }�~��ByEz
�:Y�] (spacelike surface). �=�E� , k�li�=�
]��B�
�a�#�:�M�i] . �0� | Y�]0�Mk�l��a��]�} , �)��� 3 q�r� x
�3�:�3��yEz R

3 {.| k��
�a�i] |M�E�M��� �i�i��� .  i�
��kilE¡
¢a£Ex�¤EYa]#} , R

3 {.| ki�#¡
¢a£0x=Y8]��¦¥�§�¨B�
��� . �)�I© | Y�]0�am�ª�� , �i«�¬3­ 16 ® |M¯�°i±=²�³�´ �=�aµ¶ }E·=� .

j
2. 10 3 q
ri¸#Y8¤�y0z H

3 {=| , ¹�º#b8»I¼¾½#¿iÀ=Á �EÂ=Ã
� ¯RÄ �#Å , H = 1 }#~�� CMC Ya] . ��ÆÇ© horosphere, 2È |)É n
� catenoid cousins ( ���=] ), ¡�¢�£�x cousin, trinoid

cousin.
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;�ÐÒÑ�Ó3;EÔÇÕ @EÖ�× A '�Ø0C0D .Ù
Ú 4 , Û�Ü#Ý , Þ
ß0à�á�ßI×.â�ãI×.@tK.L�@3Ø0C Ð , äaå�ßIK.L�@�æEç=è�é
2 . ê�ë�ßdç�ì�è.L�@�æEç=è�é�2 A ' ;�í3î * Q)ïID .ð 40×.@ ; L�@3Ø0C0Dt'�ñ , ò�×�ó.ßIK=ô -�õiö�÷�ø '�2úù . A ×Ç'�ñ , ò�×Ù ùMé�ó.ßIK:á�ß î Þ
ßRJ
é�D . !t×:û�üIK , Û�Ü#Ý3ý 23 þÿØ������aï#4E23D .���

2. 2 Σ æ 2 !�"
$�%
&�' > , f : Σ → R
3 æ ð LIHié�K *�+�, 'T(tD .A ×Ç'�ñ , f(Σ) K=Þ
ßI×
	�� î ì�è�K:á�ßI×
	���Ø0C�D .

j
2. 11 (CMC) Wente �¾x�eag�� , 
 |�����³ »3���)¨�Å=Y8]

( ���
�
[ ��Â ����e�v��¦�8� ).

Σ
; V3ñ���������Ø , ��ó:ß ( (Eé� �!#"%$'&)(+*¾Ø
,.-t×�é�2�ó.ß ) ØECED/ Ó
, �0Q8J1032Çæ'4 * D A ' ; ØIñ�D . V3ñ����5���#é.�
óaßtK1637IJ ÙiÚ 48�9 �aïtD . Û�Ü#Ý , Σ

; á�ßté�Q8Ý#ò�×:6�7IK 0 Ø , *<;�=
>#é�Q8Ý:6�7IK 1

'�é3D . ?�@ , Σ K�V�ñA�B�C���Eé#��ó.ß ' > , ò�×:6�7úæ g ')(tD .

!tK3DFE:G
×1H�I0éKJ�L�Ø0C0DEý 12 þ :M�N
2. 3 ( O#P%Q#R M3N ) Σ

; 6.7 0 ×%� 2 !E"�$#%#&�Ø3C Ð , f : Σ →

R
3
;

( S.T3Ø0K�é�2 )CMC K *�+�, Ø0C0Dié�Q8Ý , f(Σ) K:á�ß�Ø0C0D .
U
V W � R

3 { }CX3Y | ni�#u�bT£��Z� n:ki�EY8]ú���B[ | �5\�]�¨�ni� . ¨
Å1^ Ã � , _ | \K`0� ,

W � f ^:k���}in����B��[ba�\0�.n)cÒ��d ¶Ke m#� .

Σ
;

g = 1 ×�V�ñA�B�C���Eé#��ó.ßtØ , f : Σ → R
3
;
f.g H�Ø CMC K *+�, × / Ó æ1h�Ü Ù ù ( i#×1j
ã î Q , f K1S�T�ó:ß0ØEK
é�2 ).

A × / Ó , f(Σ)

K�ç�!#k�5=á�ß�Ø0K�é�2 .
A ×Ç'�ñ , ó.ß�i0J�K%!Fl
ù�m 4g − 4 nt×.L�@ ;�op (tD A ' ;
q �aï#4 , ! ; 2�Ü3D .
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[=\�Y�] , ^._a`0bdcfe8gih3b
r

2. 4 R
3 s ×16�7 1 × CMC �
ó:ßtKaL�@Çæ#ç.èKt , R

3 s ×1637 ; 1
Ù

Ðvu ñ=2#� Õ è CMC ó.ßIK.L�@�æEç 6 .

j
2. 12 H

3 {=| W�w ( x0^Mg�YaZ#^ 0) n�����] ( y�z#{�| �#Â
���=eiv��¦�8� ).

DZE1Gi×1J3LIJ Ù D�' , R
3 s ×:â�ãt×1637 0 × CMC �
óaßtKaá�ßIJ�}�éÇQ

é�2 . �0QMJ
D�EAGiK , óaß�×C6�7tJ3~:(�D��3JRæ:é�� > 4 , â�ã�×�� Õ è CMC

ó.ß ; á�ßRJ
é�D î æ���ù8è .
6 ì Ð�� K R

3 s ×.â�ã#6�7I×#� Õ è CMC ó
ßIK:6�7 0 (0é� �!8á�ßRJ
é3D=Ø0C�kIù�'��#� > è�×
Ø0C3D .A ×:��� ;�� > 2�Ø3C�kRù�'5h0ÜúQ�ïID 1

6 ×K�.� ' > 4 , CMC ó�ßÇJ:�
(tD5� u#�.� L ; C Ú è .

A × � LIK R
3 s ×.â�ãI×1� *E+ ì.ï�è CMC ��ó

ß ; á�ßRJ
é3D A '�æ q (�è * ×=U#��æA�IÜ�D3ç�×�Ø0C3D .
A × � Lúæ���23D

' , CMC ��ó.ß ; 6�7 0 Ø0C0D , ì�è�K1� *�+�, Ø0C0Dié�QaÝ , ò�ï3K:á�ßRJ
é3D A ' ;  î D .

ò=ï�S#Ü#J�D)E�G�×C�.��JC��Û ; C#D�'B(�ï0Ý , ò�×
ó:ßtK ,
� ×1637�æ#çK! ,î 6 � *�+�, Ø0K�é�2K��� ; C0D . 1986 � , H. Wente ý 25 þ K:6�7 1 ×�ó.ß�Ø

ò�× Ù ùMéK��Û�æ5��� > è . DFE:G��#� ;�����> é�2�'�2úù A ×:�.�IK , CMC

ó=ßR×K�%� ; 4%�3(RD�i#Ø�×��# �é�¡R2
¢�'aé Ú è . Wente ×K�#�RJ:£I2�4 ,

1987 �RJ U. Abresch ý 1 þ ; , ¤#£RH�é�Þ
ßtó 9#¥ ×1¦dæ0ç 6 CMC ��ó.ßRJ
� > 4 , §Iä3~�7�æA�32�è ,

Ù Ð Ñ &IHiéK&B=3¨�;�©�� q æ���Ü�è . ( ó:ßtJ
ª��
D�ó 9%¥ 'aK , «%¬�­)(®*°¯ ;i7 ó 9 ×=UIV�æ�V±� Ù ù8é#ó=ß�i0×#ó ¥ × A '
Ø3C Ð , Þ�ßIó ¥ 'aK , R

3 ×EC3D:Þ�ßÇJ:² Ú 402�D Ù ù8é#ó ¥ × A 'MØ3C3D .)

R. Walter ý 24 þ (
ÔÇÕ � 1987 �RJ1��� ) K , Jacobi × sn, cn ~C7 '5³#ÝiïtD

§Rä�~C7úæ���2�D A '�Ø , Abresch
; �tÜ#èK&)=.¨3;�©5� q Ù Ð ç.��Q.J Ñ &
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HiéC� q æA��� > è .
A × Walter ×:&B=�¨�;%©�� q K , ó 9.¥ ×=(�´�4 ; Þ
ß

J:µ Ú 402�D
éúQaÝ , òiï�J�FK¶�(ID�ó 9%¥ K.á#ßÇJ:µ Ú 432�DI'82�ù û#ü�æ
��23D A 'aJ Ù
Ú 4��.�·�:ï3è . ò�×:¸�¹ 6 2EJ , J. Spruck ý 22 þ K , 1988 � ,

Abresch ' Walter J Ù�Ú 4�h�ÜÇQBï0è CMC *�;%=:>#K , ütK Wente
;Kº J

� 6 �i4E2#è�ó.ßRJ1}�é�Q�é#2 A '=æ q�> è .

i�Ø�»�´�èK¼#½ ' 1960 �%¾�?�¿R×:�%À 8#Á ×:L%2R×K�%�IK , ÂI× 2
6 æ�ÃÄ (tD�è * ×1Å.Æ)�R'�é Ú è . 1

6 K , CMC *<;�=
>EK1�#À 8.Á ×1L#2t×1Ç#�
æ�È Ú 4��#��ØRñ�DI'82dù û#ü�Ø3C Ð , 2

6�É K , CMC *Ê;�=�>0K , òiï?Q ;
NËH�Ì:Í0Ö0Ø0C0Dt'�2úù¦ãBÎ�Ø , Ï.Ð�é CMC ó.ß�Ø0C0Dt'�2úùÊÃ Ä Ø0C0D .

A
× A 'aK , 1989 � î Q 1991 �ÇJ î ��43× U. Pinkall ' I. Sterling ý 19 þ , ªÙKÑ

A. Bobenko ý 3 þ ×KÒ�û�Ø q �:ïE402�D . ��Q:J , òiï?Qa×K�%�RJ�ª02�4
R

3 s ×�(�´�4E× CMC *�;#=K> ; 839 �8ï0è . ìiè , N. Kapouleas K 1991 �
' 1995 �RJ , â�ãI×:6�7 g(> 1) J1� > 4 , � Õ è CMC ó.ßúæ5Ó ��> 4E23D
ý 13 þ , ý 14 þ . >Mîú> Kapouleas

; ��2#è�×�K , �#À 8.Á ×1L#2�'8K î é ÐvÔ é
D�Õ.ÖRH�Å#�3Ø0C Ú è . ò�×.U�ßRJ�ª��ED5×té3D��.� ; �.Ø Kusner, Mazzeo,

Pacard, Pollack, Ratzkin J Ù
Ú 4�Ù�Q)ï#4E23D .

Bobenko ×CÒ
û3Ø��32RQ)ï3è1�#À 8.Á ×.U.�3Ø0K , ��Ú�'Mé0D CMC ó:ßt×
���Ræ 2× 2 Û�Ü�×KÝ�ÞIJ�ß�Ü0D A ' ; Øtñ=è . Dorfmeister, Pedit, Wu Q ; ,

1998 �RJ#àCá·�aï3è:2�âúý 5 þ J�ªE2
4 , @IJ DPW ×.U.��'5³#ÝiïtD5Å#��æKã
�0(tDKä3J�ç Ô %I×�å#G�æ3;3ç ; é��.ï�è . 2 × 2 Û.Üt×:È#��K , R

3 ×
è3éRH
éKê 8�ë#ì�í ×1î#@ î Q8K#C0ì Ð�ïñð éRç=×#× Ù ùaJ�K:ò� Eï0é#2 ; , 	
U3Ø ,

�%À 8#Á × � / î Qñ�3ï�ÝEòiï�K:ó%ôRJ ï'ð Ø3C Ð , DPW ×=U#�úæ���ã�õID
J�K í3î J1ö.÷3Ø0C0D .

2× 2 Û.Ü�æ���2#èZø�ñ , DPW ×.U.�t×1ù#@IJ�K , ú.û�ü�ý®ø5³#ÝiïtD�Û.Ü
× 8 ÕÇæ5�320D1h#Ü.U ; C0D . ü�ä , S

1
î Q 2× 2 Û�Ü#þ0×�ÿ��tJ (

����� ;�©
æAÈ32 ) ��� 8 ÕÇæ
	#�#õ�D A ø8J Ù Ð , �3�®øK��ï�D�U��
�+øaò
×:Õ�æ5� 6 �
D
×
Ø3C�D .

A ×�å�� � å�K , ( ç Ú øA?�� î QaC Ú è î ç > ï3éE2 ; ) �té+�
ø�ç I. M. Kričever ý 18 þ (1980) ì.Ø��ÇD . J. Dorfmeister, F. Pedit, H. Wu

K , ò�×%å�� � åEæ�� ��	%� > 4 CMC ó.ßúæ5Ó ��> è0ý 5 þ .
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[=\�Y�] , ^._a`0bdcfe8gih3b
2. 5 5 ���������! #"�$�%!&�'#(*),+.-./
A ×103Ø0K , 5 Â�243�$�"�5
>763;98;: R

4,1 æ��=<
4 3 Â�2
8;: g æ?>3»�õ
D .
A ×=U#�IK ,

Ô é�D 3 Â@2�8A: g s ×�ó�ß�æ?B�	IH#J�>�»�õID�×EJ1H�C�Ø
C0D .

A ×10tKD��× 4
6 ×10 Ù Ð çFEAG�H�é s�H æ�I�5�Ø@<�D .

2. 5. 1 5 ���������! #"�$�%!&�'
5 Â�2,3�$�"
5K>�6�;98;: R

4,1 æ�ÙRDiè
J#J�Â�× Ù ùMé 2× 2 Û�Ü�×LK Ó æ
hEÜ3D . H æ 4 237�M®ø'õtD . ImH æ 4 237�M H ×1N�7.� 8 ø > ,

R
4,1 =

{

X =

(

x x∞

x0 −x

)∣

∣

∣

∣

∣

x ∈ ImH, x0, x∞ ∈ R

}

ø�ª®� . X,Y ∈ R
4,1 J1� >

〈X,Y 〉 = − 1
4 · tr(XY + Y X)

øÊJ�O�õ�D .
A�A Ø I K 2 Â�×DPDQ�Û�Ü0ØEC#D .

A ×)ø=ñ 〈·, ·〉 K R
4,1 i , R
S

(+,+,+,+,−) ×�T
U ø�é Ð , A ×�T
URJ.~ >WV
(

i 0

0 −i

)

,

(

j 0

0 −j

)

,

(

k 0

0 −k

)

,

(

0 1

−1 0

)

,

(

0 1

1 0

)

K R
4,1 × �
X F1¶�Y�Z±øMé0D . è�[ > , i�Ø 1, i, j, k K H ×LY�Z+øñõ�D . x4 =

1
2 (x∞ − x0), x5 = 1

2 (x∞ + x0) ø�\%��Ý , X =

x1

(

i 0

0 −i

)

+ x2

(

j 0

0 −j

)

+ x3

(

k 0

0 −k

)

+ x4

(

0 1

−1 0

)

+ x5

(

0 1

1 0

)

ø^])�ED .
A�A Ø x = x1i+ x2j + x3k Ø0C Ð , ��_ X ↔ (x1, x2, x3, x4, x5)

J Ù
Ú V , R
4,1 K 5 Â�27`%;�(Aa�EAbc8;: R

5 ø Ô 	
d·�aï , eC¯@f�ø >WV

||ξ|| = sgn(δ)
√

|δ|, δ = x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 − x2
5, (x1, x2, x3, x4, x5) ∈ R

5

æ:hEÜ3D . ì�è 4 Â�2�×9gÇäLhtK
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L4 = {X ∈ R
4,1 | ||X || = 0}

ø�é3D . � V , 3 Â�2�×98;: g æ5Ât× Ù ù8J1Ó � ØIñ
D : k�­�(+* ¯EØEé�<=â�ã
× Q ∈ R

4,1 J:� >�V , 1 l3×�8m: g M æ M = L4 ∩ {X | 〈X,Q〉 = −1} Ø
JnJ Ù ù . M K Q2 = κ · I ø�é3D�mWo#é Q J1� >WV ç5	3Jt×jpißtó 9 κ æEç
l0×�Ø ,

q
2. 5 r Q =

(

0 1

κ 0

)

ø^s�´3Ý.â�ãI×98;: g æ5ÙÇD A ø ; ØIñ
D�×�Ø0C0D ( ����K:@�» ).
A ×Zø�ñ , x

×�tF��æFu
0Iæ > , �0QMJ ImH ∪{∞} æ ImH × 1 @B"#$ &�( *wv+øñõ�ïEÝ ,

M =

{

X =
2

1 − κx2
·

(

x −x2

1 −x

)∣

∣

∣

∣

∣

x =

= x1i+ x2j + x3k ∈ ImH ∪ {∞} , x2 6= κ−1
}

øx]�� ,
A ï0K {(x1, x2, x3) ∈ R

3 ∪ {∞} |x2
1 + x2

2 + x2
3 6= −κ−1} ø Ô 	�dF�

ïtD .
A�A Ø x = x1i+ x2j + x3k ∈ ImH ∪ {∞} Ø0C0D . κ < 0 ×Zø�ñ , M

Kjpißtó 9 κ æEçLl 3 Â�2�y�ó:Í�8;:#× 2 l0×�"@zK;#J
é�D A ø.J:j�ã�õID .

é3ª , ?@{E×1|�}IJ�ç�j É >WV ª A ù :
1 − κx2 K M s ×.@IJ1� >WVj~�>WV 0 J�K�é�Q�é�< .

M K , gÇäLh L4 æ5J�O >WV <3D 2 Â�U���� ø^�EÞ
ßúæ5JnJ V <3D ¥ ÍEU����
J Ù
Ú Vj~ J·�aïtD�×�Ø , 2 �=���®ø5³#ÝiïtD .��� K Q æD<
l�ØRç (2. 5) × Ù ù8J)ø.D�×�Ø , Q J Ù
Ú Vj~ ì�D M æ Mκ

øÊ��õA��øaJ;� Ù ù .��� H?gÇäLh PL4 ×�2
α

(

x −x2

1 −x

)

, α ∈ R

� �tÜ�Q)ï3èZø�ñ , 8;: g Mκ Ø0×1��æ5ÙÇD�è�JEJK	�ãÇH�J Mκ þ
��� õtD��

ø � ØIñ
D�×�Ø , ø�ñ�ø�� V ��� K α æ���d#�aè Ð , C0Dj<#K α æ ï�� JLsn�
��ø � ØIñ
� .
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[=\�Y�] , ^._a`0bdcfe8gih3b

X =
2

1 − κx2
·

(

x −x2

1 −x

)

∈ Mκ J�ª��@����8;: TXMκ K , a ∈ ImH J
�#� V ,

TXMκ =

{

Ta =
2

(1 − κx2)2
·

(

a+ κxax −xa− ax

κ(xa+ ax) −a− κxax

)}

Ø
�tÜ�Q)ï�� . X = X(t) =
2

1 − κx(t)2
·

(

x(t) −x(t)2

1 −x(t)

)

∈ Mκ æMü��.7 t

×�é�J�Q î é�ó ¥ ø�� , ′ Ø t Jjl@< V ×:ê 8 æA��õ ø'õ���ø ,

X ′ = Tx′

Ø���� . T
�m� Ù Ð
q
2. 6 r 〈Ta, Tb〉 =

−4

(1 − κx2)2
Re(ab) ,

||Ta|| = 1 ⇔ |a| = 1
2 |1 − κx2|

�  î � . ì�è ,

q
2. 7 r X ′′ = T 2κ(xx′+x′x)

1−κx2 ·x′+x′′

+
4(x′)2

(1 − κx2)2
·

(

κx −1

κ −κx

)

ç� î � . X ′′ � 	��m� � TXMκ �9IÇì.ï0é�<���øL�1j�ã�õ�� .

(2. 6)
î,� Ât×1��� � �aè � ù .���
2. 5 (2. 5) × Q � Ù:Ú V J7J � ïEè M � 	
J3é�p=ß�ó?� κ æ�ç�l .

�
ì@�
ìié κ �1��õ�� (2. 5) ��ª��@� Q �9s��m�=�
  V , <�kj<�kj¡ M
�

~m¢ �9£7¤D¥@��� � , ¦�§ � � õ�´ V�¨
©mª ¥@�@����ø � (2. 6) « � £�«=� . ¬
ä , ÿ�� M 3 X → x ∈ ImH ≈ R

3 � κ 6= 0 �)ø1­F®�M ��¯ ¥���� . ( ° 2.14±W²�³
.)

2. 5. 2 &�'4´¶µ,·¹¸,º
»;¼ ©

Mκ ½ ��¾1¿ x
±1À@Á7Â

. ¦���ÃmÄ�Å�Æ7ÇWÈ�É ±
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Û
2. 13 κ Ü 3 Ý�ÜFÞ�ßWà (κ > 0, κ = 0, κ < 0) á
âmã , ä?å
æ
åLÓ@Ô�ç S

3, R
3, H

3( Ü 2 Ý
Ü
Î�è?Ò ) é?ê�ë�ì^å�í .

x = x1(u, v)i+ x2(u, v)j + x3(u, v)k

î�ï ��ð . (u, v) ñ�ò7ó@ô�õ , «�ö , ¾j��÷@ô�õn¥nø Â îFù@únû Â (
û@ü�ý �

CMC ¾1¿mþ9ÿ ïWý�� ����ðW¡Dô�õ�� î § Â ).
� �n�=ðW¡�ô�õ ±������ ( 	�
��
��

) ��� î���� .

x1, x2, x3 ñ ,
»;¼ ©

Mκ
î ñ���¡ Â »;¼ © Mµ ½ þ���� ý�� ¾1¿ x ��ÃmÄ

Å�Æ7ÇWÈ�É ±���Á7Â �7î þ�� � ï�ý �"! .

n
±
Mκ þ#�=¤ Â x �#$�%�&�÷�')(+*-, îWû Â . n0 ñ 3 .�/�0�Æ�(21�354»;¼

M0 þ��7¤ Â x ��$#% &�÷6'7(8*9,@¥�ø Â . :�;�¾=<�� »;¼ © ��>7?A@;þB C ïWý � Â �7î ± É ûED�F þ ,
»;¼ ©

Mκ þ��7¤ Â ¾1¿ X �A:�;�¾=< ± HκîHG ! . H0 ñ 3 .�/E0@Æ6(51�354 »;¼ © M0 ��I�J��A:�;�¾=<=¥�ø Â .K�L
2. 6 (2. 5) � Q þn�
  ý �mÁNM § D »A¼ © Mκ þ=O û Â x ��:�;;¾

< Hκ ñ , 4x = ∂u∂ux+ ∂v∂vx
î�ïPDAî ­ ,

Hκ = −1
2 |xu|

−2 Re{4x · n} −
κ

1 − κx2
(xn+ nx)

= −1
2 (1 − κx2)|xu|

−2 Re{4x · n0} − κ(xn0 + n0x)

= (1 − κx2)H0 − κ(xn0 + n0x)

î ¡ Â .
��ï

Hκ ��Q ú ¡ MSR ∂uHκ = ∂vHκ = 0 ¥�øUT ,
� §7ñ

(∂uH0) · (1 − κx2) = κk2−k1

2 ∂u(x2) ,
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(∂vH0) · (1 − κx2) = κk1−k2

2 ∂v(x2)

î�cAd ¥�ø Â .
� � ¥ kj ∈ R ñ 3 .�/E0@Æ6(51�354 »m¼ © M0 þ��7¤ Â ¾1¿

��e�¾=<=¥�øUT , ∂un0 = −k1∂ux, ∂vn0 = −k2∂vx
±�f Djû

.gihkj�l
X þA��¤ Â ¾L¿km=$�%#&
÷�'E(_*a,�ñ Tn ¥ �=Á)M § Â .

��� ¥ n =

(1 − κx2)n0 ¥�øUT ,

n0 =
(x2ux3v − x3ux2v)i+ (x3ux1v − x1ux3v)j + (x1ux2v − x2ux1v)k

2
√

(x2ux3v − x3ux2v)2 + (x3ux1v − x1ux3v)2 + (x1ux2v − x2ux1v)2

înG ¤ Â .
D�oAï

, x1u ñ d
du (x1)

± È ï , p)m�q�r �Ac�s ¥7ø Â . ¾�¿�mAt 1u v w
(gij) ñ , 〈Txu

, Txv
〉 = 0 = g12 = g21

î

g11 = 〈Txu
, Txu

〉 =
4|xu|

2

(1 − κx2)2
=

4|xv |
2

(1 − κx2)2
= 〈Txv

, Txv
〉 = g22

±Af DDû
. x , (2. 7) þ���� ý , q#r ′ � ∂u( ø Â ��ñ ∂v)

± È û,î À�Á , ¦�§ ±y � Â î , .7m�z ±�{AÂ .

b11 = 〈XT
uu, Tn〉 = 〈Xuu, Tn〉 =

−4

(1 − κx2)2
Re{xuu · n} +

4κx2
u

(1 − κx2)3
(xn+ nx) ,

b12 = b21 = 〈XT
uv , Tn〉 = 〈Xuv , Tn〉 = 0 ,

b22 = 〈XT
vv , Tn〉 = 〈Xvv , Tn〉 =

−4

(1 − κx2)2
Re{xvv · n} +

4κx2
v

(1 − κx2)3
(xn+ nx) .

D�oAï
,
��� ¥Em�|�}4­Sq�r ~ T �=ñ#')(+*-,7m TXM ��m=� ¯ ± È ï�ý � ÂîFû Â

. ���;þ H0 = (k1 + k2)/2 « Mn� � � ïPD �4ð .
��� �9�#� ÍP� 1920 ����á , ��íFÓ�Ô?ç7��Ü�����������ÜnÕ å7í�[���� ���
Ö�Ø x ( �#�������6 �¡

∫

(H2 − K)dA á� �ã£¢A¤�¥ �jÖ�Ø ) á�âAã£¢ , �
í Q ∈

R
4,1 é�¦#§ ã�¢ , ä�Ü Q é�Z�¨�íFÓ7Ô�ç=Ü#©�ª x é�«�¬@Ö?Ø=áA��í ­�Õ�®�¯�°nã±
. ( ²�`�³�´Sµ
Ü�¶�Ñ?Ð �¸· 2 ¹ Ü�º 3 »�®£¼�½ .)
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2. 5. 3 ¾�º
¿ �7m »�¼ © Mκ ½ þ���� ý , À�¿ î ñ , ø Â ú�Á C0 ∈ ImH þLÿ ï
ý |x−

C0| ��Q ú�î�Â Â ¾1¿)m �7î ¥=ø Â . κ = 0 m�I�J ,
��ï À�¿���Ã�Ä r0

± � öÂ MPR
, ¦ m î ­ r0H0 = 1

îSÂ Â
.
ï�D �7Å ý , À�¿mñ�ø Â ú Á C0 þ
ö6�ý

x = (−1/H0)n0 + C0 mkÆ=ð?þLÈ û5�7î ��¥;­ Â .
� m î ­ , @ Ç�z Hκ =

(1 − κx2)H0 − κ(xn0 + n0x) « M .7m=È�z���É=«�§ Â .

Ê
2. 8 Ë Hκ = H0 −

κ

4H0
−H0κC

2
0 .

� mP@�Ç�z�ñ , 1 ö�mPÀ�¿7m , ��Ì��6Ì Â »n¼ © Mκ ½ þ���¤ Â :�;n¾�<)m ¼ mÍ�Î ±�Ï üEDk� m�þ�p Â M Â � .

R
4,1 m 1 Ð

S =

(

z z∞

z0 −z

)

��Ñ)m�ÒUÓ
||S|| =

√

−z2 − z0z∞ > 0

± � ö î ­ , S ñ »;¼ © Mκ ½ m 1 ö6m�À�¿ S̃
± úkF Â

( ° 2.14
±�Ô Æ ):

Ê
2. 9 Ë S̃ = {Y ∈Mκ | 〈Y,S〉 = 0} .

Y ∈ S̃ ¥�ø Â �7î ñ Y � S − Y þ�Õ=Ö û Â �7î ± ��× ï?ý � Â m
¥ , S «M � ¯ ª�Ø�ÙSÚ PL4 �6mPÛ ÙSÚ ±9À�Á DAî ­ , S̃ ñP.km�°D¥AÜ�«
§ ý � Â � m
þ Â Â .

x , Ý2ÞDñ »�¼ © ½ m=Ð î À�¿)m=ß @E� 1 ö�m »�¼ R
4,1 m�Ð î
ïFýNà mkÆ=ð

þ?È2Ó?§ Â « î � ð , á7×�âE�=ã�ä ±�Ô ý � Â mj¥�ø Â .
� ð��6Å D���î ñ�Å�åæ=ç�è�é�ê m À�Á @kë7ø Â . S̃ ñ S m çEì Ä
ÆAí�ë�î�ïkë7ø_T , ð D ,

�7ï
S

� z0 = −z∞
±�f Djû6Â MSR

, S̃ ñ M1 = S
3 þ��Eñ Â 1 ö6m�ò Àmþ Â Â �7î

þ=� � ï?ý �"! . ð D , ||S|| = 0
Â M�R

S ñ S
3 ½ m 1 Ð îSÂ T , S̃ ñ#$ Â Â

S m9¬ ç�ì Ä�Æ=í î�Â Â m#ë ,
� ó

S̃ ñ c5ô Ð S
±���Á7Â �7î þ � ��� ïWý6õï � .

S « M�ö ¼=÷ {(0, 0, 0, 0, t) | t ∈ R} ��ø�: Â ÷�ù `
± î Â

.
� m î ­ m =
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Û
2. 14 ú=û�ÜAüA� , ý�Ø@Ü R

4,1 �AþP��áPÿ��Dí×â��
é����1å�¢� í . ©
	@Ü�üDÜ��Pû�� , S̃ Ü

���Ø . ��û�Ü�üDá�ÿ � ¢�� , P+

Õ P− é , ä9å�æLå S
3 Õ H

3 ��ì R
3 � Ü��jç�����ª���� , ­Få

� S
3, R

3, H
3 é�����[
Ð�����ª���í�­
ÕS®��! �ã£¢ � í .

` ∩ L4 ñ 1 ö6m=Ð î�Â T , "$#7ñ , � ¯ ªSØ5ÙPÚ PL4 mA/ î Ô Â�û4î ,
»;¼&%

M1 = S
3 þ���� ý S̃ m('*) ±���Á7Â .K�L
2. 7 S̃1

î
S̃2

± "�#,+�# S1,S2 « M.-�/ Ó0# Â S
3 ½ m 2 ö�mPÖ!1 Â

À�¿ î�ï , Ó M þ ||S1|| = ||S2|| = 1
± ù�ú�û Â

. α
±

S̃1
î
S̃2 m�Ö,1 Â02�3î
û # R , cosα = ±〈S1,S2〉 ë7ø Â .

��� ë�4�5�m�6 rAñ S1
î
S2 m(7n­�þ

Æ�Å ýjú ð Â .gihkj�l
κ = 1 m î ­ ,

¿ ��m p ∈ S
3 = M1 m x5 ô�õmñ 1 þ9ò ï � . p ∈

S̃1 ∩ S̃2 ⊂M1
î û Â î

, x5(p) = 1. S1
î
S2

±
x5(S1) = x5(S2) = 1

î�Â Â
Æ7ðWþSÒNÓ�8�9 û Â .

û Â î
S1 − p

î
S2 − p ñ�"�#!+�# S̃1

î
S̃2 m p þ��6ñÂ

(S3 m�Û »;¼ ë6m ) $#% &�÷6'7(8*9,�ë�ø Â . Æ�Å ý

cosα = 〈
S1 − p

||S1 − p||
,

S2 − p

||S2 − p||
〉

=
1

||S1 − p||

1

||S2 − p||
(〈S1,S2〉 − 〈S2, p〉 − 〈S1, p〉 + 〈p, p〉)

=
1

||S1 − p||

1

||S2 − p||
(〈S1,S2〉 − 0 − 0 + 0) =

1

||S1||

1

||S2||
〈S1,S2〉 .

S1
î
S2 m=Ò_Ó ± ||S1|| = ||S2|| = 1

Â Â ÆnðLþ�Ñ(:(; û # R , <�=7�jÉ_Ó&#Â
.
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��� >�?
2. 7 � , S é Y ∈ Mκ ®�@BA�ýDØ S̃ ® ê@ë�í�Õ*C , {S + tY | t ∈ R}

é Y á=ÿ��jí ýDØ7Ü�Dk® ê�ë�í�­
ÕS®E�, �ã£¢ � í .

K�L
2. 8 S̃ þ Í û Â0F�G ñ , H(I f : p→ p− 2〈p,S〉S ë ��Á2M # Â .gihkj�l

C
±
S̃
îKJ Õ�þSÖ!1 Â 1 ö�m Ù î×û Â . p ∈ C m î ­ f(p) ∈ C ë

ø Â �7î ± É ïPD � . ø Â À�¿ S̃1
î
S̃2 þ9ÿ ïWý , C = S̃1 ∩ S̃2 ë�ø Â �7î þ

��� û Â .
� m î ­ S̃1 ⊥ S̃, S̃2 ⊥ S̃ ë@ø Â�LNM , M6m&<�=;þEÆ�Å ý , 〈S,S1〉 =

〈S,S2〉 = 0.
� m î ­ p ∈ C ñ p ∈ S̃1 ∩ S̃2 ë7ø Â �=î ± ��× ï , 〈p,S1〉 =

〈p,S2〉 = 0
î�Â Â

.
ïPD �7Å ý , 〈p− 〈p,S〉S,S1〉 = 〈p− 〈p,S〉S,S2〉 = 0

î
Â T , f(p) ∈ C.� � ë6m�N�=)m�Ó M Â Â*O j þ�ö�� ý ñ ,

g
10
l ±�Ô ý6õmï � .K�L

2. 9 S̃ ñ M0 ½ ë ,

:�;�¾=<�� |z0|

2||S||
ë , '*)E� z

z0

m�À
¿6ë�ø2T , Mκ ½ ë�ñ�:�;7¾P< Hκ

± � ö�À
¿6ë�ø Â .
D#o�ï

Hκ ñ�z (2. 8)

ë ��Á2M # Â .gihkj�l
z = z1i+ z2j + z3k

î�ï
, κ = 0 m�I�J ±1À@Á7Â .

Y = 2

(

y −y2

1 −y

)

∈ S̃

± î Â î
, Y S + SY = 0 ñ

3
∑

j=1

(z0yj − zj)
2 = ||S||2

± �)× ïWý � Â . Æ�Å ý S̃ ñ�Ã�Ä 2||S||/|z0| m�À�¿�ë�ø Â .
ïPD �7Å ý H0 =

|z0|/(2||S||).

2. 5. 4 PRQTSVU!WYX[Z[\Y]_^
��� ë�ñ , `�Ð ± �=D�Â ��¾1¿ x m�(�1 ç *�3�a�bS,�ï�c x∗

± ú�d�û Â
. (

1 ç *�3*a�b�,Aï�c=ñ R
3 ½ m�ø Â�e m CMC ¾L¿nþ?ÿ ïFý "&# î :�f Â CMC
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¾1¿hg ��Á7Â . x , x gS:�;�¾=< H0
î $#% &�÷6'7(8*9, n0 g � ö R

3 ½ m�¾
¿ îFû Â . (51 ç *S3�a�b�,#ï�c x∗

î ñ=.Tg f Djû ï�c î�ïWýjú�d Ó�# Â :

• x∗ ñ x î�c5ôEi�j ë ú�d Ó*# ý � Â ,

• x∗ ñ x îlk %nm ë�ø Â ,

• x
î
x∗ m�7poDñ&q ,

• x
î
x∗ ñ1ÿ�r ïWý � Â Ð;þ���� ý :�f Â Û6:
¿sg � ö .� m î o , x
î
x∗ m1ÿ�r û Â ÐEë6m�¾=<�@t7�ñB"$# M�uEv ð D :�fEë�ø Â �7î

��w L F M # Â .� m ú�d ñ�.km ú�d�î�c=d ë�ø Â ��î ��1 L7Â . Ó M þ ,
ú�d mB'�m&x�ù�y�z

ρ m C�{ ñ�ß
ò�ó�ô
õkm C�{ î�cAd ë�ø Â . ð D , x∗ ñ dx∗ = x−1
u du−x−1

v dv

g f DmïWý � Â �7î ��1 LnÂ o Ìmð .|�}
2. 10 R

3 ½ m�` Ð7m Â ��¾1¿ x m6(51 ç *S3�a�b�,#ï�c x∗ ñ , ¾1¿
x |�m�ø Â 0 ë Â �*~ Á d Í Á ρ þLÿ ï
ý , dx∗ = ρ(dn0 +H0dx) g f DDû Æ
ð Â ¾1¿)m �7î ë�ø Â (

� � ë x∗ ñ , :�f���� î���� ï�cmþ�Æ Â�� �pg$��� ý
Q#� m þ ú ð Â ).
��� �(� Ð �E� Ï=\£�&����� , � ��â�ÖWØ���ÕE���?å�í#­�Õ*���jí . ä�Ü��( Pª ,�!� Ð ��� Ï�\������k®�Õ�í�­�Õ���� �Dâ$���AÕ����Lå�í .

��� ��Ü�Z$��á�ÿ � ¢ x é*�$�k®��
Ý6­
Õ��
���
å�¢ � � � . ����ª��
����ã
ìFÜ�� ? é0�T��í��B�&��é �
í&��ì£ª �
í . Õ�  á , x éPýDØ ( ¡��,¢ ) ª���í�£�¤
� , dn0 + H0dx = 0 Õ �¥� ,

�!� Ð ��� Ï�\����$�6��Z���ª(C�� � .

K�L
2. 11 x m�` ÐEë Â � î�� ÌAë�ñ , (51 ç *S3�a�b�,#ï�c x∗ � C�{ ûÂ �7î�î
x ��ß�ò�ó�ô�õE� î # Â �7î ñ cAd ë�ø Â .gihkj�l ñ ôSF þ , x ��ß�ò�ó�ô�õE� î # Â î ù�ú�ïWý x∗ m C�{ gWÉ û .

x mAß�ò@ó@ô�õhg u, v g î
û Â .
� m î o , ø Â Í Á A,B þ1ÿ ï�ý xuv =

Axu +Bxv � / T§¦=ö . .;þ
d(x−1

u du− x−1
v dv) = 16g−2

11 (xuxuvxu + xvxuvxv)du ∧ dv = 0

��� Á7Â .
� #7ñ ,
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dx∗ = x−1
u du− x−1

v dv

g f D
û x∗ � C!{ û Â �nî g?É ï?ý � Â . ð D , `6Ðkë Â � ��î L8M b11 −

b22 6= 0
Â m#ë ,

dn0 +H0dx = 1
8 (b11 − b22)(x

−1
u du− x−1

v dv)

ñ , x∗ �k(51 ç *S3�a�b�,#ï�c�ë�ø Â �7î gWÉ ïWý � Â .

.;þ , x∗ m C�{ g ù�ú#ïPDAî ojþ x ��ß�ò�ó�ô�õTg � ö �7î gWÉ û .¿ �)m1ô�õ (u, v) þ Í ïWý , x = x(u, v) m,¨�©�3
ª6m=@ Ç�z;ñ
(b11)v − (b12)u = Γ 1

12b11 + (Γ 2
12 − Γ 1

11)b12 − Γ 2
11b22 ,

(b12)v − (b22)u = Γ 1
22b11 + (Γ 2

22 − Γ 1
21)b12 − Γ 2

21b22

î�Â Â
( « Á�R ,

g
12
l m 97 ¬7Æ(­ ).

� � ëk(51 ç *S3�a�b�,�q�rmñ
Γ h

ij =
1

2

2
∑

k=1

ghk(∂uj
gik + ∂ui

gjk − ∂uk
gij)

ë@ø2T , u1 = u, u2 = v
î
ï
ý � Â . x ñ&`�Ðng �=D�Â � m�ë , u

î
v ñ x m
¾

<�÷
ô�õ6ë@ø Â î
ï
ý Æ�� ( « Á R g 23
l m�}�® B-5 g Ô Æ ).

ïSD �EÅ ý , g12 =

b12 = 0
î ë�o Â . ¯�|�m �7î LUM ,

Γ 1
11 =

∂ug11
2g11

, Γ 2
22 =

∂vg22
2g22

, Γ 2
11 = −

∂vg11
2g22

,

Γ 1
22 = −

∂ug22
2g11

, Γ 1
12 = Γ 1

21 =
∂vg11
2g11

, Γ 2
12 = Γ 2

21 =
∂ug22
2g22

��1 LnÂ . e�¾=<hg kj(j = 1, 2)
î È û5�7î ë , ¨�©�3
ª6m=@ Ç�z;ñ

Ê
2. 10 Ë 2(k1)v =

∂vg11
g11

· (k2 − k1) , 2(k2)u =
∂ug22
g22

· (k1 − k2)

î�°(± ;NÓ*# Â .
ïPD �7Å ý , x∗ � C�{ û Â m#ë

d(ρdn0 + ρH0dx) = 0

ë�ø Â . Æ�Å ý
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





0
b11
g11

−
b22
g22

b22
g22

−
b11
g11

0







(

ρu

ρv

)

= ρ ·









(

b11
g11

+
b22
g22

)

v(

b11
g11

+
b22
g22

)

u









��1 LnÂ . ρuv = ρvu ë�ø Â�LUM ,
(

(k2 + k1)v

k1 − k2

)

u

=

(

(k1 + k2)u

k2 − k1

)

vî�Â T ,
� #5Æ7T

2(((k1)v)u + ((k2)u)v)

k1 − k2
+

2 ((k1)v(k2 − k1)u + (k2)u(k2 − k1)v)

(k2 − k1)−2
= 0

� / ¦ û Â . |Azmþ!¨�©�3
ª6m=@ Ç�z (2. 10) g�²�³ û Â �7î ë ,
(

log
g11
g22

)

uv

= 0

g {AÂ .
î !
þ ,

(f1(u))
2g11 = (f2(v))

2g22

î�Â Â Æ=ð Â , "$#p+$# u
î
v m f þ B C û Â Ñ d Í Á f1(u)

î
f2(v) � C�{û Â

.
� � ë$´ D�Â ¾=<�÷�ô�õ û

î
v̂ þjö�� ý u = u(û), v = v(v̂)

îHG ! �î þ�Æ�Å ý , û
î
v̂ ë6m=t 1

u v�% z)m / ù ĝij , b̂ij þ Í ïWý , ĝ12 = b̂12 = 0,

ĝ11 = (uû)2g11, ĝ22 = (vv̂)2g22 � / T§¦=ö . uû = f1(u(û))
î
vv̂ = f2(v(v̂))

� / T§¦=ö�Æ=ð?þ û
î
v̂ g�> �)�7î � ë�o Â m#ë ,

� m î o ĝ11 = ĝ22
î�Â T ,

û, v̂ ñ=ß�ò�ó�ô�õEë�ø Â .µ
2. 12 `�Ð6ë Â � î�� ÌAë�ñ , ß
ò�ó�ô
õ6� î # Â ¾1¿ x = x(u, v) m 1

ö6m6(51 ç *S3�a�b�,#ï�c x∗ g , dx∗ = x−1
u du− x−1

v dv m�¶ î�ïWý,î Â �7î
� ë�o Â .

x m=p7m6(51 ç *S3�a�b�,�ïBcsg y∗
îFû Â

. dy∗ = ρ(dn0 +H0dx) ë�ø ÂLUM
,

0 = d2y∗ = dρ ∧ (dn0 +H0dx) + ρ · dH0 ∧ dx

ë�ø Â .
� m �7î LUM , ρu, ρv ñ=ß�ò�ó�ô�õ (u, v) þ Í ï ,

Ê
2. 11 Ë ρu = −

g11∂uH0

g11H0 − b22
· ρ , ρv = −

g11∂vH0

g11H0 − b11
· ρ
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î �;ÁNM # Â �=î �B1 L�Â .
� mA@�Ç z5m�· (2. 11)

L_M
, ρ ñ , ø Â 1 Ðmþ#�

� ý�d ��¸5ð�# R Q#�Aþ ú ð Â �7î ��1 L�Â .
ïPD �7Å ý "�m�¶ ρ ñ ú�Á y0z

þEÆ Â ç�ì ÄjÆPíkm � �pg�� � ý Q#� m ë�ø Â . Æ#Å ý , ()1 ç *�3�a�bP,�ï�c
x∗
î
y∗ ñ , R

3 m ��� ï�c î :�f����;þ�Æ�Å ý � T J�ð .
� m �7î LUM Q�¹�ã

g�º�ð �7î�Â ! , .7mkÆ=ð?þ x∗ m&» ú�d � ë�o Â .|�}
2. 13 ß@ò�ó�ô@õ (u, v) g � ö7¾j¿ x m�(U1 ç *S3�a�b�,�ï(c î ñ ,

dx∗ = x−1
u du− x−1

v dv
î�Â Â

x∗ m ��î ë�ø Â (R3 þA��� ý , :�f�����þ6Æ Â� �pg$� � ý Q#� m þ ú�d Ó&# Â ).��� ¼�½ ª&¾�¢�Õ å�í�¿(ÀFá , Z$� 2. 10 á=ÿB��í� �¡ ρ �PY�Á�¢�á , x
∗ Ü�V

W�Ö�X�Ü
Â�¡�Ü�Z�Ð�Ã�`1Ò
Ä�ª���í : Z�� 2. 13 á� �ã£¢ ,
�!� Ð ��� Ï�\����$�7Ü�!� Ð ��� Ï�\������ (x∗)∗ �

d((x∗)∗) = (x∗
u)−1

du − (x∗
v)−1

dv = (x−1
u )−1

du − (−x
−1
v )−1

dv

= xudu + xvdv = dx

®0Å ± � . ¿$Æ�¢ (x∗)∗ � , Z�� 2. 10 á# @ã£¢ , V$Ç$È$ÉAÕ.Ê$Ë��$��ª9Ë@ÜDÖ�Ø x

á=��í
ÌpC�ª���í . ã ± é(Æ�¢ , Í�ÎP��Ït�EÐ�ÑAÕ¸V$Ç$È�É@á�¿�Æ�¢ , (x∗)∗ = x Õ
ã£¢!¿ � . Ò ± , x Ü*Ó�Ô$Õ$Ö�× ��� �E® n Õn��íP��ì�� , ­?Ü7Õ*C x

∗ Ü0Ó�Ô$Õ�Ö
× ��� ��� −n ª���í .

dx = d((x∗)∗) = ρ
∗(dn

∗
0 + H

∗
0dx

∗) = ρ
∗(−dn0 + H

∗
0ρ(dn0 + H0dx))

Ø ��ì
(1 − ρρ

∗
H0H

∗
0 )dx = (H∗

0ρρ
∗ − ρ

∗)dn .

dx Õ dn �
�$� ª�� � Õ�­�ÙSª*Ö�Ú ( Y9Ê ) Û$Ü���Ü�ª
ρH

∗
0 = ρ

∗
H0 = 1

é � ë�í .

��� Ö?Ø x é , H0 é�YAZ ª=���������7®���Ý�Õ&C , (2. 11) Ü�à�Ý$Þ�� ρ é�Z
¡ ª���í�­
ÕS®Eß ã ¢ � í . ã ± é!Æ�¢ , �
ã x

|| = x + H
−1
0 n0 éPV$Ç CMC Ö�Ø

�nì�� , x
∗ Õ x

|| � R
3 Ü
Ê�Ë��$� Õ¸V�Ç$È$É@á�¿$Æ�¢*Èà�á¤sÀ . ¿$Æ�¢ , â�ã@á�ä

Ì ± ¿�ÀFá , x Ü �!� Ð ��� Ï�\����$�6� , x áWâ���í�V$Ç CMC Ö�Ø Õ§å�æp¢1á��
�£ª���í .
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2. 5. 5 ç[èêéìë[íYîYïìð_ñ
¯Bò , ó�ôkm����Tg Ï ü�ý ,

v 9ng
õB18T î×û Â . Burstall
î

Calderbank �
É ïPD Æ=ð?þ , ÷�öB÷ C�w î ��ðlø�ùTg y � Â �7î ë , CMC ¾1¿hg�ú�û })ñ Â�=î#� ëno Â . ü M m ��ý ñ ,

v ä m þ�ñ , ø Â0þ¥ÿ %�� m���� x � CMC ë�	��

���
x ����ö�÷�� w g���� 
�� �	���Eë �
��������
�� ë �
� . Ó
��� ,
� ��ö!÷���!#" , CMC ��� x �%$	�  %&('*)����+� o , ,(-("  .� o/��01

, 2�3  ÷���! ��4�� . ,/- ,

��5��6 -�÷���!  /7	8�9 g�: �(; , < special

surfaces = �5>�?�@*� , A 1 & ¹ 4 �B�  
C�D�E	 BF�G �%H�IKJ @K� .

�@ "�LM#N 4�O�P�Q�R�S+ UT�VW�YX�Z ��[�\W] ;���� .
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