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アレン・カーン方程式とは、双安定な反応項 f を持つ反応拡散方程式のことである。この方程式
は界面が形成され、それが時間発展する様子を表現する。特に相分離の過程、界面ダイナミクスなら
びに相転移現象と密接に関わるモデルであり、物理的な背景を基礎に数多くの研究がなされてきた。
確率アレン・カーン方程式は、このアレン・カーン方程式に外的ノイズ項を付加した確率偏微分方程
式である。本講演では十分小さい ε > 0でパラメータ付けされた確率アレン・カーン方程式

∂tu
ε(t, x) = ∆uε +

1

ε
f(uε) + Ẇ ε(t, x), t > 0, x ∈ D,

について考察する。ここでD ⊂ R
d (d ≥ 1)は適当な領域とし、何かしらの境界条件を持つ。本講演

では
∫ 1

−1
f(u)du = 0を仮定し、更に簡単のため f の安定点は ±1とする。まずはノイズのない場合

（W ε ≡ 0）を考えよう。初期値では拡散項の影響が非常に弱いため、双安定な反応項 f により、解は
±1の二つの相に分離される。その境界を界面と呼び、界面が形作られる過程を界面の生成という。
その後、界面の近傍では反応項と拡散項が釣り合い、適当な時間のスケール変換をとると O(1)の速
度で運動することが知られている。このスケール変換のオーダーは ε > 0に依存し、空間次元や反応
項 f の条件によって変化させる必要がある。界面の形状も εで特徴付けられており、特にその幅は
O(ε

1

2 )である。そのため ε → 0という極限を取った時、極限では鋭敏な形状の界面が一瞬で生成さ
れ、更にそれが運動するような挙動が観察される。このことから、この極限のことを鋭敏な界面極限
と呼ぶ。本研究の目的は、確率アレン・カーン方程式の解に対する鋭敏な界面極限を与え、界面の生
成、界面が運動するための時間スケール、極限で導出される界面運動を記述する方程式について考察
を行うことである。

先行結果と背景
空間 1次元、つまりD = Rで外的ノイズ項がない場合については Chen[1]などによって研究され

た。Chen[1]は ∂tu
ε(t, x) = ∂xxu

ε + 1
ε
f(uε)なる 1次元アレン・カーン方程式の鋭敏な界面極限に

ついて考察を行い、界面の挙動を (1)二相への分離 (2)準安定パターンの生成 (3)界面の超微速運動
(4)界面同士の消滅、の 4段階に分類した。特に本講演では (1)から (3)の段階について論ずる。また
(3)で言及した超微速運動に対しては、O(1)の速度で界面運動するための時間スケールがO(exp(C

ε
))

と言った非常に長いものとなることに注意されたい。一方で、舟木 [2]では、外的ノイズ項として
Ẇ ε(t, x) := εγa(x)Ẇ (t, x)を採用した 1次元確率アレン・カーン方程式に対して界面の挙動の考察
を行なっている。ここで a ∈ C∞0 (R)かつ Ẇ (t, x)は R上の時空ホワイトノイズである。この結果で
は ūε(t, x) = uε(ε−2γ− 1

2 t, x)とした時に、x < ξの時に −1、x > ξの時に 1をとる関数 χξ と確率過
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程 ξt を用いて ūε ⇒ χξt が示された。この ξt を時間発展する界面と見做すことが出来る。更に界面
ξt ∈ Rは、α1 と α2 を f による定数、Bt を１次元ブラウン運動として

dξt = α1a(ξt)dBt + α2a(ξt)a
′(ξt)dt,(0.1)

なる確率微分方程式に従う。このことから、適切な時間スケールは O(ε−2γ− 1

2 )であり、上で述べた
(3)の超微速運動のものに比べて非常に短い時間スケールとなることが分かる。この差異はノイズの
寄与に他ならず、以上のように界面運動は確率微分方程式によって記述される。
また空間多次元、すなわち d ≥ 2の場合の先行研究についても触れておく。空間が多次元かつノ

イズ項がない偏微分方程式の場合は、例えば de Mottoni-Schatzman [4]などによって考察された。
多次元の場合、界面の形状は領域内の閉曲面（2次元であれば閉曲線）として表せる。彼らは時間ス
ケールを変化させずとも界面運動が O(1)で観察でき、界面の形状の時間発展は平均曲率流 Vt = κ

として導出されることを示した。ノイズ項を持つ場合は舟木 [3]によって考察されている。ノイズ項
は ε−

1

2 ẇε
t と取り wε

t は a.s.で滑らかかつ 1次元ブラウン運動に収束するような確率過程である。彼
は特に 2次元の場合について解析し、偏微分方程式の時と同様、時間スケールに変化はなく界面の挙
動はノイズの寄与が残った平均曲率流 Vt = κ+ αwt,で記述されることを示した。ここで Vt は外向
きの界面の速度であり wt は 1次元ブラウン運動、αは f による定数である。

1次元アレン・カーン方程式に対する界面の生成
まず 1次元の場合の結果について述べる。設定は舟木 [2]と同じであるが、初期値は
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(i)‖uε
0‖∞ + ‖uε′

0 ‖∞ + ‖uε′′
0 ‖∞ ≤ C0,

(ii)ε > 0と独立なξ0 ∈ [−1, 1]が唯一つ存在し、uε
0(ξ0) = 0,

(iii)|uε
0(x)| ≥ Cε

1

2 (|x− ξ0| ≥ C ′ε
1

2 ),

(iv)|uε
0(x)− 1|+ |uε′

0 (x)|+ |uε′′
0 (x)| ≤ εκCµ exp(−

√
µx

2 ) (x ≥ 1),

(v)|uε
0(x) + 1|+ |uε′

0 (x)|+ |uε′′
0 (x)| ≤ εκCµ exp(

√
µx

2 ) (x ≤ −1),

(0.2)

を満たすものと仮定する。

定理 0.1. 初期値 uε
0が (0.2)を満たし, ūε(t, x) := uε(ε−2γ− 1

2 t, x)とおく。この時、確率変数C(ω) ∈
L∞(Ω)と確率過程 {ξεt }が存在し、

P
(

任意の t ∈ [C(ω)ε2γ+
3

2 | log ε|, T ]に対し ‖ūε(t, ·)− χξε
t
(·)‖L2(R) ≤ δ

)

→ 1 (ε→ 0),

が任意の δ > 0と T > 0について成立する。 さらに確率過程 ξεt の C([0, T ],R)上での分布は ξt の
分布に弱収束し、ξt は確率微分方程式 (0.1)に従う。

定理 0.1により、界面はノイズがない場合と同じ O(ε| log ε|)の時間までに生成され、界面運動に
移行することがわかる。証明の大筋は、解 uε のエネルギー評価による。

多次元アレン・カーン方程式に対する界面の生成
次に多次元アレン・カーン方程式に対して界面の生成を証明する。ノイズ項として空間方向に滑ら

かな Q-ブラウン運動WQ(t, x)を用意し、εγẆQ(t, x)を採用した。
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定理 0.2. 解 uε の初期値が ‖u0‖∞ + ‖u′0‖∞ + ‖u′′0‖∞ ≤ C0 を満たす時、以下の収束を得る。

(i) lim
ε→0

P (全ての x ∈ Dに対して− 1− εκ ≤ uε(x,C1ε| log ε|) ≤ 1 + εκ) = 1

(ii) lim
ε→0

P (全ての u0(x) ≥ ε1−C1µを満たす x ∈ Dに対して uε(x,C1ε| log ε|) ≥ 1− εκ) = 1

(iii) lim
ε→0

P (全ての u0(x) ≤ ε1−C1µを満たす x ∈ Dに対して uε(x,C1ε| log ε|) ≤ −1 + εκ) = 1.

この場合も O(ε| log ε|)の非常に短い時刻において界面が生成されることを示した。定理 0.2を示
す過程において、偏微分方程式の最大値原理を応用し、確率偏微分方程式の比較定理を示した。これ
により優解と劣解が構成でき、定理が示される。

ディリクレ境界条件を持つ場合
最後に再び空間 1次元の場合を考察する。領域はD = [−1, 1]なる区間を考え、ディリクレ境界条

件 uε(±1) = ±1を持つような場合を扱う。外的ノイズ項は Ẇ ε(t, x) :=
√
2εγẆ (t, x)とし、Ẇ (t, x)

は区間 [−1, 1]上の時空ホワイトノイズとする。今、確率微分方程式 (0.1)に形式的に a ≡ 1を代入
すると、ξt = α1Btとなる。更に、発見的な議論ではあるが、ディリクレ境界条件のため極限におけ
る界面の運動は反射壁を持つブラウン運動になることが期待される。

定理 0.3. C([0, T ], L2[−1, 1])上の確率測度 P ε を ūε(t, x) := uε(ε−2γ− 1

2 t, x)の分布とし、P を確率
過程 χ√2B(α2

1
t) の分布とする。ここで B(t)は区間 [−1, 1]上の反射ブラウン運動であり、定数 α1は

f によって定まる。このとき、ε→ 0で P ε は P に C([0, T ], L2[−1, 1])上で弱収束する。

以上のように、ディリクレ境界条件を持つ場合であっても、適切な時間スケールのオーダーは
O(ε−2γ− 1

2 )であり、予想した通り界面の挙動は反射壁ブラウン運動となる。しかしながら境界付近
における界面の挙動の解析は、その特異性から容易ではない。我々はこの解を L2[−1, 1]-値のマルコ
フ過程と見做し、この解に対応するディリクレ形式の、χ√2B(α2

1
t)に対応する別のディリクレ形式へ

のモスコ収束を示した。この議論と確率測度の緊密性から、極限 ε → 0における界面の挙動を特定
した。
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