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前書き

本講義録は神戸大学において 1996年度に「p進体上の reductive代数群のadmissible

表現」というタイトルで行った集中講義の原稿に加筆・訂正したものです．内容とし
ては, W. Casselman氏のプレプリント「Introduction to the Theory of Admissible

Representations of p-adic Reductive Groups」([1])の前半部分 (第１章を除いて第
５章まで)の解説ですが, 全てを含んでいる訳ではありません．この Casselman 氏
のプレプリントは, p進代数群の表現論にとって極めて基本的で重要なもので頻繁
に引用されていて, 論文もしくは本として出版されることが多くの人々に望まれて
きましたが,プレプリントのままです．この講義録が, この不幸な状況を少しでも
改善し , p進体上の代数群の表現論を研究する若い日本人数学者の増加に役立つこ
とを望みます．
以下, 本書の内容について簡単に説明します．予備知識としては学部程度の代数
学と有限群の表現論程度であり,この分野について全く知らない人でも十分読める
と思います．また,証明もくどいと思われることを厭わず丁寧に書きました．(特に,

前半は) 第１章は, TDLC群 (totally disconnected, locally compact group)の表現
論の一般論についてまとめてあります．([1]の第２章にあたる）smooth, admissible

表現の定義から始め, ２種類の誘導表現と Frobeniusの相互律, Hecke 環の表現と
の対応, (distribution) character 等について全て証明付きで解説してあります．第
２章は, p 進体 F 上の reductive 代数群 G の F -valued points の群 G = G(F ) の
admissible 表現と Jacquet functorの基本的な定義と定理の解説です．この章では,

代数群の構造に関する幾つかの定理を [1]の第１章から証明なしで引用しています．
(岩澤分解, 岩堀分解等) 第１節では Jacquet functorが admissibilityを保つという
基本的な定理 (定理 2.10)の証明が目標です．Casselman 氏が p 進代数群の表現論
の “corner stone ”と言うほど大切な定理です．第２節では, Gの admissible表現 π

が supercuspidal 表現である (matrix coefficient が support compact mod center)

ということが, 全ての proper parabolic に対して π の Jacquet module が消える
ということと同値であるという定理を示している．(定理 2.20) この定理も普段当
たり前のものとして使われているが証明をきちんと述べると結構大変です．上記
の２つの定理より, G の既約 admissible 表現 の分類は、G の 既約 supercuspidal
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表現の分類と、G の parabolic subgroup P = MN に対し、M = M(F ) の既約
supercuspidal 表現 σ の G への parabolic induction の既約成分を求めることに、
還元されます．しかし , G = GLn(F ) の時は,どちらも分かっていますが他の古典
群ではランクの低い場合を除いて殆ど分かっていません．(まだまだ, やることは
たくさん残っている分野なのです．)

２年前の集中講義のの講義録が今頃出るのは, 筆者の怠慢以外の何者でもありま
せん．しかし , それでも出す価値があると, 周囲の方から励ましていただいたお蔭
でなんとか不完全ながらも完成にこぎつけることができました．なお最後になり
ましたが, この集中講義をする機会を与えて下さった山崎正氏, 途中の原稿に丁寧
に目を通していただいて貴重な助言をいただいた齋藤裕氏に心から感謝致します．

1998年 9月 3日
高橋 　哲也
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第1章 TDLC 群の表現論

1.1 基本概念の定義
この章では, totally disconnected, locally compact 群（略して TDLC 群）の表
現論の基本について述べる．([1]の §2 の内容．) 実際に考えるのは次の章で述べ
るように非アルキメデス的局所体 (non-Archimedean local field) F 上の代数群の
F -valued pointsのなす群の表現である．これらの群は TDLC 群であり,その表現
論の一般論は TDLC 群の表現論として述べることができる．

定義 1.1 位相群 Gが TDLC (totally disconnected, locally compact) 群であると
は, Gの 単位元の任意の近傍が コンパクト開部分群を含むことをいうのであるが,

ここでは条件を強めて G のコンパクト開部分群からなる可算集合 {Kn} で

1. K1 ⊃ K2 ⊃ · · · ⊃ Ki ⊃ · · ·

2. {Kn}が G の単位元の基本近傍系

となるものがあることとする．（可算集合という部分が条件が強くなっている．）こ
の可算性を仮定しないと証明に Zorn の補題が必要な部分があるので仮定に入れ
ておく．また, 応用上これで十分である．

例 1.1 以下の群は, TDLC 群である．

1. pro-finite group（⇐⇒ totally disconnected, compact group）
(但し , これは単位元の任意の近傍が コンパクト開部分群を含むという意味
での TDLC 群で考えて)

2. 非アルキメデス的局所体 F に対して, F , F×．（PF を F の整数環の極大イ
デアルとすると {P n

F }, {1 + P n
F }がそれぞれ単位元の基本近傍系）

3. Gを 非アルキメデス的局所体 F 上の代数群としたときGの F -valued points

のなす群 G(F )
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以下, 群 G は TDLC群と仮定する．また, G の表現は C 上の表現とする．即
ち, G の表現とは C 上のベクトル空間 V と G から AutC V への準同型 π から
なる組 (π, V ) のことである．V を省略して単に π と書くこともある．G の表現
(π, V ) に対して v ∈ V の固定化群を Gv, G の部分群 K に対して K-fixed vector

の成す部分空間を V K とおく．即ち,

Gv = {g ∈ G | π(g)v = v} (1.1)

V K = {v ∈ V | π(g)v = v ∀g ∈ K} (1.2)

定義 1.2 Gの表現 (π, V )が smoothであるとは ∀v ∈ V に対してGv が Gの 開
部分群となることである．この条件は V =

⋃∞
n=1 V Kn と同値である．({Kn}は単

位元の基本近傍系となるコンパクト開部分群の集合である．)

以下, TDLC 群の表現は全て smooth と仮定する．ここで扱う表現は無限次元
であることが普通である．しかし ,なんらかの有限性がなければ実際に扱うのは困
難である．そのための条件が admissibility である．

定義 1.3 (π, V ) を G の smooth 表現とする．

1. (π, V )が admissible⇐⇒
def
任意の G の 開部分群 K に対して, dimC V K < ∞

2. G の部分群 K に対して (π, V )が K-finite であるとは, ∀v ∈ V に対して v

はある有限次元 K 部分空間にはいることを言う．(V の部分空間 W が K

部分空間 ⇐⇒ π(k)w ∈ W for all k ∈ K,w ∈ W ) 言い換えると、∀v ∈ V に
対して dimC〈π(k)v | k ∈ K〉 < ∞が成り立つことである．(〈π(k)v | k ∈ K〉
は π(k)v (k ∈ K) で生成されるベクトル空間)

3. Z を G の中心 (center)とし , ω を Z の１次元表現とする．G の smooth 表
現 (π, V )が ω-表現であるとは, π(z)v = ω(z)v for all v ∈ V, z ∈ Z が成り立
つことをいう．このとき, ω を π の central character という．

4. (π, V )が既約 (irreducible)であるとは, V が {0} 以外に真の G 部分空間を
持たないことを言う．

admissible 表現は, V K が有限次元なので後に述べるように Hecke 環の理論が
使え, 指標が定義される等の利点がある．この admissible 表現についての基礎理
論を述べることがこの講義録の目的である．まず, admissible 表現の１つの特徴づ
けについて述べる．
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命題 1.1 (π, V )が G の admissible 表現
⇐⇒ 任意の コンパクト開部分群 K に対して π を K に制限すると各既約成分

は重複度有限, 即ち

V =
⊕

τ∈K̂

mττ as K-module (mτ ∈ Z≥0).

ここで, K̂ は, K の既約 smooth 表現の同値類の成す集合のことである．(K はコ
ンパクトだから既約 smooth 表現とは単に既約有限次元表現のことである．)

この証明には, 次の２つの補題を用いる．この２つの補題はそれ自体大切なもの
である．

補題 1.2 (π, V )を G の smooth 表現とする．G の コンパクト開部分群 K に対
して

pK(v) =
1

vol(K)

∫

K

π(k)v dk (1.3)

と定義する．

1. pK は, V から V K への射影である．

2. V の部分空間 V (K) を次のように定義する．

V (K) = 〈π(k)v − v | k ∈ K, v ∈ V 〉 (1.4)

このとき, V (K) = Ker pK である．

3. V = V K ⊕ V (K).

証明： 1. π : smooth よりKv = Gv ∩K とおくと K/Kv はコンパクトかつ離散
的で有限集合．よって,

pK(v) =
1

vol(K)

∫

K

π(k)v dk

=
1

vol(K)

∑

k∈K/Kv

vol(Kv)π(k)v

=
1

[K : Kv]

∑

k∈K/Kv

π(k)v (1.5)
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従って, pK(v)は実際には有限和で K の 測度 (measure)の取り方によらず定まる．

pK(v) ∈ V K , pK(v) = v for all v ∈ V K , p2
K = pK

は (1.5) より明らか．ゆえに, pK は, V から V K への射影である．
2. pK(π(k)v − v) = 0 より, V (K) ⊂ Ker pK．一方, (1.5) より

(1− pK)v =
1

[K : Kv]

∑

k∈K/Kv

(v − π(k)v)

従って, Ker pK = (1− pK)V ⊂ V (K)

3. 完全列

0 → (1− pK)V → V
pK→ pK V = V K → 0 (1.6)

は, pK : V K → V によって 分裂 (split) する．従って, V = V K ⊕ V (K).

補題 1.3 K をコンパクト TDLC群とすると,コンパクト正規開部分群の列 {Ki}
で単位元の基本近傍系となるものが存在する．

証明： {Ki}をコンパクト部分群の列で単位元の基本近傍系となるものとする．Ki

が開部分群だから K/Kiはコンパクトかつ離散的で有限集合．K ′
i =

⋂
k∈K/Ki

kKik
−1

とおけば, K ′
i はK の正規部分群で {K ′

i}が求めるコンパクト正規開部分群の列と
なる．

命題 1.1の証明を始めよう．まず, πが admissibleとし ,コンパクト開部分群 K

を固定する．補題 1.3 より K のコンパクト正規開部分群の列 {Ki} でK の単位
元の基本近傍系となるものがとれる．補題 1.2 より

V = V K1 ⊕ V (K1)

K1 は K の正規部分群だから ∀k ∈ K に対して

π(k) pK1
(v) =

1

vol(K1)

∫

K1

π(k)π(k′)v dk′

=
1

vol(K1)

∫

K1

π(kk′k−1)π(k)v dk′

= pK1
(π(k)v)

ゆえに, V (K1), V K1 は K 部分空間．π が admissible より V K1 は有限次元で
K/K1-加群と思えるから, K の既約表現の有限重複度の直和である．(K/K1 は有
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限群であることに注意．) Vi = ((V (K1)(K2) · · · (Ki))とおき, 以下この操作を繰り
返せば K-module として

V = V K1 ⊕ V K2
1 ⊕ · · · ⊕ V

Ki+1

i ⊕ · · ·

となり, V
Ki+1

i は有限次元で K の既約表現のうち Ki+1 上 trivialであるものの 有
限重複度の直和である．K の既約表現はある iに対して Ki 上 trivialだから V に
現れる K の既約表現は, ある iがあって V

Ki+1

i に含まれる．
逆に, V =

⊕
τ∈K̂

mττ (mτ < ∞)とする．G′ を Gのコンパクト開部分群とすると

V G′ ⊂ V Ki となる iが存在する．V Ki は, K/Ki-moduleだから仮定より有限次元
である．よって (π, V )は admissible である．

smooth 表現は, コンパクト開部分群 K に対して K-finiteであるが, admissible

表現に対してはより強く次が言える．

補題 1.4 Z を Gの center, H を H/H ∩Z がコンパクトとなる Gの閉部分群と
する．このとき, G の任意の admissible 表現は H-finite である．

証明： (π, V ) を G の admissible 表現, K を G のコンパクト開部分群とする．
V K は 有限次元で Z-不変である．また, K ∩H の H/H ∩Z への像は指数有限だ
から 〈π(h)v | h ∈ H, v ∈ V K〉は, 有限次元 H-不変空間である．

smooth表現の (π, V )の反傾表現 (contragredient representation)を定義しよう．
単純に (π, V )の algebraic dualをとっただけでは smoothにならないので smooth

な部分だけを取り出さなければならない．

定義 1.4 G の smooth 表現 (π, V )に対して (π∗, V ∗) を (π, V ) の algebraic dual

とする．即ち, V ∗ = HomC(V,C) とし , π∗ : G → Aut(V ∗) を

π∗(g)(v∗) = v∗ ◦ π(g−1)

と定義する．また, v∗(v) = 〈v, v∗〉 と書く．このとき定義より

〈π(g)v, π∗(g)v∗〉 = 〈v, v∗〉 (1.7)

が成り立つ．更に, V × V ∗ 上の pairing (v, v∗) 7→ 〈v, v∗〉 は非退化であることも
algebraic dual の定義より明らかである．

先程も述べたように (π∗, V ∗) は smooth とは限らない．contragredient を定義
するためにひとつ補題を準備する．

補題 1.5 G の任意のコンパクト開部分群 K に対して (V K)∗ = (V ∗)K
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証明： 分裂する完全列 (1.6) の dual を取って分裂する完全列

0 → (V K)∗ = (pK V )∗
p∗K→ V ∗ res→ (V (K))∗ = ((1− pK)V )∗ → 0

を得る．(p∗K : V ∗ → (V K)∗によって分裂する．)但し , (p∗K(v∗))(v) = v∗(pK(v)) for

v∗ ∈ V ∗, v ∈ V で resは制限写像を表す．Ker res = p∗K((V K)∗) = (V K)∗ =
def

V (K)⊥

とおくと,

v∗ ∈ V (K)⊥ ⇐⇒ v∗(π(k)v − v) = 0 ∀k, ∀v
⇐⇒ v∗(π(k)v) = v∗(v) ∀k, ∀v
⇐⇒ π∗(k−1)v∗ = v∗ ∀k, ∀v
⇐⇒ v∗ ∈ (V ∗)K

より V (K)⊥ = (V ∗)K を得る．よって (V K)∗ = (V ∗)K である．

定義 1.5 smooth 表現 (π, V )に対し ,

Ṽ = V ∗
smooth =

⋃
K:cpt open

p∗K((V K)∗), π̃(g) = π∗(g)|Ṽ

と定義し (π̃, Ṽ )を (π, V )の反傾表現 (contragredient representation)と呼ぶ．(但
し , π∗(g)|Ṽ は π∗(g) の Ṽ への制限を表す．) 定義より明らかに (π̃, Ṽ )は smooth

である．

V × V ∗ 上の pairing (v, v∗) 7→ 〈v, v∗〉は非退化であったが V ∗ を Ṽ に制限して
も非退化である．

補題 1.6 pairing V × Ṽ 上の pairing (v, ṽ) 7→ 〈v, ṽ〉は非退化である．

証明： 〈v, ṽ〉 = 0 for ∀ṽ ∈ Ṽ =⇒ v = 0 を示す．v ∈ V K となるコンパクト開
部分群 K をとる．V K × (V K)∗ 上の pairing (v, ṽ) 7→ 〈v, ṽ〉 は非退化で (V K)∗ =

(V ∗)K = Ṽ K より v = 0.

admissibilityは contragredient をとることで保たれる．

命題 1.7 (π, V ) : smooth 表現につき以下は同値である．

1. (π, V )が admissible

2. (π̃, Ṽ )が admissible

3. V → ˜̃V (canonical injection)が全射
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証明： 1 ⇐⇒ 2は, dim Ṽ K = dim V K より直ちに従う．
1 ⇐⇒ 3 は, V =

⋃
V K , Ṽ =

⋃
(V ∗)K より V K → (V K)∗∗ (canonical injection)

が V K が 有限次元のときのみ全射になることを示せばよい．これは, 一般のベク
トル空間 W について

W ' W ∗∗ ⇐⇒ dim W < ∞
がなりたつことより従う．

ユニタリー表現の話はこの講義録では深く触れないので定義のみを書いておく．

定義 1.6 G の smooth 表現 (π, V )は V 上に正定値 G-invariant Hermitian form

が存在するときユニタリー表現であると言う．定義より明らかに (π, V )がユニタ
リー表現のときは (π̃, Ṽ ) ' (π, V ) である。

最後に表現の matrix coefficient , supercuspidal 表現の定義をしておく．

定義 1.7 (π, V ) を G の smooth 表現とする．v ∈ V , ṽ ∈ Ṽ に対して
fv,ṽ(g) = 〈π(g)v, ṽ〉 とおく．fv,ṽ の形の G 上の関数を π の matrix coefficient と
いう．

定義 1.8 (π, V ) を G の admissible 表現, Z を G の center(中心) とする．π が
supercuspidalであるとは, π の 任意の matrix coefficient fv,ṽ の supportがコンパ
クト mod Z, 即ち, G のあるコンパクト集合 C が存在して Supp fv,ṽ ⊂ ZC が成
り立つことを言う．

1.2 Hecke 環の表現との関係
TDLC 群 G の表現は, G の Hecke 環の表現と深い関係がある．まず G の測度

と modulus characterについてまとめておく．

定義 1.9 TDLC 群 Gに対して δG ∈ Hom(G,Q×+) を

δG(g) = [gKg−1 : K] (K : compact open)

によって定義する．但し , [gKg−1 : K] = [gKg−1 : K∩gKg−1]/[K : K∩gKg−1]で
ある．まず, K の取り方によらないことは K ′ を別のコンパクト開部分群とすると
[gKg−1 : gK ′g−1] = [K : K ′]よりわかる．また gKg−1/K∩gKg−1はコンパクトか
つ離散的だから有限集合である．よって δG(g) ∈ Q×+ である．δG(xy) = δG(x)δG(y)

も定義より明らかである．
δG を G の modulus character という．



8 第 1章 TDLC 群の表現論

例 1.2 Gが以下のような群の場合は δG = 1である．δG = 1である群は unimod-

ular と呼ばれる．

1. Gがアーベル群のとき．(明らか．)

2. Gがコンパクト群のとき．(K = G ととればよい．)

3. G = [G,G] のとき．(δG はアーベル群への準同型だから．)

4. Z を Gの centerとするとき G/Z がコンパクト．(δG(z) = 1 for z ∈ Z より
δG は G/Z を factor through するから．)

5. ある Gのコンパクト開部分群 H に対して G = [G,G] NorG(H)となるとき．
(∵ H 上 δG = 1 で δG はアーベル群への準同型だから δG = 1 on NorG(H)．
但し , NorG(H) = {g ∈ G | gHg−1 = H}．)

以下,とくに断らないかぎり, Gの測度は右不変測度をとることとする．modulus

character δG は Gの左不変測度と右不変測度の ‘ずれ’をはかっているものである．
即ち,

補題 1.8 f を G 上の locally constant, compactly supported function とする．
g′ ∈ Gに対して

∫

G

f(g′g) dg = δG(g′)−1

∫

G

f(g) dg (1.8)

が成り立つ．従って, δ−1
G dg は左不変測度である．

証明： f は locally constant, compactly supported だから f(kx) = f(x) for

k ∈ K, x ∈ Supp f となるコンパクト開部分群 K がある．
∫

G

f(g′g) dg = vol(g′−1
Kg′)

∑

g∈g′−1Kg′\G
f(g′g)

(f が compactly supported より有限和)

= vol(g′−1
Kg′)

∑

g1∈K\G
f(g1) (G =

∐

g∈g′−1Kg′\G
g′−1

Kg′g =
∐

g∈K\G
Kg′g)

=
vol(g′−1Kg′)

vol(K)

∫

G

f(g1) dg1

= δG(g′)−1

∫

G

f(g) dg
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注意 1.1 [2], [3] 等では左不変測度をとっていて modulus character も上の記号
でいえば δ−1

G となっている．比較して読まれる際には注意していただきたい．

定義 1.10 1. TDLC 群 Gに対して

H(G) = {f : G → C | f locally constant, compactly supported}

とし , H(G)に積を f1, f2 ∈ H(G)に対し

(f1 ∗ f2) =

∫

G

f1(gg−1
0 )f2(g0) dg0

によっていれる． この C-algebra を G の Hecke 環 という．(勿論, 一般に
は非可換)

2. K を G のコンパクト開部分群とする．

H(G,K) = {f ∈ H(G) | f(k1gk2) = f(g) for all k1, k2 ∈ K}

と定義する。H(G,K)は H(G) の subalgebra で

H(G) =
⋃

K:cpt open

H(G,K)

が成り立つ。

3. G の center Z の１次元表現 ω に対して

H(G)ω =

{
f : G → C

∣∣∣∣∣
f locally constant, compactly supported mod Z

f(zg) = ω−1(z)f(g) ∀z ∈ Z

}

と定義し , H(G)ω に積を f1, f2 ∈ H(G)ω に対し

(f1 ∗ω f2)(g) =

∫

G/Z

f1(gg−1
0 )f2(g0) dg0

によっていれる．H(G)ω も C-algebra である．

注意 1.2 H(G,K)のことを Hecke環と呼ぶのが普通である．H(G)は Schwartz-

Bruhat space ともよばれ, このときは Cc(G) と書かれる．

H(G)には単位元は存在しないが H(G,K)には単位元が存在する．
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補題 1.9 chK を K の特性関数 (characteristic function)とする．

eK =
1

vol(K)
chK (1.9)

とおくと eK は H(G,K) の単位元となる．

証明： f ∈ H(G,K)に対して

(f ∗ eK)(g) =

∫

G

f(gg−1
0 )

1

vol K
chK(g0) dg0

=
1

vol(K)

∫

K

f(gk−1) dk

=
1

vol(K)

∫

K

f(g) dk

= f(g)

eK ∗ f = f も同様に示せる．

(π, V )を G の smooth 表現とする．このとき V は自然に H(G)-加群と思える．
即ち, f ∈ H(G)に対して

π(f)v =
def

∫

G

f(g)π(g)v dg (1.10)

と定義する．(右辺は実際には有限和である．)

同様に, G の ω-表現 (π, V )は f ∈ H(G)ω に対して

π(f)v =
def

∫

G/Z

f(g)π(g)v dg (1.11)

と定義することにより自然に H(G)ω-加群と思える．

補題 1.10 f → π(f) は H(G), (H(G)ω) から EndC V への algebra homomor-

phism である．

証明： f1, f2 ∈ H(G)に対して π(f1 ∗ f2) = π(f1)π(f2)が成り立つことを言えば
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よい．

π(f1)(π(f2)v) = π(f1)

∫

G

f2(g)π(g)v dg

=

∫

G

∫

G

f1(g
′)f2(g)π(g′g)v dg dg′

=

∫

G

f2(g)

∫

G

f1(g
′)π(g′g)v dg′dg (積分の順序交換)

=

∫

G

f2(g)

∫

G

f1(g
′′g−1)π(g′′)v dg′′dg (g′′ = g′g)

=

∫

G

(f1 ∗ f2)(g
′′)π(g′′)v dg′′ (積分の順序交換)

= π(f1 ∗ f2)v

(実際には有限和だから積分の順序交換は何の問題もない．) H(G)ω に対しても全
く同様に示すことができる．

このように G の smooth 表現は H(G) の表現とも思えるのである．以下, 両者
の密接な関係についてみていく．

補題 1.11 (πi, Vi) (i = 1, 2) を G の smooth 表現とすると

HomG(V1, V2) = HomH(G)(V1, V2)

が成り立つ．

証明： (⊂) ϕ : V1 → V2 を G-morphism とする．即ち, ϕ ◦ π1 = π2 ◦ ϕ とする．
v を固定すると πi(f)v は 有限個の g についての πi(g)v の和として表されるから
ϕ ◦ π1(f) = π2(f) ◦ ϕ

(⊃) ϕ : V1 → V2 を H(G)-morphism とする．v ∈ V1 と x ∈ G を任意に
取る．πi は smooth だから G のコンパクト開部分群 K で v, π1(x)v ∈ V K

1 ,

ϕ(v), π2(x)ϕ(v) ∈ V K
2 となるものが取れる．f = vol(KxK)−1chKxK ∈ H(G,K)

と f を定義すると

π1(f)v =
1

vol(KxK)

∫

KxK

π1(g)v dg

= π1(x)v (∵ v, π1(x)v ∈ V K)

となり, また π2(f)ϕ(v) = π2(x)ϕ(v) も同様に成り立つ．ϕは H(G)-morphism よ
り ϕ(π1(f)v) = π2(f)ϕ(v)．よって ϕ(π1(x)v) = π2(x)ϕ(v)が任意の x, v に対して
成り立つ．
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注意 1.3 1. π(eK)は V から V K への 射影 pK (cf. (1.3)) と一致する．

2. 1. より V K = π(eK)V だから V K は H(G,K)-subspaceである．(∵ π(f)v =

π(eK)π(f)v ∈ V K for f ∈ H(G,K))

3. eK ∗ H(G) ∗ eK = H(G,K)が成り立つ．(定義より明らか．)

4. (π, V )が ω-表現のときは

HomG(V1, V2) = HomH(G)ω(V1, V2)

が成り立つ．証明は, 補題 1.11 と全く同じようにできる．

補題 1.12 (π, V ) が G の既約 smooth 表現で V K 6= 0 とすると (π|H(G,K), V
K)

は既約 H(G,K)-module である．

証明： 0 6= v ∈ V K となる vをとる．補題 1.11より V は既約H(G)-moduleであ
る．よって H(G)v = V (H(G)v = {π(f)v | f ∈ H(G)})となる．また, 上の注意を
使うと eK ∗H(G)v = π(eK)V = V K で 更に v ∈ V K を使うと eK ∗H(G)∗eK(v) =

H(G,K)V = V K . よって V K は既約 H(G,K)-module である．

上の補題より H(G, K) の構造がよくわかる K に対しては K-fixed vectorをも
つ Gの表現は “わかる”．例えば Gが 簡約代数群 (reductive algebraic group) の
F -valued pointsのなす群のときK が極大コンパクト部分群,あるいは岩堀部分群
ならば H(G,K) の構造がわかっていてK-fixed vector をもつ G の既約表現もか
なりわかる．(cf. [50], [54])

補題 1.13 G の既約 smooth 表現 (πi, Vi) (i = 1, 2)が V K
i 6= 0 を満たすとする．

(π1|H(G,K), V
K
1 )と (π2|H(G,K), V

K
2 )が H(G,K)-moduleとして同型ならば π1 と π2

は G の表現として同型である．

証明： (πi|H(G,K), V
K
i ) = π̄iとおく．̄π1 ' π̄2 asH(G,K)-moduleだからH(G,K)-

isomorphism Φ : V K
1 → V K

2 が存在する．0 6= v1 ∈ V K
1 となる v1をとり v2 = Φ(v1)

とおく．このとき, 次が成り立つ．

任意の f ∈ H(G)に対してπ1(f)v1 = 0 ならば π2(f)v2 = 0 (∗)

(証明はあとでする．) これをみとめると写像

V1 → V2

π1(f)v1 7→ π2(f)v2
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が well-defined, non-zero H(G)-morphism になる．Vi は既約よりこの写像は同型
である．

(∗) の証明: H(G) の Vi への作用を πi を省略して書く．即ち, πi(f)vi = f(vi)

と書く．まず

f(v1) = 0 ⇐⇒ eK ∗ H(G) ∗ f(v1) = 0 (∗∗)

を示す．(=⇒) は明らかなので (⇐=) を示せばよい．f(v1) 6= 0 とすると V1 が既
約より H(G) ∗ f(v1) = V1．注意 1.3 1. より eK ∗ H(G) ∗ f(v1) = V K

1 ．仮定より
V K

1 6= 0 なので eK ∗ H(G) ∗ f(v1) 6= 0

(∗∗) を用いると

f(v1) = 0
∗∗⇐⇒ eK ∗ H(G) ∗ f(v1) = eK ∗ H(G) ∗ f ∗ eK(v1) = 0

↓ Φ

f(v2) = 0
∗∗⇐⇒ eK ∗ H(G) ∗ f(v2) = eK ∗ H(G) ∗ f ∗ eK(v2) = 0

よって (∗)が示せた．

この補題の系として既約 admissible 表現に対する Schur’s Lemmaが示される．

系 1.14 (π, V )を Gの既約 admissible表現とする．intertwining map f : V → V

はスカラーである．即ち, HomG(V, V ) = C である．

証明： V K 6= 0となる K をとる．(π, V )は admissibleだから dim V K < ∞．補
題 1.12,1.13 より HomH(G,K)(V

K , V K) = C を示せばよいがこれは普通の Schur’s

Lemma である．

Schur’s Lemma の系として次が成り立つ．

系 1.15 (π, V )を Gの既約 admissible 表現とすると,ある Z の１次元表現 ωが
あって π は ω-表現である．

次に admissible 表現に対して表現の指標 (character)が定義できることを示す．
但し ,ここでいう characterとは distributionのことで G 上で定義される function

ではないが, 標数 0 の 非アルキメデス的局所体F 上の簡約代数群 G の F -valued

points のなす群 G(F ) に対しては G(F ) の dense open set 上の関数とみなせる．
(2.1参照のこと．)

補題 1.16 (π, V ) を smooth 表現とすると以下は同値.

1. (π, V )は admissible
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2. 任意の f ∈ H(G)に対して dim Im π(f) < ∞
証明： (1 ⇒ 2) (π, V ) admissible より任意のコンパクト開部分群 K に対して
dim V K = dim Im π(eK) < ∞ である．f ∈ H(G) に対して f ∈ H(G,K) となる
K をとると H(G, K) = eK ∗ H(G) ∗ eK より f = eK ∗ f ′ ∗ eK と書ける．従って
Im π(f) ⊂ Im π(eK)． よって dim Im π(f) < ∞．

(2 ⇒ 1) eK ∈ H(G,K) ⊂ H(G) で V K = Im π(eK) より dim V K < ∞．よって
(π, V )は admissible．

定義 1.11 上の補題よりG の admissible 表現 (π, V )に対して

tr π :H(G)→C
f 7→ tr π(f)

が定義できる．(Im π(f)が有限次元だから普通のトレースがとれる．)この tr π ∈
HomC(H(G),C) を π の (distribution) character という．

命題 1.17 π1, . . . , πm を G の既約 admissible 表現で, 互いに同値でないものと
する (πi 6' πj if i 6= j)．このとき, tr π1, . . . , tr πm は１次独立である．即ち,

n∑
i=1

ci tr πi(f) = 0 ∀f ∈ H(G) =⇒ c1 = · · · = cn = 0

この証明は長いので先にこの命題から直ちにわかる系を述べておこう．

系 1.18 distribution character は既約 admissible 表現の同値類を決定する．即
ち, π1, π2 を G の既約 admissible 表現とすると

tr π1 = tr π2 ⇐⇒ π1 ∼ π2

命題 1.17の証明を始める．Gの既約 admissible 表現 (πi, Vi) (i = 1, . . . , m)に
対してコンパクト開部分群 K を V K

i 6= 0 (i = 1, . . . , m) となるようにとる．補
題 1.12, 1.13 より π̄i = (πi|H(G,K), V

K
i )は既約 H(G, K)-module で π̄i はどの２つ

も互いに同値でない．従って, tr π̄i が１次独立を言えばよい．H(G,K) は単位元
をもつ C-algebra であり, あとは単位元をもつ C-algebra の一般論から証明でき
る．以下この証明中は R を単位元をもつ C-algebraとする．いくつか補題を用意
する．

補題 1.19 (ρ, V ) を R の既約有限次元表現, A ⊂ EndC V を ρ(R)A ⊂ A となる
加法群とする．このとき, 任意の {u1, . . . , un} (ui ∈ V )に対して

A⊥ +
n∑

i=1

Cui = ({u1, . . . , un}⊥ ∩ A)⊥
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が成り立つ．但し , S ⊂ V に対して S⊥ = {a ∈ EndC V | aS = 0}, T ⊂ EndC V に
対して 　T⊥ = {v ∈ V | Tv = 0} とする．
証明： nに関する帰納法で示す．n = 1 のとき (u⊥1 ∩ A)(A⊥ + Cu1) = 0は明ら
か．ゆえに, A⊥ +Cu1 ⊂ (u⊥1 ∩A)⊥．逆の包含関係を示す．v ∈ (u⊥1 ∩A)⊥ とする．
ρ(R)A ⊂ AよりAu1 は V の R-部分加群である． V の既約性より Au1 = {0} ま
たは V = Au1 である．V = Au1 のとき au1 7→ av が V から自分自身への R-同型
を定義する．Schur’s Lemmaよりこの写像はスカラー倍なので av = cau1 (∀a ∈ A)

となる c ∈ Cが存在する．ゆえに, v ∈ A⊥ +Cu1. Au1 = {0} のときは v ∈ A⊥ よ
り明らかである．

n− 1 のときに主張が正しいとする．即ち,

A⊥ +
n−1∑
i=1

Cui = ({u1, . . . , un−1}⊥ ∩ A)⊥ (1.12)

と仮定する．A′ = {u1, . . . , un−1}⊥ ∩ A とおく．A′ は A の部分群で ρ(R)A′ ⊂ A′

が成り立つ．従って, n = 1 のときの結果が使えて A′⊥ + Cun = (u⊥n ∩ A′)⊥ を得
る．u⊥n ∩ A′ = {u1, . . . , un}⊥ ∩ A と (1.12) より

({u1, . . . , un}⊥ ∩ A)⊥ = A′⊥ + Cun

= ({u1, . . . , un−1}⊥ ∩ A)⊥ + Cun

= A⊥ +
n∑

i=1

Cui

注意 1.4 上の補題と次の補題の 1 の証明は [71] (p. 27–28)から引用した．

補題 1.20 R を単位元 1 = 1R を持つ C-algebra とする．

1. (ρ, V ) を R の既約 n 次元表現, (dimC V = n) とし , M = Ker ρ とおく．こ
のとき

R/M = End V ' Mn(C)

2. (ρi, Vi) (i = 1, 2) を R の既約 ni 次元表現とする．Mi = Ker ρi としたとき
M1 = M2 =⇒ ρ1 ∼ ρ2

3. (ρi, Vi) (1 ≤ i ≤ N)を Rの互いに同型でない既約 ni 次元表現とする．Rか
ら R/Mi (Mi = Ker ρi) への 射影を pi とすると写像

R −→
N∏

i=1

R/Mi

r 7−→ (pi(r))
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の kernelは
N⋂

i=1

Mi なので,

R

/ N⋂
i=1

Mi −→
N∏

i=1

R/Mi

が得られるのが, この写像は全単射である．

証明： 1. R̃ = R/M とおき, R̃ ⊂ End V とみなす．{x1, . . . , xn}, {y1, . . . , yn}が
共に１次独立であるとき rxi = yi (1 ≤ i ≤ n) となる r ∈ R̃ が存在することを示
せばよい．Sj =

∑
i 6=j Cxi とおくと, 補題 1.19 より

((S⊥j ) ∩ R̃)⊥ = R̃⊥ + Sj

R̃⊥ は V の R-部分加群だから V の既約性より R̃⊥ = 0．よって xj /∈ ((S⊥j )∩ R̃)⊥

(xj /∈ Sj に注意) ゆえに,

{
rjxi = 0 (i 6= j)

rjxj = uj 6= 0

となる rj が存在する．V は既約だから ajuj = yj となる aj ∈ R がある．r =∑n
j=1 ajrj とおくと rxj = yj (1 ≤ j ≤ n)．
2. 1. より ρi が同型写像 R/Mi → End Vi を 誘導する．これを ρ̄i とし , ρ̄ =

ρ̄1 ◦ ρ̄−1
2 とおく．(ρi = ρ̄i ◦ pi)．M1 = M2 とすると End V1 ' End V2 だから

dim V1 = dim V2．この次元を n とおく．このとき End Vi ' Mn(C) である．C-

同型 V2 ' Cn と, ϕ : V1 → V2 をひとつとって固定し , Φ : End V1 → End V2 を
Φ(f) = ϕ ◦ f ◦ ϕ−1 と定義する．このとき, Φ ◦ ρ̄ ∈ Aut(End V2) = Aut(Mn(C))．
Skolem-Noetherの定理より α ∈ GLn(C)で Φ ◦ ρ̄ = Intα となるものがある．但し ,

Intα(x) = α−1xα (x ∈ Mn(C)) である．ゆえに,

ϕ ◦ ρ̄(ρ2(r)) ◦ ϕ−1 = α−1 ◦ ρ2(r) ◦ α for r ∈ R

となり, (α ◦ ϕ) ◦ ρ1(r) = ρ2(r) ◦ (α ◦ ϕ) を得る．よって ρ1 ∼ ρ2．
3. Chinese Remainder Theorem の証明と同様に

Mi +
⋂

j 6=i

Mj = R for all i

を示せばよい．N に関する帰納法で証明する．MN +
⋂

j 6=N

Mj ( R と仮定し矛盾

を導く．左辺は MN を含む両側イデアルであり, また R/MN は C 上の 単純代
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数 (simple algebra)だから MN +
⋂

j 6=N

Mj = MN となる．ゆえに,
⋂

j 6=N

Mj ⊂ MN を

得る．従って, R から R
/ ⋂

j 6=N

Mj への 射影を p とすると全射 ϕ : R
/ ⋂

j 6=N

Mj

→ R/MN で pN = ϕ ◦ pとなるものが存在する．また, 帰納法の仮定より同型写像
ι : R

/ ⋂
j 6=N

Mj →
∏

j 6=N

R/Mj で ι ◦ p =
∏

j 6=N pj となるものが存在する．

∏
j 6=N R/Mj

Q
j 6=N pj←− R

pN−→ R/MN

‖ ↓ p ‖∏
j 6=N R/Mj

ι←− R/
⋂

j 6=N Mj
ϕ−→ R/MN

ej を R/Mj の単位元とする．{ej | j 6= N}は ∏
j 6=N

R/Mj の 互いに直交する中心

的巾等元 (orthogonal central idempotent)で,
∑

j 6=N

ej が
∏

j 6=N

R/Mj の単位元である

ことに注意すると

pN(1R) = ϕ ◦ p(1R)

= ϕ(ι−1(
∑

j 6=N

ej))

=
∑

j 6=N

(ϕ ◦ ι−1)(ej)

が得られる．R/MN は 単純で ϕ ◦ ι−1(ej) は中心的巾等元だからある j が存在し
て ϕ ◦ ι−1(ei) = 0 (i 6= j) となる．

pN(r) = rpN(1R) = rϕ ◦ ι−1(ej) = ϕ ◦ ι−1(rej)

だから, rej = 0 =⇒ pN(r) = 0 を得る．rej = 0 ⇐⇒ pj(r) = 0 より Mj ⊂ MN

となるが, R/Mj は 単純だから Mj = MN．2. より ρj ∼ ρN となって仮定に反す
る．

この補題の系として次が得られて, 命題の証明が完了する．

系 1.21 {tr ρi | 1 ≤ i ≤ N}は１次独立．

証明：
∑N

i=1 ci tr ρi(r) = 0 とする．補題 1.20 3. より r ∈ R で




pi(r) =
1

ni

1R/Mi

pj(r) = 0 j 6= i
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となるものが存在する．この r に対して

tr ρj(r) = tr ρ̄j(pj(r)) =

{
1 j = i

0 j 6= i

が成り立つ．ゆえに, ci = 0 (1 ≤ i ≤ N)．

1.3 誘導表現と Frobenius reciprocity

この節では２種類の誘導表現 (inductionと compact induction)とFrobenius reci-

procityについて述べる．

定義 1.12 TDLC 群 G と C 上のベクトル空間 W に対して

C(G,W ) = {f : G → W | f は locally constant}

CR(G,W ) =

{
f ∈ C(G, W )

∣∣∣∣∣
∃K :コンパクト開部分群 s.t.

f(gk) = f(g) ∀k ∈ K, ∀g ∈ G

}

CL(G,W ) =

{
f ∈ C(G, W )

∣∣∣∣∣
∃K :コンパクト開部分群 s.t.

f(kg) = f(g) ∀k ∈ K, ∀g ∈ G

}

Cc(G,W ) = {f ∈ C(G,W ) | f compactly supported}

と定義する．G は左から R(g) ,右から L(g) で C(G,W ) に作用する．但し ,

(R(g)f)(x) = f(xg), (L(g)f)(x) = f(gx) とそれぞれ右移動, 左移動を表す．

補題 1.22 上記の記号のもとで,

Cc(G,W ) ⊂ CR(G,W ) ∩ CL(G,W )

証明： Cc(G,W ) ⊂ CR(G, W ) を示す． f ∈ Cc(G,W ), g ∈ Supp f とする．f

は locally constant だから g によって決まるコンパクト開部分群 Kg で f(gk) =

f(g) ∀k ∈ Kg となるものがある．
⋃

g∈Supp f

gKg は Supp f の開被覆であるが Supp f

はコンパクトより有限個の gi があって Supp f =
⋃

finite

giKgi
となる．K =

⋂
i

Kgi

とおくと ki ∈ Kgi
にたいして f(gikik) = f(giki) ∀k ∈ K となる．よって f ∈

Cc(G,W )R(K) ⊂ CR(G,W )．(Cc(G, W )R(K) は 右 K-不変な Cc(G,W ) の元の成
す集合) Cc(G,W ) ⊂ CL(G,W ) も同様に示せる．

２種類の誘導表現の定義をする．
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定義 1.13 H を G の閉部分群, (σ,W ) を H の smooth 表現とする．

V = {f ∈ CR(G,W ) | f(hg) = σ(h)f(g) ∀h ∈ H, ∀g ∈ G}

Vc =

{
f ∈ CR(G,W )

∣∣∣∣∣
f(hg) = σ(h)f(g) ∀h ∈ H, ∀g ∈ G

Supp f ⊂ HC, for ∃C : compact set

}

とおく．Vc ⊂ V が成り立つ．V , Vc は smooth R(G) moduleであることも明らか．

indG
H σ

def
= (R, V ) (1.13)

c-indG
H σ

def
= (R, Vc) (1.14)

と定義し indG
H σ を H の表現 σ の G への誘導表現, c-indG

H を H の表現 σ の G

へのコンパクト誘導表現とよぶ．

注意 1.5 (1) 定義より明らかに H\G がコンパクトのときは, indG
H と c-indG

H は
一致する．従って, 第２章で扱う parabolic inductionでは両者の区別はなくなる．

(2) ここで定義した誘導表現は, unnormalized version と呼ぶべきものである．
第２章で定義する parabolic inductionでは σ を modulus characterでひねってい
る．詳しくは第２章を見よ．またここで用いた記号 ind, c-ind は一般的なもので
はない．([1] では indは Ind, c-indは Indc という記号が用いられている．)

上で定義した V, Vc に対して K-fixed subspace を調べる．

補題 1.23 K を G のコンパクト開部分群とする．x ∈ Gに対して

Vx =

{
f ∈ V

∣∣∣∣∣
Supp f ⊂ HxK

f(hxk) = σ(h)f(x) ∀h ∈ H, ∀k ∈ K

}

と定義する．このとき,
Vx ' WH∩xKx−1

f 7→ f(x)

が成り立つ．

証明： f ∈ Vx に対して, h ∈ H ∩ xKx−1, 即ち k ∈ K があって h = xkx−1 とす
ると,

σ(h)f(x) = f(hx)

= f(xkx−1x)

= f(x)
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となる．従って, f(x) ∈ WH∩xKx−1
．f ∈ Vx は f(x) のみで決まるので単射は明ら

か．全射を示す．w ∈ WH∩xKx−1
に対し f を

{
f(hxk) = σ(h)w h ∈ H, k ∈ K

f(x) = 0 x /∈ HxK

と定義する．これが well-defined を示せばよい．hxk = h′xk′ とすると h−1h′ =

xkk′−1x ∈ H ∩ xKx−1 となる．従って,

f(h′xk′) = σ(h′)w

= σ(h)σ(h−1h′)w

= σ(h)w

よって, f の well-definedが言えて, 全射が証明された．

補題 1.24 XK = H\G/K,X∗
K = {x ∈ XK | WH∩xKx−1 6= 0} とおく．このとき,

図式
V K −−−→ ∏

x∈X∗
K

Vx −−−→
∏

x∈X∗
K

WH∩xKx−1

x
x

x
V K

c −−−→ ⊕
x∈X∗

K

Vx −−−→
⊕

x∈X∗
K

WH∩xKx−1

において横の列の写像は全て全単射である．但し , 横の列の写像は

fx =

{
f |HxK on HxK

0 outside of HxK

として
f 7→ (fx)x∈X∗

K
7→ (f(x))x∈X∗

K

によって定まる写像であり, 縦の列は自然な inclusion である．

証明： 右側の写像については補題 1.23 より明らかである．また上の列の左側
の写像が全単射であることは V K , Vx の定義より明らかである．下の列の左側の
写像が全単射であることを示す．f ∈ V K

c とし x ∈ Supp f とする．このとき,

HxK ⊂ Supp f であるから

Supp f ⊂ H (cpt set) ⇐⇒ f は有限個の x ∈ X∗
K に対してのみ f(x) 6= 0

よって, f 7→ (fx)x∈X∗
K
を V K

c に制限すると
⊕

x∈X∗
K

Vx への全単射になる．
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系 1.25 σ が admissible とすると

dim V K < ∞⇐⇒ dim V K
c < ∞⇐⇒ |X∗

K | < ∞

が成り立つ．またこの条件のうち１つ（全部）が成り立つとき V K = Vc
K である．

証明： σ が admissible より dim WH∩xKx−1
< ∞ 従って, 上の補題より直ちにわ

かる．

上の系と補題 1.24 より次の命題が従う．

命題 1.26 σ が H の admissible 表現であるとき, 次の 1.- 4. は同値である．

1. indG
H σ = c-indG

H σ．

2. indG
H σ が admissible 表現である．

3. c-indG
H σ が admissible 表現である．

4. |X∗
K | < ∞が任意のコンパクト開部分群 K に対して成り立つ．

定理 1.27 (Frobenius reciprocity 1) H を G の閉部分群, (σ,W ) を H の
smooth表現, (π, V ) を G の smooth表現とする．このとき,

Λ : HomG(π, indG
H σ)

∼−→HomH(π|H , σ)

Φ 7−→λ ◦ Φ

が成り立つ．但し , λ : indG
H σ → W は λ(f) = f(1) で定まる写像である．

証明： 逆写像を作る．F ∈ HomH(π|H ,W ) に対して ΨF : V → indG
H σ を

ΨF (v) = Φv (Φv(g) = F (π(g)v))と定義する．h ∈ H, g ∈ Gに対して F (π(h)v) =

σ(h)F (v)だから

Φv(hg) = F (π(hg)v)

= σ(h)Φv(g)

よって Φv ∈ indG
H σ．ΨF が G-hom なのは明らか．故に, ΨF ∈ HomG(π, indG

H σ)．
Ψ : HomH(π|H , σ) → HomG(π, indG

H σ) を Ψ(F ) = ΨF と定義する．Ψ と Λ が互
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いに逆写像であることを示す．

(((Ψ ◦ Λ)(Φ))(v))(g) = (Ψ((λ ◦ Φ)(v)))(g)

= (λ ◦ Φ)(π(g)v)

= Φ(π(g)v)(1)

= R(g)Φ(v)(1)

= Φ(v)(g),

((Λ ◦Ψ)(F ))(v) = Λ(ΨF (v))

= Φv(1)

= F (v)

よって Λは逆写像を持つので全単射である．

誘導表現に関する連鎖律は直接示せるが, Frobenius reciprocity から簡単にわ
かる．

系 1.28 H1 を G の閉部分群, H2 を H1 の閉部分群, σ をH2 の smooth 表現と
すると

indG
H1

indH1
H2

σ ' indG
H2

σ, c-indG
H1

c-indH1
H2

σ ' c-indG
H2

σ

が成り立つ

証明： adjoint functor の一意性より functor の合成の adjointは adjoint functor

の向きを逆にした合成になることと functor を represent する object の同型を除
いた一意性とを使うと, 定理 1.27 より indG

H1
indH1

H2
σ ' indG

H2
σ が得られる．コン

パクト誘導表現については, 加えて supportの条件をチェックすればよいがこれは
明らかである．

コンパクト誘導表現に関する次の結果もよく用いられる．

命題 1.29 H を G の閉部分群とする．f , f ′ ∈ H(G), ϕ ∈ H(H)に対して

(LH(ϕ)f)(x) =

∫

H

ϕ(h)f(hx) dh, (R(f ′)f)(x) =

∫

G

f ′(g)f(xg) dg

と定義する．このとき,

H(G)⊗H(H) (σ ⊗ δ−1
H ) ' c-indG

H σ as H(G)-module

が成り立つ．但し , H(H) は H(G) に右から LH で作用していると思い, 左辺は
f ′ · (f ⊗ w) = R(f ′)f ⊗ w で H(G)-module とみている．
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証明： σ の表現空間を W とする．f ∈ H(G) と w ∈ W に対して G 上の関数
Ff,w を Ff,w(g) =

∫
H

f(hg)σ(h−1)w dh と定義する．h′ ∈ H に対して

Ff,w(h′g) =

∫

H

f(hh′g)σ(h−1)w dh

=

∫

H

f(hg)σ(h′h−1)w dh

= σ(h)Ff,w(g)

より Ff,w ∈ c-indG
H σ である．従って H(G) ⊗C W から c-indG

H σ への写像 F を
F (f ⊗ w) = Ff,w によって定義できる．H(H) は H(G) に LH で作用し , W に
σ ⊗ δ−1

H に作用すると思うと F は balanced map as H(H)-module である．即ち,

FL(ϕ)f,w = Ff,((σ⊗δ−1
H )(ϕ))(w) が成り立つ．これは,

FL(h′)f,w =

∫

H

f(h′hg)σ(h−1)w dh

= δH(h′)−1

∫

H

f(hg)σ(h−1h′)w dh (∵補題 1.8)

=

∫

H

f(hg)σ(h−1)(σ ⊗ δ−1
H )(h′)w dh

= Ff,((σ⊗δ−1
H )(h))(w)

であり, L(ϕ)は L(h) の形の有限和に書けることからわかる．従って F は

F̄ : H(G)⊗H(H) (σ ⊗ δ−1
H ) → c-indG

H σ

に factor する．これが H(G)-同型であることを示す．H(G)-homは明らかだから
全単射を言えばよい．
H(G)⊗CW =

⋃
K:cpt open

H(G)R(K)⊗W と H(G)R(K)のC上の基底として {chxK |
x ∈ G/K}が取れること, さらに, h ∈ H に対して

chh−1xK ⊗H(H) w = chxK ⊗H(H) ((σ ⊗ δ−1
H )(h))(w) in H(G)⊗H(H) σ ⊗ δ−1

H

が成り立つことより H(G)K ⊗H(H) W の元 f は

f =
∑

x∈H\G/K

vol(H ∩ xKx−1)−1chxK ⊗ wx (wx ∈ W )

の形にかけることに注意しておく．fx = vol(Kx)
−1chxK , Kx = H ∩xKx−1 とおく．

・F̄ の全射性の証明
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補題 1.2 の記号を用いる．即ち, W から WKx への射影 pKx
を pKx

(w) =

vol(K−1
x )

∫
Kx

σ(h)w dh によって定め, WKx = Ker pKx
とする．補題 1.24 より∑

x∈X∗
K

Ffx,wx 7→ (Ffx,wx(x))x∈X∗
K
が (c-indG

H σ)K から⊕x∈X∗
K
WKx への同型を与え

る．従って, Ffx,wx(x) = pKx
(wx) を示せば pKx

の全射性より F̄ が全射であるこ
とが言える．hx ∈ xK ⇐⇒ h ∈ Kx より

Ffx,wx(x) =

∫

H

fx(hx)σ(h−1)wx dh

= vol(Kx)
−1

∫

Kx

σ(h−1)wx dh

= pKx
(wx)

・F̄ の単射性の証明
F̄ (

∑
x∈H\G/K fx ⊗ wx) = 0 は pKx

(wx) = 0 for all x ∈ X∗
K , 即ち wx ∈ WKx for

all x ∈ X∗
K と同値だから wx ∈ WKx for all x ∈ X∗

K として fx ⊗ wx = 0 を示せば
よい．任意の h ∈ Kx に対して

L(h)fx ⊗ wx = fx ⊗ σδ−1
H (h)wx

であるが, (左辺)= fx ⊗ wx, (右辺)= fx ⊗ σ(h)wx (Kx は compact より δH = 1 on

Kx)だから fx ⊗ (σ(h)− 1)wx = 0．WKx は (σ(h)− 1)w の形の元で生成されるか
ら wx ∈ WKx なら fx ⊗ wx = 0が示された．

ind の contragredientは c-ind で表される．

命題 1.30 (σ,W ) を H の smooth 表現とし , τ = δH(δG)−1|H とすると

˜c-indG
H σ ' indG

H(σ̃ ⊗ τ)

証明： f ∈ c-indG
H σ, f ′ ∈ indG

H(σ̃ ⊗ τ)に対して, ϕ(g) = ϕf,f ′(g) = 〈f(g), f ′(g)〉
とおく．但し , 〈 , 〉 は W と W̃ の pairingである．(f, f ′) 7→ ϕf,f ′ は indG

H σ ×
indG

H(σ̃ ⊗ τ)から Homset(G,C) への双線形写像で以下を満たす．

1. f ∈ (c-indG
H σ)K , f ′ ∈ (indG

H(σ̃ ⊗ τ))K に対して, ϕf,f ′(gk) = ϕf,f ′(g) for all

k ∈ K

2. ϕf,f ′(hg) = τ(h)ϕf,f ′(g) for all h ∈ H

3. Supp ϕf,f ′ ⊂ Supp f ∩ Supp f ′ より Supp ϕf,f ′ は compact mod H

4. ϕR(g)f,R(g)f ′ = R(g)ϕf,f ′
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(いずれも容易に確かめられる．) ここで一つ補題を用意する．

補題 1.31 G-不変な線形汎関数 I ′ : c-indG
H τ → C で

I ′(ϕ) =
∑

x∈H\G/K

vK(x)ϕ(x) for ϕ ∈ (c-indG
H τ)K

(但し vK(x) = vol(xKx−1)/ vol(H ∩ xKx−1)) となるものが存在する．

証明： G の trivial 表現に対応する H(G) 上の G-不変な線形汎関数 I(f) =∫
G

f(g) dg は, I(L(h)f) = δG(h)−1I(f) for h ∈ H よりH(G)⊗H(H) δG|−1
H を factor

する．この factor mapを Ī とする．Ī は H(G)⊗H(H) δG|−1
H 上の G 不変な線形汎

関数である．また, 命題 1.29 で W = C, σ = τ とおくと (c-indG
H δHδG|−1

H )K から
H(G)K ⊗H(H) C への H(G,K) 同型は

F̄−1(ϕ) =
∑

x∈H\G/K

fx ⊗ ϕ(x)

(fx = vol(xKx−1 ∩H)−1chxK)で与えられる．I ′ = Ī ◦ F̄−1 とおくと I ′ は G-不変
な線形汎関数で

Ī(fx) =

∫

G

fx(g) dg

=

∫

G

fx(xg)δG(x) dg

=
δG(x)

vol(xKx−1 ∩H)
vol(K)

= vK(x)

より ϕ ∈ (c-indG
H δHδG|−1

H )K に対して

I ′(ϕ) = Ī(
∑

x∈H\G/K

fx ⊗ ϕ(x))

=
∑

x∈H\G/K

vK(x)ϕ(x)

となる．

命題の証明を続ける．補題 1.31の I ′ を用いて 〈f, f ′〉 = I ′(ϕf,f ′) とおくと

c-indG
H σ × indG

H σ ⊗ τ → C
(f, f ′) 7→ 〈f, f ′〉
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は G-不変な双線形形式である．従って, f ′ 7→ (f 7→ 〈f, f ′〉) が indG
H(σ̃ ⊗ τ) から

˜c-indG
H σ への G-homを定義する．補題 1.31より f ∈ (c-indG

H σ)K , f ′ ∈ (indG
H σ̃⊗

τ)K に対して

〈f, f ′〉 =
∑

x∈H\G/K

vK(x)〈f(x), f ′(x)〉 (1.15)

が成り立つ．補題 1.24より, f ′ 7→ 〈f, f ′〉が (indG
H(σ̃⊗ τ))K から ( ˜c-indG

H σ)K への
同型写像を与える．

この命題より次の系が得られる．これは supercuspidal表現の構成とその ε-factor

の計算において基本となるものである．

系 1.32 H を G の開部分群 (σ,W ) を H の smooth 表現で Ker σ が H の開部
分群となるものとする．このとき, 任意の w ∈ W , w̃ ∈ W̃ に対して G 上の関数

g 7→
{

σw,w̃(g) = 〈σ(g)w, w̃〉 if g ∈ H

0 if g /∈ H

は π = c-indG
H σ の matrix coefficient である．

証明： H が Gの開部分群であることより δG|H = δH．従って, 命題 1.30を用い
ると π̃ ' indG

H σ̃ が得られる．また K = Ker σ = Ker σ̃ は H の開部分群である．
w ∈ W, w̃ ∈ W̃ に対して f ∈ c-indG

H σ, f ′ ∈ indG
H σ̃ を

f(g) =

{
σ(g)w if g ∈ H

0 if g /∈ H
, f ′(g) =

{
σ̃(g)w̃ if g ∈ H

0 if g /∈ H

とおく．明らかに f ∈ (c-indG
H σ)K , f ′ ∈ (indG

H σ̃)K であるので, (1.15) より

〈π(g)f, f ′〉 =
∑

x∈H\G/K

vK(x)〈f(xg), f ′(x)〉

= 〈f(g), f ′(1)〉

=

{
〈σ(g)w, w̃〉 g ∈ H

0 g /∈ H

定理 1.27, 命題 1.30よりもう一つの Frobenius reciprocityを示すことができる．
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定理 1.33 (Frobenius reciprocity 2) H を G の閉部分群, (σ,W ) を H の
smooth表現, (π, V ) を G の smooth表現とする．このとき,

HomG(c-indG
H σ, π̃)

∼−→ HomH(σ ⊗ τ, π̃|H)

が成り立つ．但し , τ = δH(δG)−1|H である．

証明： Gの smooth表現 　(π1, V1), (π2, V2)に対してHomG(π1, π̃2), HomG(π2, π̃1)

は,どちらも V1 × V2 上の G-不変双線形形式のなす空間と同一視できる．(対応は
左辺は ϕ 7→ ((v1, v2) 7→ 〈v2, ϕ(v1)〉V2),右辺は ϕ 7→ ((v1, v2) 7→ 〈v1, ϕ(v2)〉V1).) よっ
て HomG(π1, π̃2) ' HomG(π2, π̃1). この式と 定理 1.27, 命題 1.30 を用いると

HomG(c-indG
H σ, π̃)

∼−→ HomH(σ ⊗ τ, π̃|H)

が得られる．

H が開部分群ならば τ = 1 で π̃|H = π̃|H だから次の系が得られる．

系 1.34 H が G の開部分群ならば

HomG(c-indG
H σ, π̃)

∼−→ HomH(σ, π̃|H)

が成り立つ．

注意 1.6 この定理 1.33 を示すために

HomG(c-indG
H σ, V ) = HomH(G)(c-indG

H σ, V ) by 補題 1.11

= HomH(G)(H(G)⊗H(H) (σ ⊗ δ−1
H ), V ) by 命題 1.29

⊗ と Hom の adjointness より

= HomH(H)(σ ⊗ δ−1
H , V )

= HomH(σ ⊗ δ−1
H , V )

とするのは間違いである．

HomH(G)(H(G)⊗H(H) (σ ⊗ δ−1
H ), V ) ' HomH(H)(σ ⊗ δ−1

H , HomH(G)(H(G), V ))

は成り立つのだが H(G)には単位元がないので HomH(G)(H(G), V ) = V は一般に
は成り立たないのである．(cf. [2] p.124 (33) 式)．
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第2章 p 進簡約代数群の表現論入門

2.1 parabolic induction と Jacquet functor

F を非アルキメデス的局所体, Gを F 上の連結簡約代数群 (connected reductive

algebraic group) G = G(F ) (F -valued points のなす群)とする．G は TDLC 群
なので第１章の理論が使える．いくつか第１章に関連した Gに関する事実をまと
めておく。

定理 2.1 Gは unimodularである．すなわち, δG = 1で 両側不変な G 上の測度
が存在する．

定理 2.2 F の標数が 0 のときは, G の admissible 表現 (π, V ) の distribution

character tr π に対して G の regular element のなす集合 Greg 上の locally con-

stant,locally L1- function χπ が存在して

tr π(f) =

∫

G

χπ(g)f(g) dg

を満たす．Gregは Gの dense open setであることに注意する．χπを πの character

と呼ぶこともある．

この定理は p 進代数群の調和解析に欠かせない重要なものであるが非常に深い
結果で証明しようと思えばこの講義録全体より長くなると思われる．証明は ([19])

にある．
なお Casselman のプレプリントの第１節で述べられている代数群とそのリー
環に関する用語と幾つかの基本的な知識については必要に応じて証明なしで引用
する．

Pを G の F 上定義された parabolic 部分群とし P = MNをその Levi 分解と
する．P = P(F ), M = M(F ), N = N とおく．G, M , N は unimodular である
が, P は unimodular でなく,

δP (mn) = | det Ad(m)n|F m ∈ M, n ∈ N

となる．但し , nは N の Lie環で Ad(m)は mの nへの adjoint action,また, | |F
は |x|F = q

−vF (x)
F で定義される F の絶対値 (qF は F の剰余体の元の数で, vF は



2.1. parabolic induction と Jacquet functor 29

F の整数環の素元 $F に対して vF ($F ) = 1 と正規化された F の付値である．)

以下, 簡単のために G の parabolic 部分群 P という言い方をする．
まず parabolic induction を定義する．第１章で定義した ind を用いて定義さ

れる．

定義 2.1 (σ,W ) を M の smooth 表現とし , N 上 trivial として P の smooth 表
現と思う．このとき,

IndG
P σ = indG

P δ
1/2
P ⊗ σ

= {f ∈ CR(G,W ) | f(pg) = δ
1/2
P (p)σ(p)f(g) ∀p ∈ P}

と定義し IndG
P σ を σ の G への parabolic induction という．P\G はコンパクト

より, parabolic induction では 定義に ind を用いても c-ind を用いても同じであ
ることに注意しておく．

補題 2.3 (σ,W )が M の admissible 表現ならば IndG
P σ は G の admissible 表現

である．

証明： V = IndG
P σ とおき, K を G の開コンパクト部分群とする．

V K = {f : G → W | f(pgk) = δ
1/2
P (p)σ(p)f(g) ∀p ∈ P, ∀k ∈ K}

となる．P\G コンパクトより P\G/K は有限集合である．G = PXK となる有
限集合 X をとる．このとき 写像

V K → ∏
x∈X WM∩xKx−1

f 7→ (f(x))x∈X

は補題 1.23より単射であり, σ が admissible だから右辺は有限次元である．よっ
て V K は有限次元となる．

次の事実 (岩澤分解)については証明なしで用いる．([8], [9]などを参照せよ．)

定理 2.4 G のあるコンパクト部分群 K で G = PK となるものが存在する．

補題 2.5 G = PK となる G のコンパクト部分群 K に対して (IndG
P σ)|K '

IndK
K∩P σ|K∩P

証明： G = PK より明らかである．

命題 2.6 IndG
P σ の反傾表現は IndG

P σ̃ に同型である．(σ̃ は σ の反傾表現) 従っ
て, σ が ユニタリーなら IndG

P σ もユニタリーである．
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証明： 命題 1.30 と δG = 1 より

ĨndG
P σ ' (c-indG

P σ ⊗ δ
1/2
P )̂

' indG
P (σ̃ ⊗ δ

−1/2
P ⊗ δP )

= IndG
P σ̃

注意 2.1 IndG
P σの定義に δ

1/2
P がついているのは,このユニタリーを保つという性

質の為である．従って,ユニタリー性を問題にしないときは δ
1/2
P のない定義 indG

P σ

でもよいのであるが parabolic induction というときは IndG
P が用いられるのでこ

こでもその慣例に従っておく．

p 進体上の代数群の表現論において大切な道具である Jacquet functorについて
定義を与える．以下, Jacquet functorがこの章の主題である．

定義 2.2 (π, V )を Gの smooth表現, P = MN を Gの parabolic部分群とする．

V (N) = 〈π(n)v − v | n ∈ N, v ∈ V 〉 (π(n)v − v で生成される部分空間)

と定義し , VN = V/V (N) とおく．M の 表現 (πN , VN) を

πN(m)v̄ = δ
−1/2
P π(m)v (v̄ は v ∈ V の VN での像)

と定義し , (πN , VN) を (π, V ) の P = MN に関する Jacquet module と呼ぶ．明
らかに (πN , VN)は M の smooth 表現である．G の smooth 表現のカテゴリから
M の smooth 表現のカテゴリへの functor π 7→ πN を Jacquet functor と呼ぶ．

注意 2.2 δ
−1/2
P をつけない定義もある．(unnormalized Jacquet functor)この定義

もよく用いられるが, 後に述べるように parabolic induction との adjoint functor

となるためには δ
−1/2
P をつけておく必要がある．

また, (πN , VN)は (π, V )の P への制限 (π|P , V )で N の作用をつぶしたもので
あるから P の表現から M の表現への functor とも思える．

V (N)は次のように特徴づけられる．

補題 2.7

V (N) =

{
v ∈ V

∣∣∣∣
∫

N ′
π(n)v dn = 0 for some compact subgroup N ′ of N

}
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証明： ⊂ は明らか．⊃ を示す．∫
N ′ π(n)v dn = 0 とする．G の開コンパクト部

分群 K で K ⊂ Gv となるものがとれる．この K に対して N ′/N ′ ∩K はコンパ
クトかつ離散的だから有限集合で

∑

n∈N ′/N ′∩K

π(n)v = 0 和は有限和

となる．ゆえに,
∑

n∈N ′/N ′∩K(π(n)− 1)v = −|N ′/N ′ ∩K|v となり v ∈ V (N)．

補題 2.8 U −→ V −→ W が P -加群として exact なら UN −→ VN −→ WN は
M -加群として exact である．

証明： 0 −→ U
f−→ V

g−→ W −→ 0 (exact) として 0 −→ UN
f̄−→ VN

ḡ−→
WN −→ 0 (exact)を示せばよい．p ∈ P の U , V , W への作用を π(p)で表すこと
とする．n ∈ N , u ∈ U , v ∈ V に対して

f(π(n)u− u) = π(n)f(u)− f(u) ∈ V (N)

g(π(n)v − v) = π(n)g(v)− g(v) ∈ W (N)

が成り立つから f̄ , ḡ が well-defined である．x ∈ V が x̄ ∈ Ker ḡ とすると

g(x) =
∑

i

ci(π(ni)wi − wi) ni ∈ N, wi ∈ W

と書けるが g は全射より wi = g(vi) となる vi ∈ V がある．よって,

x−
∑

i

ci(π(ni)vi − vi) ∈ Ker g = Im f

となり x̄ ∈ Im f̄．ゆえに Ker ḡ ⊂ Im f̄ だが, f̄ ◦ḡ = 0は明らかだからKer ḡ = Im f̄

が得られた．ḡ の全射は g が全射より明らかである．
f̄ の単射性の証明に補題 2.7を用いる．

f̄(x) = 0 =⇒ f(x) ∈ V (N)

=⇒
∫

N ′
π(n)f(x) dn = 0 for some N ′

=⇒ f

(∫

N ′
π(n)x dn

)
= 0

=⇒
∫

N ′
π(n)x dn = 0 (∵ f は単射)

=⇒ x ∈ U(N)
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第１章で述べた Frobenius reciprocityを parabolic inductionと Jacquet functor

にあてはめてみよう．

定理 2.9 (π, V ) を G の smooth 表現, P = MN を G の parabolic 部分群とし ,

(σ, U) を M の smooth 表現とする．σ を N 上 trivial として P の表現とも見な
す．このとき,

HomG(π, IndG
P σ) ' HomP (π|P , σ ⊗ δ

1/2
P ) ' HomM(πN , σ)

が成り立つ．

証明： 前の 'は定理 1.27より, 後の 'は Jacquet functor の定義より直ちに従
う．

次の定理がこの章の主定理であり, p 進体上の代数群の表現論の出発点とも言う
べき定理である．

定理 2.10 P = MN を G の parabolic 部分群とする．

1. (π, V )が G-moduleとして有限生成ならば (πN , VN)は M -moduleとして有
限生成である．

2. (π, V ) が G の admissible 表現ならば (πN , VN) は M の admissible 表現で
ある．

1 の証明：X を V の有限集合で π(G)X = V となるものとする．G のコンパ
クト開部分群 K を X ⊂ V K となるようにとる．|P\G/K| < ∞ より G の有
限集合 Γ で PΓK = G となるものが存在する．π(G)X = V と X ⊂ V K より
π(PΓ)X = V．よって VN は M -module として π(Γ)X で生成される．

2の証明：πが admissibleならば, πN が admissibleの証明のための準備として
ルート系に関する記号と定義, 岩堀分解 (Iwahori factorization) に関する定理等を
準備する．

定義 2.3 P∅ = M∅N∅ を F 上定義された minimal parabolic 部分群とし P∅ の
maximal F -split torus を A∅ とする．

1. A∅ の non-trivial rational character αがG の A∅ に関するルートであると
は, G の Lie algebra g の固有空間

gα = {x ∈ g | Ad(a)x = α(a)x for all a ∈ A∅}

が non-trivialになることをいう．
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2. ルート α が P∅ に関して positive であるとは gα ⊂ n∅ (n∅ は N∅ の Lie

algebra) となることをいう．各ルートは X(A∅) ⊗ R に埋めこんで考える．
(X(A∅)は A∅ の rational character のなす群．)

3. Σ = {α | α は ルートで α = 2β となるルート β がない } とし Σ+ を Σ の
P∅ に関する positive root の集合, ∆ を simple roots の集合とする．

4. Θ ⊂ ∆に対してAΘを∩α∈Θ Ker αの連結成分, PΘを Θに対応する standard

parabolic 部分群とする．(standardとは P∅ を含むことを意味する．) 即ち,

MΘ は AΘ の centralizerでNΘ =
∏

α∈Θ Nα である．(Nα は Lie algebraが
nα + n2α となる unipotent 群である．)

定義 2.4 P = MN を G の parabolic 部分群, P− = MN− を P の opposite

parabolic 部分群, K を G のコンパクト開部分群とする．
K が P に関する岩堀分解 (Iwahori factorization)をもつとは, 以下の 1. - 2. が

成り立つこととする．

1. N−
K ×MK ×NK から K への積写像 (n−,m, n) 7→ n−mnは同相写像である．
但し , N−

K = N− ∩K, MK = M ∩K, NK = N ∩K である．

2. 任意の a ∈ A− に対して aNKa−1 ⊂ NK , a−1N−
Ka ⊂ N−

K が成り立つ．

但し , A− は以下のように定義される torusの subsetである．P が standard

(P∅ を含む) のときは P = PΘ (Θ ⊂ ∆)となる Θが存在するのでその Θと
0 < ε ≤ 1に対して

A−
Θ(ε) = {a ∈ AΘ | |α(a)| ≤ ε for all α ∈ ∆−Θ}

と定義し , A−
Θ(1) = A−

Θ とおく．一般の P についてはある Θ ⊂ ∆ と g ∈ G

によって gPg−1 = PΘ と書けるので, A−(ε) = g−1A−
Θ(ε)g と定義する．

次の岩堀分解に関する定理は証明なしに引用する．([1] Proposition 1.4.4,本質
的には [54])

定理 2.11 Gのコンパクト開部分群からなる単位元の基本近傍系 {Kn}で以下を
満たすものが存在する．

1. 任意の nに対して Kn は K0 の正規部分群である．

2. P が standard parabolic 部分群であるとき Kn は P に関する岩堀分解を
もつ．
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注意 2.3 この定理の証明はしないが G = GLn(F ) のときに {Kν} をどうとれば
よいかを示しておく．

P∅ = B =








a11 *
a22

. . .

0 ann








に対して K0 = GLn(O), Kν = 1 + Mn(P ν
F )(ν ≥ 1)ととれば Kν はK0 の正規部分

群で Kν は B を含む parabolic 部分群 P に対して岩堀分解をもつ．
（証明）：maximal parabolicに対して示せば十分である．

P = Pl =

{(
a ∗
0 d

) ∣∣∣∣∣ a ∈ GLl(F ), d ∈ GLn−l(F )

}
(1 ≤ l ≤ n− 1)

とおく．

(
a b

c d

)
∈ Kν に対して

(
a b

c d

)
=

(
1l 0

x 1n−l

)(
α 0

0 δ

)(
1l y

0 1n−l

)

(
1l 0

x 1n−l

)
∈ N−

ν ,

(
α 0

0 δ

)
∈ Mν ,

(
1l y

0 1n−l

)
∈ Nν が唯一つの解 α = a, x =

ca−1, y = a−1b, δ = d− ca−1b を持つ．また

A−
l =

{(
a1l 0

0 d1n−l

) ∣∣∣ ad−1 ∈ O×
}

だから aNνa
−1 ⊂ Nν , a−1N−

ν a ⊂ N−
ν for a ∈ A−

l も成り立つ．

定理 2.12 (π, V )を Gの admissible 表現, P = MN を Gの parabolic 部分群と
する．K0 を Gのコンパクト開部分群で P に関して岩堀分解をもつとする．ϕを
V から VN = V/V (N)への標準的な射影とすると ϕ(V K0) = V M0

N , (M0 = K0∩M)

が成り立つ．

(π, V ) admissible =⇒ (πN , VN) admissible の証明は定理 2.11, 2.12 より明らか
にわかる．従って, 定理 2.12 を証明すれば, 定理 2.10が証明される．次の補題は
簡単だがよく用いられる．([1] では Jacquet’s first lemma と呼ばれている．)
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補題 2.13 定理 2.12 と同じ記号のもとで

v ∈ V M0N−
0 =⇒ pK0

(v) = pN0
(v) かつ v − pK0

(v) ∈ V (N0)

が成り立つ．

証明： v0 = pK0
(v) とおく．π(mn′)v = v for m ∈ M0, n′ ∈ N−

0 より

v0 =
1

vol(K0)

∫

N0

dn

∫

M0N−
0

π(n)π(mn′)v dmdn′

=
1

vol(N0)

∫

N0

π(n)v dn

= pN0
(v)

また補題 2.7 より, v − v0 = v − pN0
(v) ∈ V (N0)

この補題の系として次が得られる．

系 2.14 ϕ(V K0) = ϕ(V M0N−
0 )

（定理 2.12の証明）： Ū を V M0
N の有限次元部分空間とする．ϕ(U) = Ū となる

V M0 の有限次元部分空間 U をとり, N−のコンパクト開部分群 N−
1 で U ⊂ V M0N−

1

となるものをとる．補題を一つ用意する．

補題 2.15 ([1] 1.4.3) P = MN を G の parabolic 部分群, N1, N2 を N のコン
パクト開部分群とする．このとき, a ∈ A−(ε) =⇒ aN2a

−1 ⊂ N1 となる 0 < ε ≤ 1

が存在する．

証明： Gが F 上 splitし , P∅ を minimal parabolic, P = PΘ と仮定する．この
とき N =

∏
α∈Σ+−Σ+

Θ
Nα で A = AΘ のNα への conjugate actionは αで作用する

から明らか．Gが F 上 splitしないときは Gが splitする F の有限次拡大へ base

extensionして split caseに帰着する．

この補題より a ∈ A = A∅ を a−1N−
0 a ⊂ N−

1 となるようにとれる．このとき,

u ∈ U, n ∈ N−
0 に対して

π(n)π(a)u = π(a)π(a−1na)u = π(a)u

だから π(a)U ⊂ V M0N−
0 となる．よって系 2.14 より ϕ(π(a)U) = πN(a)Ū ⊂

ϕ(V K0)．(π, V ) は admissible より V K0 は有限次元だから ϕ(V K0) も有限次元
である．よって dim πN(a)Ū = dim Ū ≤ dim ϕ(V K0) ≤ dim V K0．任意の有限
次元部分空間の次元が dim V K0 以下であることより V M0

N 自身が有限次元であ
る．従って V M0

N = Ū としてよい．このとき πN(a)Ū ⊂ ϕ(V K0) ⊂ V M0
N = Ū で

dim πN(a)Ū = dim Ū だから ϕ(V K0) = V M0
N である．
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2.2 supercuspidal 表現について
この節では supercuspidal 表現の性質について述べる．目標は, G の admissible

表現が supercuspidal 表現 (matrix coefficient の supportが compact mod center)

になることと G の proper parabolic 部分群に対する Jacquet moduleがすべて消
えることが同値であることを示すことである．

定義 2.5 G の admissible 表現 (π, V )が absolutely cuspidalであるとは G の任
意の proper parabolic 部分群 P = MN に対して VN = 0 となることと定義する．

注意 2.4 (1) P1 ⊂ P2ならば N2 ⊂ N1より V (N2) ⊂ V (N1)となるので absolutely

cuspidal を確かめるには maximal parabolic P = MN に対して VN = 0 を示せば
よい．

(2)上に述べたように, absolutely cuspidalは Gが簡約代数群のF -valued points

のなす群のときは, supercuspidal と同じである．用語として absolutely cuspidal

は最近はほとんど用いられず, supercuspidalが定着している．

定理 2.16 (π, V ) を G の既約 admissible 表現とする．このとき G の parabolic

部分群 P = MN と M の既約 absolutely cuspidal 表現 (σ,W ) で π ↪→ IndG
P σ と

なるものが存在する．

証明： G の F -rank r (G の maximal F -split torus の次元) に関する帰納法で
証明する．r = 0 のときは proper parabolic が存在しないので全ての admissible

表現は absolutely cuspidal である． r > 0 とする． π が absolutely cuspidal な
ら P = M = G, σ = π ととればよいので π が absolutely cuspidal でないとする．
定義より G の proper parabolic 部分群 P = MN で VN = V/V (N) 6= 0 となる
ものがある．定理 2.10 より (πN , VN) は有限生成 admissible 表現である．VN の
M -moduleとしての生成元を X = {x1, . . . , xn}とする．V の V (N)を含む proper

subspace で 　M -invariant なものの成す集合に包含関係で順序をいれると帰納的
順序集合になる．(有限生成が効く．) Zorn の補題より極大元がありそれを V ′ と
すると V/V ′ は VN の既約 quotient M -module．(ρ,W ) = (π̄N , V/V ′) とおくと,

定理 2.9と πが既約より π ↪→ IndG
P ρ. M の F -rank < r より帰納法の仮定が使え

てある M の parabolic 部分群 Q = MQNQ と MQ の既約 absolutely cuspidal 表
現 σ で ρ ↪→ IndM

Q σ となるものが存在する．ゆえに, Ind の連鎖律 (系 1.28) より
π ↪→ IndG

P IndM
Q σ ' IndG

Q σ．

まず absolutely cuspidalならば supercuspidalであることを示す．そのために必
要な事実 ([1]1.4.6)を一つ準備する．本質的には G の Cartan 分解である．(Gが
compact centerをもつときは Cartan 分解そのもの．) 証明は Bruhat-Tits theory

([12]) の結果を使わねばならないのでここでは省略する．
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命題 2.17 (Cartan decomposition) P∅ を Gの minimal parabolic /F , A∅ を
G の maximal F -split torus ⊂ P∅ とする．このとき, 以下の 1.-3. を満たす G の
開部分群 Γが存在する．

1. G = ΓA−
∅ Γ

2. A∅(O) ⊂ Γ

3. Γ/Γ ∩ Z はコンパクト

もう一つ簡単な補題を用意する．

補題 2.18 N0, N1を N のコンパクト開部分群とする．v ∈ V (N1), mN1m
−1 ⊂ N0

となる m ∈ M に対して pN0
(π(m)v) = 0 となる．

証明： v ∈ V (N1), N1 ⊂ m−1N0mに注意すると

pN0
(π(m)v) =

1

vol(N0)

∫

N0

π(n)π(m)v dn

=
1

vol(N0)
π(m)

∫

m−1N0m

π(n)v dn

= 0.

定理 2.19 (π, V ) を G の absolutely cuspidal 表現とすると, (π, V ) は supercus-

pidal である．即ち, matrix coefficient fv,ṽ(g) = 〈π(g)v, ṽ〉 は support がコンパク
ト mod Z である．

証明： 命題 2.17 の Γ をとる．Λ : A−
∅ → (F×)n (n = |∆|) を Λ(a) = (α(a))α∈∆,

Λ′ : A−
∅ → Zn を Λ′(a) = (logq |α(a)|F )α∈∆ と定義する．Ker Λ = ∩α∈∆ Ker α は

Z の split component A∆ に等しいので, Ker Λ′ = A∅(O)A∆ となる．A∅(Θ) ⊂ Γ

より
{a ∈ A−

∅ | ε ≤ |α(a)| ≤ 1 ∀α ∈ ∆}/A∆

が mod Γで有限である．(Λ′ の像を考えればコンパクトかつ discreteで有限．)

従って, Γ/Γ ∩ Z がコンパクトより

∃ε s.t. fv,ṽ(g) = 0 if g ∈ ΓaΓ, |α(a)| < ε for some α ∈ ∆ (∗)
を示せば Supp fv,ṽがコンパクト mod Zが言える．以下これを示す．α ∈ ∆に対し
て P = MN を ∆−{α}に対応するmaximal parabolic部分群とする．(全てのmax-

imal standard parabolicはこの形になる．) v ∈ V , ṽ ∈ Ṽ を固定する．(π, V )が ab-

solutely cuspidalより V = V (N)であり,補題 1.4より (π, V )は Γ-finiteだから N
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のコンパクト部分群N1 ⊂ N2 で π(Γ)v ⊂ V (N2), π̃(Γ)ṽ ⊂ Ṽ N1 となるものがとれ
る．補題 2.15より εP > 0を a ∈ A−

∅ , |α(a)| < εP ならば aN2a
−1 ⊂ N1となるよう

にとれる．a ∈ A−
∅ (εP ), γ1, γ2 ∈ Γに対して 〈π(γ1aγ2)v, ṽ〉 = 〈π(a)π(γ2)v, π̃(γ−1

1 )ṽ〉
であるが, 補題 2.18 より γ2 ∈ Γ に対して pN1

(π(a)π(γ2)v) = 0．π̃(γ−1
1 )ṽ ∈ Ṽ N1

より 〈π(a)π(γ2)v, π̃(γ−1
1 )ṽ〉 = 0．ε を P が maximal standard parabolic を走った

ときの εP の最小値ととれば (∗) を満たす．
次に, supercuspidal =⇒ absolutely cuspidal を示して, この節の主定理を得る．

定理 2.20 G の admissible 表現 (π, V )に対して以下は同値である．

1. (π, V )が absolutely cuspidal.

2. (π̃, Ṽ )が absolutely cuspidal.

3. (π, V )が supercuspidal.

証明： 定理 2.19 と ˜̃V = V より 3. =⇒ 1. を示せばよい．proper parabolic

P = MN を任意にとり minimal parabolic P∅ を P∅ ⊂ P となるようにとる．従っ
て P = PΘ = MΘNΘ のように書ける．K0 を P に関する岩堀分解をもつ任意のコ
ンパクト開部分群とする．v ∈ V , ṽ ∈ Ṽ に対して, Supp fv,ṽ は compact mod Z

だから 〈π(a)v, ṽ〉 = 0 for a ∈ A−
Θ(ε) となる ε > 0が存在する．(∵ 定理 2.19 の証

明の最初の部分から, {a ∈ A−
∅ |ε ≤ |α(a)| ≤ 1∀α ∈ ∆} の外では 〈π(a)v, ṽ〉 = 0 と

なる ε > 0が存在する．)

V K0 , Ṽ K0 は有限次元だから ε > 0 を任意の v ∈ V K0 , ṽ ∈ Ṽ K0 に対して
〈π(a)v, ṽ〉 = 0 for a ∈ A−

Θ(ε) となるように取れる．〈 , 〉 を V K0 × Ṽ K0 上に制限
しても非退化だから, v ∈ V K0 , a ∈ A−

Θ(ε)に対して pK0
(π(a)v) = 0 となる．

N1 を N のコンパクト開部分群で V K0 ∩ V (N) ⊂ V (N1)となるものとする．補
題 2.15 より ε′ > 0 で a ∈ A−

Θ(ε′) =⇒ aN1a
−1 ⊂ N0 = N ∩K0 となるものが存在

する．min(ε, ε′) を改めて ε とおく．
２つの補題を用意する．

補題 2.21 ϕ : V → VN を標準的な射影とする．v ∈ V K0 , a ∈ A−
Θ ならば

ϕ(pK0
(π(a)v)) = δ

1/2
P (a)πN(a)ϕ(v)が成り立つ．

証明： 岩堀分解の定義よりK0 = N0×M0×N−
0 と a−1N−

0 a ⊂ N−
0 , aN0a

−1 ⊂ N0

が成り立つ．ゆえに, v ∈ V K0 , m ∈ M0, n− ∈ N−
0 に対して

π(mn−)(π(a)v) = π(a)π(a−1mn−a)v

= π(a)v.



2.2. supercuspidal 表現について 39

よって π(a)v ∈ V M0N−
0 である．補題 2.13 より pK0

(π(a)v) = pN0
(π(a)v) を得る．

従って, ϕ(pK0
(π(a)v)) = ϕ(pN0

(π(a)v)) = ϕ(π(a)v).

補題 2.22 V K0
a = pK0

(π(a)V K0) = π(K0aK0)V とおく．a ∈ A−
Θ が aN1a

−1 ⊂ N0

を満たすとすると, ϕ|
V

K0
a

: V K0
a → V M0

N は全単射である．

証明： u ∈ V M0
N とする．m ∈ M0 に対して ama−1 ∈ M0 より

πN(m)πN(a−1)u = πN(a−1)πN(ama−1)

= πN(a−1)u.

よって πN(a−1u) ∈ V M0
N ．定理 2.12 より v ∈ V K0 で ϕ(v) = δ

1/2
P (a)πN(a−1)u と

なるものがある．補題 2.21 より

ϕ(pK0
(π(a)v)) = δ

1/2
P (a)πN(a)ϕ(v) = u.

よって ϕ|
V

K0
a
は全射である．

単射を示すには, v ∈ V K0
a ∩ V (N)ならば v = 0を示せばよい．v = pK0

(π(a)v0)

for v0 ∈ V K0 とする．補題 2.13 より v = pN0
(π(a)v0)である．v ∈ V K0 ∩ V (N) ⊂

V (N1) とあわせると,
∫

N1

π(n1)

∫

N0

π(n0)π(a)v0 dn0 dn1 = 0

を得る．N2 = a−1N0a とおくと aN1a
−1 ⊂ N0 より N1 ⊂ N2. よって

∫

N2

π(n1)

∫

N0

π(n0)π(a)v0 dn0 dn1 = 0

積分の順序交換と N0 ⊂ N2 より
∫

N2

π(n2)

∫

N0

π(n0)π(a)v0 dn0 dn2 =

∫

N0

∫

N2

π(n2n0)π(a)v0 dn2 dn0

= vol(N0)

∫

N2

π(n′)π(a)v0 dn′

= vol(N0)π(a)

∫

N2

π(a−1n′a)v0 dn′.

よって
∫

a−1N2a
π(n′)v0 dn = 0となり, v0 ∈ V (N)が示された．ゆえに, v0 ∈ V (N)∩

V K0 ⊂ V (N1). 補題 2.13, 2.18 より

v = pK0
(π(a)v0) = pN0

(π(a)v0) = 0.
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定理 2.20 の証明を続ける．任意の v ∈ V K0 , a ∈ A−
Θ(ε) に対して aN1a

−1 ⊂ N0

かつ pK0
(π(a)v) = 0 だから補題 2.22 より V M0

N = 0. P に関する岩堀分解をもつ
任意のコンパクト開部分群 K0 に対して成り立つから VN = 0. P も任意の proper

parabolicだったから (π, V )は absolutely cuspidal である．
supercuspidal 表現に関して Schur の直交関係式が成り立つ．

命題 2.23 (π, V )を Gの既約 supercuspidal 表現とする．ある 正の実数 dπ が存
在して任意の u, v ∈ V と ũ, ṽ ∈ Ṽ に対して

∫

G/Z

〈π(g)u, ũ〉〈π(g−1)v, ṽ〉 dg = d−1
π 〈u, ṽ〉〈v, ũ〉

が成り立つ．

証明： π の matrix coefficient は support compact mod Z だから 左辺の積分は
収束する．v ∈ V , ũ ∈ Ṽ を固定する．u ∈ V , ṽ ∈ Ṽ に対して

(u, ṽ) 7→
∫

G/Z

〈π(g)u, ũ〉〈π(g−1)v, ṽ〉 dg

とおくと V × Ṽ 上の G-不変な双線形形式になるので 〈u, ṽ〉 の定数倍である．ま
た v ∈ V , ũ ∈ Ṽ に対しても

(v, ũ) 7→
∫

G/Z

〈π(g)u, ũ〉〈π(g−1)v, ṽ〉 dg

は V × Ṽ 上の G-不変な双線形形式なので 〈v, ũ〉 の定数倍である．よって
∫

G/Z

〈π(g)u, ũ〉〈π(g−1)v, ṽ〉 dg = cπ〈u, ṽ〉〈v, ũ〉

となる定数 cπ が存在する．次の補題より (π, V )はユニタリーと仮定してよい．

補題 2.24 任意の Gの smooth ω-表現 (π, V )に対して Gの R>0-valued character

χ で π ⊗ χ の Z への制限がユニタリーになるものが存在する．

(これは, 代数群の構造に関することなのでここでは証明しない．[1] 5.2.5 を見
て下さい．)

(π, V ) をユニタリーとし ( , ) を V 上の G-不変正値エルミート形式とする．
(x, u0) = 〈x, ũ〉, (x, v0) = 〈x, ṽ〉 (∀x ∈ V ) となるように u0, v0 をとると

∫

G/Z

(π(g)u, u0)(π(g−1)v, v0) dg = cπ(u, v0)(v, u0)

となる．u = v0, v = u0 とおくと cπ > 0が得られる．
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dπ は π の formal degree と呼ばれる．Schur の直交関係式を用いて次の重要な
結果を証明できる．

定理 2.25 任意の supercuspidal ω-表現 (π, V ) は既約 supercuspidal 表現の可算
個の直和として表される．

証明： まず (π, V ) が既約とし , (σ, U) を smooth ω-表現, Φ : U → V を全射
G-hom とする．G-hom Ψ : V → U で Φ ◦ Ψ = 1V となるものが存在すること
を示す．v0 ∈ V , ṽ0 ∈ Ṽ を 〈v0, ṽ0〉 = dπ と満たすようにとる．v ∈ V に対して
Γ(v) = Γv = fv,ṽ0 と定義する．(π, V )は ω-表現だから Γは (π, V )からH(G)ω−1 へ
の G-homである．(H(G)ω−1 へは Gは右移動 Rで作用する．) V は既約だから Γ

は G-injectionなので V をその H(G)ω−1 での像と同一視する．P : H(G)ω−1 → V

を (P (f))(y) = (Γv0 ∗ f)(y) と定義すると,

(P (f))(y) =

∫

G/Z

Γv0(x)f(x−1y) dx

=

∫

G/Z

Γv0(yx)f(x−1) dx

=

∫

G/Z

f(x−1)(R(x)Γv0)(y) dx.

最後の式より Im P ⊂ V , 最初の式より P (R(g)f) = R(g)(P (f))がわかる．また,

f = Γv とすると Schur の直交関係式と 〈v0, ṽ0〉 = dπ より

(P (f))(y) =

∫

G/Z

〈π(x)v0, ṽ0〉〈π(x−1y)v, ṽ0〉 dx

= d−1
π 〈v0, ṽ0〉〈π(y)v, ṽ0〉

= Γv(y).

よって P (f) = f for f ∈ V が成り立つ．以上より P は H(G)ω−1 から V への
G-projection である．

Φ は全射だから Φ(u0) = v0 となる u0 ∈ U がとれる．Λ : H(G)ω−1 → U を
Λ(f) = σ(f̌)u0 によって定義する．但し , f̌(x) = f(x−1) 　である．

Λ(R(g)f) =

∫

G/Z

f(x−1g)σ(x)u0 dx

=

∫

G/Z

f(x−1)σ(gx)u0 dx

= σ(g)Λ(f)
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より Λは G-hom である．また, Φ(σ(g)u0) = π(g)v0 より

((Γ ◦ Φ ◦ Λ)(f))(y) =

(
Γ

(∫

G/Z

f(x−1)π(x)v0 dx

))
(y)

=

∫

G/Z

f(x−1)R(x)Γv0(y) dx

= (P (f))(y)

が成り立つ．よって Ψ = Λ ◦ Γが Φ の splitting を与える．
(π, V ) を 任意の supercuspidal ω-表現とする．K を G のコンパクト開部分群,

V0 を V K によって生成される V のG-部分空間とする．V0 は有限生成だから, 既
約 supercuspidal quotientをもつ．これは上で示したように V0 の直和因子である．
ここで V K の次元に関する帰納法を用いれば V0が既約 supercuspidal 表現の有限
個の直和であることが示せる．{Kn}を単位元の基本近傍形となるコンパクト開部
分群の集合とする．V Ki で生成される V の部分空間を Vi とする．上で示したよ

うに Vi は既約 supercuspidal 表現の有限個の直和であり V =
∞⋃
i=1

V Ki だから V は

既約 supercuspidal 表現の加算個の直和である．
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