
ま え が き

この講義録は 1999 年 １ 月に神戸大学理学部で講義したものに加筆訂正したものであ

る．

L. Gross [G 1965] が Abstract Wiener space という論文を書いてからいつの間にか 30

年余の歳月が経った． その間に Malliavin Calculus, White Noise Analysis と呼ばれるよ

うな無限次元ガウス測度の研究は大きく発展し，現在も多くの研究者によって精力的に研

究されている．無限次元ガウス測度の構造の中で，これらの研究を通して鍵になる性質は

Cameron-Martin 空間の準不変性とエルゴード性である．

古典ウィーナー空間における Cameron-Martin空間の準不変性は文字どおり R. Cameron

and W.T. Martin [CM 1944] によって初めて証明された． また無限次元ガウス測度の

Cameron-Martin 空間によるエルゴード性は Y. Umemura (山崎泰郎) [U 1965]によって初

めて証明された．

この講義録の目的は古典ウィーナー空間における上記 Cameron-Martin 空間の準不変性

とエルゴード性を確率フーリエ級数の観点から，準不変性はよく知られている角谷の二分

定理，エルゴード性はコルモゴロフの 0-1 法則の反映として簡明に証明することである．

この講義録で取り扱っているのは古典ウィーナー空間である． しかしガウス測度が確

率フーリエ級数の分布として与えられることに注意すれば，ここでの証明はそのまま抽象

ウィーナー空間に適用出来る． ちなみに可分バナッハ空間上の任意のガウス測度は抽象

ウィーナー測度と考えられる [S 1969]． さらに一般の局所凸位相線型空間上の（ラドン）

ガウス測度についても Cameron-Martin 空間が定義され，その台が確率フーリエ級数に展

開される [S 1980]ことから準不変性とエルゴード性が全く同様に証明される [S 1993]．

この講義録は二章からなる．第一章は無限直積確率測度の存在（これは独立確率変数列

の存在をも意味する）を証明し，次に角谷の二分定理，さらにはコルモゴロフの 0-1 法則

が無限直積確率測度の R∞
0 に関するエルゴード性を意味することを示す．この中で，エル



ゴード性の定義に出てくる可測集合の不変性の定義が対称差零にまで緩められること，ま

た可測性を完備可測性にまで拡張することを検討する．

第二章ではまず連続関数の空間でガウス確率フーリエ級数が一様概収束することを伊藤

清 [I 1960]にしたがって証明し，ウィーナー測度をガウス無限直積確率測度の線形像測度と

して捕らえることによってブラウン運動の性質を簡明に証明する．さらに Cameron-Martin

空間を準不変部分空間として特徴づけ，最後にエルゴード性を証明する．

ウィーナー空間における Cameron-Martin 空間の準不変性とエルゴード性の証明を手っ

取り早く知りたいと思う人は，ガウス無限直積確率測度の `2-準不変性（例 4.7）とR∞
0 -エ

ルゴード性（定理 5.5）を，取りあえず証明なしで認めた上で第二章から読み始めること

をお勧めする．

最後にこの講義録の出版をお勧め下され，原稿を精読して多くの有意義な注意を下さっ

た神戸大学理学部福山克司助教授に心からの感謝の念をささげたい．

1999 年 １ 月 福岡にて 佐藤 坦
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第１章 無限直積確率測度

この章では「測度」を「外測度」として定義し , つぎに集合体上の「有限加法的測度」の

「可算加法的測度」への拡張について論じる. その応用として「無限直積確率測度」の存在

を証明し , その絶対連続性に関する角谷の定理を紹介する. さらに数列空間上の無限直積

確率測度のエルゴ－ド性について述べる.

§1. 抽象空間上の測度

この節を通して Ωは空でない集合とする.

(1.1) 定義 µ が Ω 上の 測度 であるとは, 任意の A ⊂ Ω に対して 0 ≤ µ(A) ≤ +∞ を

対応させる関数で, 次の条件をみたすものとする.

(1.1.1) µ(∅) = 0.

(1.1.2) 単調性 A ⊂ B ⊂ Ω =⇒ µ(A) ≤ µ(B)

(1.1.3) 劣加法性 An ⊂ Ω, n ∈ N =⇒ µ
( ∞⋃

n=1
An

)
≤ ∞∑

n=1
µ(An)

(1.2) 上に定義した「測度」は一般には「外測度」と呼ばれるものである. これに対して

「測度空間」と言うときには, これまで使ってきた可算加法的測度を意味するものとする.

(1.3) 定義 (Ω,B, µ) が 測度空間 であるとは, B は Ω 上の σ-集合体, µ は (Ω,B) 上の

可算加法的測度, すなわち µは [ 0, +∞ ] の値をとる B 上の関数で, µ(∅) = 0かつ

(1.3.1)可算加法性 An ∈ B, Am∩An = ∅ (m 6= n) m, n ∈ N =⇒ µ
( ∞⋃

n=1
An

)
=

∞∑
n=1

µ(An)

の成り立つものとする.
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(1.4) 例 (Ω,B, µ0) を測度空間とする. このとき

µ(A) ≡↽ inf{µ0(B) : A ⊂ B, B ∈ B }, A ⊂ Ω

と定義すると µは (定義 1.1 の意味での) 測度である.

それではこの逆はどうであろうか？ 任意の測度は測度空間から導かれるのであろうか？

(1.5) 定義 µを Ω 上の測度とするとき E ⊂ Ωが µ-可測であるとは, 任意の A ⊂ Ωに

ついて

(1.5.1) µ(A) = µ(A ∩ E) + µ(A ∩ EC)

の成り立つこと. Ω の µ-可測部分集合全体を Bµ と書くことにする.

(1.6) 注意 (1.5.1) 式で µ(A) ≤ µ(A ∩ E) + µ(A ∩ EC) は劣加法性より明らかであるか

ら, E ⊂ Ωが µ-可測であるための必要十分条件は, 任意の A ⊂ Ωについて

(1.6.1) µ(A) ≥ µ(A ∩ E) + µ(A ∩ EC)

となること.

(1.7) 補題 µ を Ω 上の測度とする.

(1.7.1) µ(N) = 0, N ⊂ Ω =⇒ N ∈ Bµ

(1.7.2) E ∈ Bµ =⇒ EC ∈ Bµ

(1.7.3) Ek ∈ Bµ, 1 ≤ k ≤ n =⇒ n⋃
k=1

Ek ∈ Bµ

証明 (1.7.1) と (1.7.2) は定義より明らか. (1.7.3) を証明する. n = 2 の場合を示せば

よい.

E1, E2 ∈ Bµ とせよ. 任意の A ⊂ Ωについて

µ(A) = µ(A ∩ E1) + µ(A ∩ EC
1 )
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= µ(A ∩ E1) + µ(A ∩ EC
1 ∩ E2) + µ(A ∩ EC

1 ∩ EC
2 )

≥ µ(A ∩ (E1 ∪ E2)) + µ(A ∩ (E1 ∪ E2)
C)

となり E1 ∪ E2 ∈ Bµ. 2

(1.8) 補題 µ を Ω 上の測度とする. いま En ∈ Bµ, Em ∩ En = ∅ (m 6= n) m, n ∈ N と

すると

(1.8.1) 任意の A ⊂ Ωに対して µ
(
A ∩ ∞⋃

n=1
En

)
=

∞∑
n=1

µ(A ∩ En)

(1.8.2)
∞⋃

n=1
En ∈ Bµ

証明 F∞ ≡↽
∞⋃

n=1
En, Fn ≡↽

n⋃
k=1

Ek, n ∈ N と定義する. A ⊂ Ω を任意に選ぶ.

まず F2 ∩ E1 = E1, F2 ∩ EC
1 = E2 に注意すると

µ(A ∩ F2) = µ(A ∩ F2 ∩ E1) + µ(A ∩ F2 ∩ EC
1 ) = µ(A ∩ E1) + µ(A ∩ E2).

これより任意の n ∈ N について µ(A ∩ Fn) =
n∑

k=1
µ(A ∩ Ek) となり, また補題 1.7 より

n⋃
k=1

Ek ∈ Bµ となることに注意すると

µ(A) ≥ µ(A ∩ Fn) + µ(A ∩ FC
n ) =

n∑

k=1

µ(A ∩ Ek) + µ(A ∩ FC
n )

≥
n∑

k=1

µ(A ∩ Ek) + µ(A ∩ FC
∞).

ここで n →∞ として

µ(A) ≥
∞∑

k=1

µ(A ∩ Ek) + µ(A ∩ FC
∞),

劣加法性より

≥ µ

(
A ∩

∞⋃

k=1

Ek

)
+ µ(A ∩ FC

∞) = µ(A ∩ F∞) + µ(A ∩ FC
∞).

ゆえに F∞ ∈ Bµ. 他方上式で A を A ∩ F∞ でおきかえると

µ(A ∩ F∞) ≥
∞∑

k=1

µ(A ∩ Ek) ≥ µ(A ∩ F∞)

となり (1.8.1) も証明された. 2
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次の命題は上の二つの補題の系である.

(1.9) 命題 µ を Ω 上の測度とする. いま En ∈ Bµ かつ E1 ⊂ E2 ⊂ · · · ⊂ En ⊂ · · · とす

ると, 任意の A ⊂ Ωについて

µ

(
A ∩

∞⋃

n=1

En

)
= lim

n
µ(A ∩ En).

(1.10) 定理 µ を Ω 上の測度とすると (Ω,Bµ, µ)は完備測度空間である.

証明 まず Bµ が Ω 上の σ-集合体であることを示そう. (1.7.1) と (1.7.2) から Ω ∈ Bµ

は示される. また E ∈ Bµ ⇒ EC ∈ Bµ は (1.7.2) そのものである.

En ∈ Bµ, n ∈ N とせよ. F1 ≡↽ E1, Fn ≡↽ En

∖
n−1⋃
k=1

Ek, n ≥ 2 と定義すると (1.7.2) と

(1.7.3) から, 任意の n ∈ N について Fn ∈ Bµ. 他方定義より Fm ∩ Fn = ∅ (m 6= n), m,

n ∈ N であるから補題 1.8 より
∞⋃

n=1
En =

∞⋃
n=1

Fn ∈ Bµ.

次に (1.8.1) で A ≡↽ Ω とすると, µ の Bµ への制限が可算加法性を持つことが示される.

完備性は (1.7.1) より明らか. 2
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§2. 有限加法的測度の可算加法的測度への拡張

(2.1) 定義 A を Ω 上の集合体, µ を (Ω,A) 上の有限加法的測度, すなわち A 上の

[ 0, +∞ ]-値関数で µ(∅) = 0かつ

(2.1.1)有限加法性 Ek ∈ A, Ek∩E` = ∅ (k 6= `) 1 ≤ k, ` ≤ n =⇒ µ
(

n⋃
k=1

Ek

)
=

n∑
k=1

µ(Ek)

の成り立つものとする. このとき

(2.1.2) µ∗(A) ≡↽ inf

{ ∞∑

j=1

µ(Aj) : A ⊂
∞⋃

j=1

Aj, Aj ∈ A
}

と定義する.

(2.2) 補題 µ∗ は (定義 1.1 の意味で) Ω 上の測度である.

証明 (1.1.1) と (1.1.2)は明らか.

An ⊂ Ω, n ∈ Nとせよ.
∑
n

µ∗(An) = +∞であれば (2.1.3)は成り立つ.
∑
n

µ∗(An) < +∞

とせよ. 任意の ε > 0 を固定すると, 各 n ∈ N について An,j ∈ A, j ∈ N で An ⊂ ⋃
j

An,j

かつ
∑
j

µ(An,j) < µ∗(An) + 2−nεとなるものが存在する. このとき
⋃
n

An ⊂ ⋃
n

⋃
j

An,j である

から

µ∗
(⋃

n

An

)
≤ ∑

n

∑

j

µ(An,j) ≤
∑
n

(µ∗(An) + 2−nε) ≤ ∑
n

µ∗(An) + ε.

εは任意であったから (1.1.3)が示された. 2

(2.3) 補題 σ[A ] を Aから生成された Ω 上の σ-集合体とすると σ[A ] ⊂ Bµ∗ .

証明 Bµ∗ は σ-集合体であるから A ⊂ Bµ∗ を示せばよい. それには任意の A ⊂ Ω と任

意の E ∈ Aについて (1.6.1) を示せばよい.

µ∗(A) = +∞ であれば (1.6.1) は明らか. µ∗(A) < +∞ とする. 任意の ε > 0 につい

て Aj ∈ A, j ∈ N で A ⊂ ⋃
j

Aj かつ
∑
j

µ(Aj) < µ∗(A) + ε となるものが存在する. 他

方A ∩ E ⊂ ⋃
j
(Aj ∩ E), A ∩ EC ⊂ ⋃

j
(Aj ∩ EC) であり, また A が集合体であることから
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Aj ∩ E, Aj ∩ EC ∈ A, j ∈ N である. 従って

µ∗(A ∩ E) + µ∗(A ∩ EC) ≤ ∑

j

µ(Aj ∩ E) +
∑

j

µ(Aj ∩ EC) =
∑

j

µ(Aj) ≤ µ∗(A) + ε.

ε > 0は任意であったから (1.6.1)が示された. 2

(2.4) 命題 任意の E ∈ Aについて µ∗(E) = µ(E)であるための必要十分条件は µが A

上可算加法的であること, すなわち

(2.4.1) En ∈ A, Em∩En = ∅ (m 6= n) m, n ∈ Nかつ
∞⋃

n=1
En ∈ Aであれば µ

( ∞⋃
n=1

En

)
=

∞∑
n=1

µ(En)

の成り立つこと.

証明 定理 1.10 より (Ω,Bµ∗ , µ
∗)が完備測度空間となることと補題 2.3 より必要性は明

らか.

十分性を示す. E ∈ A とすると定義 (2.1.2) より µ∗(E) ≤ µ(E). 他方 µ∗(E) = +∞

であれば µ(E) ≤ µ∗(E) は明らか. µ∗(E) < +∞ とせよ. 任意の ε > 0 に対して

Aj ∈ A, j ∈ Nで E ⊂ ⋃
j

Ajかつ
∑
j

µ(Aj) < µ∗(E)+εとなるものが存在する. E1 ≡↽ E∩A1,

En ≡↽ E ∩
(
An

∖
n−1⋃
k=1

Ak

)
, n ≥ 2と定義すると En ∈ A, En ⊂ A, Em ∩En = ∅ (m 6= n) m,

n ∈ Nかつ
⋃
n

En = E ∈ A となる. (2.4.1) より

µ(E) =
∑
n

µ(En) ≤ ∑
n

µ(An) ≤ µ∗(E) + ε.

ε > 0は任意であったから µ(E) ≤ µ∗(E). 2

(2.5) 定理 µを Ω上の集合体 A上に定義された有限加法的測度で, A上可算加法的 (す

なわち (2.4.1) をみたす) とする. このとき µ∗ を (2.1.2) で定義すると

(2.5.1) 任意の A ⊂ Ω に対して B ∈ σ[A ] で A ⊂ B かつ µ∗(A) = µ∗(B) となるもの

が存在する.

(2.5.2) 完備測度空間 (Ω,Bµ∗ , µ
∗)は有限加法的測度空間 (Ω,A, µ)の拡張になっている.
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(2.5.3) µ が σ-有限, すなわち Ωn ∈ A, µ(Ωn) < +∞ で Ω =
⋃
n

Ωn となるものが存在

すれば, 測度空間 (Ω,Bµ∗ , µ
∗)は測度空間 (Ω, σ[A ], µ∗) の完備化になっている.

(2.5.4) µが σ-有限であれば (Ω, σ[A ], µ∗)は (Ω,A, µ) の一意的拡張になっている.

証明 (2.5.1) の証明 A ⊂ Ω とする. µ∗(A) = +∞ であれば B ≡↽ Ω とすればよい.

µ∗(A) < +∞ とせよ. 任意の n ∈ N に対して An,j ∈ A, j ∈ N で A ⊂ ⋃
j

An,j かつ

∑
j

µ(An,j) ≤ µ∗(A) + n−1 となるものが存在する. ここで B ≡↽ ⋂
n

⋃
j

An,j ∈ σ[A ]とすればよ

い.

(2.5.2) の証明 命題 2.4による.

(2.5.3) の証明 Ωn ∈ A, n ∈ N を µ(Ωn) < +∞ で Ω =
⋃
n

Ωn とする. Ωm ∩ Ωn = ∅

(m 6= n) としてよい.

任意の A ∈ Bµ∗ と任意の n ∈ Nに対して (2.5.1) より B0
n ∈ σ[A ]で A∩Ωn ⊂ B0

n かつ

µ∗(B0
n) = µ∗(A∩Ωn) (≤ µ(Ωn) < +∞)となるものが存在する. Bn ≡↽ B0

n∩Ωnと定義すると

A∩Ωn ⊂ Bn かつ µ∗(Bn) < +∞であるから µ∗(Bn \ (A∩Ωn)) = µ∗(Bn)−µ∗(A∩Ωn) = 0

ここで B ≡↽ ⋃
n

Bn ∈ σ[A ] と定義すると A ⊂ B かつ µ∗(B \ A) = 0.

同様に AC に対しても D ∈ σ[A ] で AC ⊂ D かつ µ∗(D \ AC) = 0 となるものが

存在する. このとき DC , B ∈ σ[A ], DC ⊂ A ⊂ B であり, かつ µ∗(B \ DC) =

µ∗(B \ A) + µ∗(A \DC) = 0 となるから Aは σ[A ] の µ∗-完備化に含まれる.

(2.5.4) の証明 µが有限測度であれば σ[A ]での値は Aでの値によって一意的に定まる.

σ-有限の場合には (2.5.3)の証明のように µ∗(Ωn) < +∞となる各 Ωn に制限して一意性を

証明すればよい. 2

(2.6) 例 (Lebesgue measure) ユ－クリッド空間 Rd の中の半開区間 J =
d∏

k=1
(ak, bk ]

の finite disjoint union 全体をAd とおくと Ad は Rd 上の集合体である. いま

µ

(
d∏

k=1

(ak, bk ]

)
≡↽

d∏

k=1

|bk − ak|

と定義すると Ad 上の有限加法的測度 µ が定まる. これを出発点にして (2.1.2) によって
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Rd 上の測度 µ∗ を定義して得られる σ-有限測度空間 (Rd,Bµ∗ , µ
∗) が Lebesgue 測度空間

である.
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§3. 無限直積確率測度の存在

まず無限直積確率測度の存在を証明しよう. ここではさしあたって必要な可算直積の場

合について証明するが, 一般には任意濃度の直積確率測度の存在が証明されている.

(3.1) Ωを空でない集合, Aを Ω 上の集合体, µをA 上の有限加法的確率測度, すなわち

µ(Ω) = 1 なるものとする. 命題 2.4 (定理 2.5 も参照) によると, µ が A から生成される

Ω 上の σ-集合体 σ[A ] 上の (可算加法的) 確率測度に一意的に拡張されるための必要十分

条件は, µが A 上で可算加法的, すなわち (2.4.1)が成り立つことであった. この条件をも

う少し詳しく検討しておこう.

(3.2)補題 Ωを空でない集合, Aを Ω上の集合体, µを A上の有限加法的測度で µ(Ω) = 1

なるものとする. このとき次の三つの命題は同値である.

(3.2.1) Fn ∈ A, n ∈ N で F1 ⊃ F2 ⊃ F3 ⊃ · · ·かつ ⋂
n

Fn = ∅ であれば inf
n

µ(Fn) = 0.

(3.2.2) Fn ∈ A, n ∈ N で F1 ⊃ F2 ⊃ F3 ⊃ · · ·かつ inf
n

µ(Fn) > 0 であれば
⋂
n

Fn 6= ∅.

(2.4.1) En ∈ A, Em ∩ En = ∅ (m 6= n), m, n ∈ N で
⋃
n

En ∈ A であれば µ
(⋃

n
En

)
=

∑
n

µ(En).

証明 (3.2.2) は (3.2.1) の対偶であるから, (3.2.1) と (2.4.1) の同値性を証明すればよ

い.

(2.4.1) ⇒ (3.2.1) の証明 Fn ∈ A, n ∈ N で F1 ⊃ F2 ⊃ F3 ⊃ · · · かつ ⋂
n

Fn = ∅ とせ

よ. このとき En ≡↽ Fn \ Fn+1, n ∈ N と定義すると En ∈ A, Em ∩ En = ∅ (m 6= n), m,

n ∈ N で
⋃
n

En ∈ A となる. また
∑
n

µ(En) = µ(F1) ≤ µ(Ω) = 1. 故に

lim
n

µ(Fn) = lim
n

µ

( ∞⋃

k=n

Ek

)
= lim

n

∞∑

k=n

µ(Ek) = 0.

(3.2.1) ⇒ (2.4.1) の証明 En ∈ A, Em ∩En = ∅ (m 6= n), m, n ∈ Nで
⋃
n

En ∈ Aと
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せよ. Fn ≡↽
∞⋃

k=n
Ek と定義すると Fn ∈ A, n ∈ N で F1 ⊃ F2 ⊃ F3 ⊃ · · · かつ ⋂

n
Fn = ∅ と

なる. ここで n →∞ とすると (3.2.1) より

µ

( ∞⋃

n=1

En

)
−

n−1∑

k=1

µ(Ek) = µ(F1)− µ

(
n−1⋃

k=1

Ek

)
= µ(Fn) → 0

となるから µ
( ∞⋃

n=1
En

)
=

∞∑
n=1

µ(En). 2

(3.3) 定理 (無限直積確率測度の存在)

(Ωn,Bn,Pn), n ∈ N : 確率空間列

Ω ≡↽ ∏
n

Ωn

Xn : ω = (ωn) ∈ Ω → ωn ∈ Ωn, n ∈ N : (座標写像)

B ≡↽ σ[ Xn : n ∈ N ]

このとき (Ω,B) 上の確率測度 P で, 任意の Ak ∈ Bk, 1 ≤ k ≤ nについて

P(Xk ∈ Ak, 1 ≤ k ≤ n) = P1(A1)P2(A2) . . .Pn(An)

となるものが一意に存在する.

このとき P を
∏
n

Pn と書くことにする.

証明 (第一段階) n ∈ N について Bn ≡↽ σ[ Xk : 1 ≤ k ≤ n ], Bn ≡↽ B1 × B2 × · · · × Bn

と定義する. このとき (Ω,Bn) 上の確率測度 Pn で任意の Ak ∈ Bk, 1 ≤ k ≤ nに対して

Pn(Xk ∈ Ak, 1 ≤ k ≤ n) = P1(A1)P2(A2) . . .Pn(An)

となるものが一意に存在する (有限直積測度の存在) . このとき

Bn =
{
{ω : (X1(ω), X2(ω), . . . , Xn(ω)) ∈ B} : B ∈ Bn

}

Pn((X1, X2, . . . , Xn) ∈ B) = (P1 ×P2 × · · · ×Pn)(B), B ∈ Bn

となっていることに注意しておこう.

(第二段階) Γ ∈ Bn, Γ ∈ Bm (n < m) とせよ. このとき Bn ∈ Bn, Bm ∈ Bm が存在
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して

Γ = {ω ∈ Ω : (X1(ω), X2(ω), . . . , Xn(ω)) ∈ Bn }

= {ω ∈ Ω : (X1(ω), X2(ω), . . . , Xn(ω), . . . , Xm(ω)) ∈ Bm }

これより Bm = Bn × Ωn+1 × Ωn+2 × · · · × Ωm が示される. ゆえに

Pn(Γ) = (P1 ×P2 × · · · ×Pn)(Bn)

= (P1 ×P2 × · · · ×Pn × · · · ×Pm)(Bn × Ωn+1 × Ωn+2 × · · · × Ωm)

= (P1 ×P2 × · · · ×Pn × · · · ×Pm)(Bm)

= Pm(Γ).

したがって A ≡↽ ⋃
n
Bn とすると

P(Γ) = Pn(Γ), Γ ∈ Bn

により (Ω,A) 上の有限加法的確率測度が定義される.

(第三段階) (Ω,A) 上の有限加法的確率測度 Pが (Ω,B) 上に一意に拡張されることを

示す. B = σ[A ] であることに注意すると Γ0 = Ω として補題 3.2 を適用して

Γk ∈ A, k ∈ N

Γ0 ⊃ Γ1 ⊃ Γ2 ⊃ Γ3 ⊃ · · ·

α ≡↽ inf
k

P(Γk) > 0

であるときに
⋂
k

Γk 6= ∅ を示せばよい.

(第四段階) Γk ∈ Bn(k), k ∈ N, 0 = n(0) < n(1) < n(2) < n(3) < · · · としてよい. さ

らに

Γk = {ω ∈ Ω : (X1(ω), X2(ω), . . . , Xn(k)(ω)) ∈ Bn(k) }, Bn(k) ∈ Bn(k), k ∈ N

とするとき n(k − 1) ≤ j < n(k) なる j について

Bj = Bn(k−1) × Ωn(k−1)+1 × Ωn(k−1)+2 × · · · × Ωj ∈ Bj

Γ′j = {ω ∈ Ω : (X1(ω), X2(ω), . . . , Xj(ω)) ∈ Bj }
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と取り直すことによって, 任意の k ∈ Nについて, ある Bk ∈ Bk が存在して

Γk = {ω ∈ Ω : (X1(ω), X2(ω), . . . , Xk(ω)) ∈ Bk } ∈ Bk

と仮定して一般性を失わない. このとき k, ` ∈ N (k < `) とすると Γk ⊃ Γ` より

Bk × Ωk+1 × Ωk+2 × · · · × Ω` ⊃ B` となることに注意しておこう.

(第五段階) さて任意の k ≥ 2について

ϕ1
k(ω1) ≡↽

∫

Ω2×Ω3×···×Ωk

IBk(ω1, ω2, ω3, . . . , ωk) d(P2 ×P3 × · · · ×Pk)(ω2, ω3, . . . , ωk)

=
∫

Ω2

dP2(ω2)
∫

Ω3

dP3(ω3) . . .
∫

Ωk

IBk(ω1, ω2, ω3, . . . , ωk) dPk(ωk)

と定義するとフビニの定理により

P(Γk) = Pk(Γk)

=
∫

Ω1×Ω2×···×Ωk

IBk(ω1, ω2, . . . , ωk) d(P1 ×P2 × · · · ×Pk)(ω1, ω2, . . . , ωk)

=
∫

Ω1

ϕ1
k(ω1) dP1(ω1)

となる. このとき {ϕ1
k}は (Ω1,B1,P1) 上の確率変数列であり,

0 ≤ ϕ1
k(ω1) ≤ 1, ω1 ∈ Ω1, k ≥ 2

であるから有界収束定理により

α ≤ lim sup
k

P(Γk) = lim sup
k

∫

Ω1

ϕ1
k(ω1) dP1(ω1)

≤
∫

Ω1

lim sup
k

ϕ1
k(ω1) dP1(ω1).

したがって lim sup
k

ϕ1
k(ω̄1) > 0 となるような ω̄1 ∈ Ω1 が存在する. いま ω̄1 /∈ B1 とすると

任意の (ω2, ω3, ω4, . . .) ∈ Ω2×Ω3×Ω4× · · ·について (ω̄1, ω2, ω3, ω4, . . .) /∈ Γ1, したがって

任意の k ≥ 2 について (ω̄1, ω2, ω3, ω4, . . .) /∈ Γk となるから ϕ1
k(ω̄1) = 0 となり矛盾. ゆえ

に ω̄1 ∈ B1.
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同様に k ≥ 3について

ϕ2
k(ω̄1, ω2) ≡↽

∫

Ω3×Ω4×···×Ωk

IBk(ω̄1, ω2, ω3, . . . , ωk) d(P3 ×P4 × · · · ×Pk)(ω3, ω4, . . . , ωk)

=
∫

Ω3

dP3(ω3)
∫

Ω4

dP4(ω4) . . .
∫

Ωk

IBk(ω̄1, ω2, ω3, . . . , ωk) dPk(ωk)

と定義すると

0 < lim sup
k

ϕ1
k(ω̄1)

= lim sup
k

∫

Ω2

ϕ2
k(ω̄1, ω2) dP2(ω2)

≤
∫

Ω2

lim sup
k

ϕ2
k(ω̄1, ω2) dP2(ω2)

であるから lim sup
k

ϕ2
k(ω̄1, ω̄2) > 0 となる ω̄2 ∈ Ω2 が存在する. (ω̄1, ω̄2) ∈ B2 である.

このようにして順次

ϕ`
k(ω̄1, ω̄2, . . . , ω̄`−1, ω`), k > `

を定義し , lim sup
k

ϕ`
k(ω̄1, ω̄2, . . . , ω̄`−1, ω̄`) > 0 によって ω̄` ∈ Ω` を定めると ω̄ = (ω̄`) ∈ Ω

が得られる. このとき任意の ` ∈ Nについて

(ω̄1, ω̄2, . . . , ω̄`−1, ω̄`) ∈ B`

したがって ω̄ ∈ Γ` である. ゆえに ω̄ ∈ ⋂
`

Γ`, すなわち
⋂
`

Γ` 6= ∅が示された. 2

上の定理では各 nについて (Ωn,Bn,Pn)が確率空間であること以外には何も仮定してい

ないことに注意しておこう.

定理 3.1から直ちに導かれる系として独立確率変数列の存在証明が得られる.

(3.4) 定理 {µn : n ∈ N } を R 上の任意の確率測度列とするとき, それぞれ µn を分布と

する独立確率変数列 {Xn}が存在する.

証明 定理 3.3 で (Ωn,Bn,Pn) = (R, B1, µn), n ∈ N, {Xn} を座標関数列とすると

{Xn}は確率空間 (R∞,B∞,
∏
n

µn) 上の独立確率変数列で Xn の分布は µn となる. 2
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§4. 角谷の二分定理

局所同値な二つの無限直積確率測度は

同値 (互いに絶対連続)か特異かのいずれかが成り立つ

という角谷によって証明された二分定理と, 同値であるための必要十分条件は大変重要な

結果である. つぎにこれを紹介しょう.

(4.1) 定理 [Kak 1948]

(Ωn,Bn,Pn), (Ωn,Bn,Qn), n ∈ N : 確率空間列

Ω ≡↽ ∏
n

Ωn

Xn : ω = (ωn) ∈ Ω → ωn ∈ Ωn, n ∈ N : 座標関数

B ≡↽ σ[ Xn : n ∈ N ]

P ≡↽
∞∏

n=1
Pn, Q ≡↽

∞∏
n=1

Qn : (Ω,B) 上の無限直積確率測度

このとき任意の n ∈ N について Pn ∼ Qn (互いに絶対連続) と仮定すると, つぎの命

題が成立する.

(4.1.1) Q ∼ P または Q ⊥ P のいずれかが成り立つ.

(4.1.2) Q ∼ P となるための必要十分条件は

∞∑

n=1



1− EP




√
dQn

dPn

(Xn)






 < +∞

となること. ただし EP[ · ]は Pに関する平均をあらわす.

定理 4.1 の証明の前にいくつかの概念と記号を定義しておこう.

Q ¿ P ⇀↽ P(N) = 0 ⇒ Q(N) = 0.

Q ∼ P ⇀↽ P(N) = 0 ⇔ Q(N) = 0.

Q ⊥ P ⇀↽ P(N) = Q(NC) = 0 となるような N ∈ B が存在する.
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(4.2) 命題 P, Q を (Ω,B) 上の確率測度, Θ を (Ω,B) 上の確率測度で P ¿ Θ, Q ¿ Θ

となるものとする (例えば Θ = 1
2
(P + Q) とすればよい) . このとき

ρ(P,Q) ≡↽
∫

Ω

√
dP

dΘ
(ω)

√
dQ

dΘ
(ω) dΘ(ω)

と定義する. このとき次の命題が成立する.

(4.2.1) ρ(P,Q) の値は Θ の選び方によらない.

(4.2.2) 0 ≤ ρ(P,Q) ≤ 1.

(4.2.3) ρ(P,Q) = 1 ⇔ P = Q.

(4.2.4) ρ(P,Q) = 0 ⇔ P ⊥ Q.

(4.2.5) P ∼ Q ⇒ ρ(P,Q) =
∫

Ω

√
dQ

dP
(ω) dP(ω).

証明 (4.2.1) Θ1, Θ2 を (Ω,B) 上の確率測度で P, Q ¿ Θ1, Θ2 とせよ. このとき

Θ3 = 1
2
(Θ1 + Θ2) と定義すると Θ1, Θ2 ¿ Θ3 となる. これより

ρ(P,Q) =
∫

Ω

√
dP

dΘ1

(ω)

√
dQ

dΘ1

(ω) dΘ1(ω)

=
∫

Ω

√
dP

dΘ1

(ω)

√
dQ

dΘ1

(ω)
dΘ1

dΘ3

(ω) dΘ3(ω)

=
∫

Ω

√
dP

dΘ1

(ω)
dΘ1

dΘ3

(ω)

√
dQ

dΘ1

(ω)
dΘ1

dΘ3

(ω) dΘ3(ω)

=
∫

Ω

√
dP

dΘ3

(ω)

√
dQ

dΘ3

(ω) dΘ3(ω)

=
∫

Ω

√
dP

dΘ2

(ω)

√
dQ

dΘ2

(ω) dΘ2(ω).

(4.2.2) シュバルツ の不等式より明らか.

(4.2.3) (2)で ρ(P,Q) = 1 となるのはある実数 α, β (α 6= 0 または β 6= 0)が存在して

α

√
dP

dΘ
(ω) = β

√
dQ

dΘ
(ω)

となる場合に限る. ところが P, Q ともに確率測度であるから α = β でなくてはならな

い. これより P = Q.
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逆に P = Q であれば ρ(P,Q) = 1は明らか.

(4.2.4) P ⊥ Q であれば ρ(P,Q) = 0 となることは明らか.

逆に ρ(P,Q) = 0 と仮定する. これより
√

dP

dΘ
(ω)

√
dQ

dΘ
(ω) = 0, a.e. (Θ)

したがって A =



 ω ∈ Ω :

√
dP

dΘ
(ω) > 0



 と定義すると

P(A) =
∫

A
dP(ω) =

∫

A

dP

dΘ
(ω) dΘ(ω)

=
∫

A

dP

dΘ
(ω) dΘ(ω) +

∫

AC

dP

dΘ
(ω) dΘ(ω)

=
∫

Ω

dP

dΘ
(ω) dΘ(ω) = P(Ω) = 1.

Q(A) =
∫

A

dQ

dΘ
(ω) dΘ(ω) = 0.

(4.2.5)は P = Θ とすればよい. 2

角谷の二分定理の証明. 定理 4.1 の仮定がみたされているとせよ. このとき

∞∏

n=1

ρ(Pn,Qn) > 0 ⇔ P ∼ Q

∞∏

n=1

ρ(Pn,Qn) = 0 ⇔ P ⊥ Q

を示す.

まず (Ω,Bn) 上の確率測度 Pn を定理 3.3 の証明に用いたものとする。即ち、

Pn((X1, . . . , Xn) ∈ A) = (P1 × · · · ×Pn)(A) (A ∈ B1 × · · · × Bn)

が成り立つものと定める。

(第一段階)
∞∏

n=1
ρ(Pn,Qn) > 0 と仮定せよ. ϕn(ω) ≡↽ dQn

dPn

(Xn(ω)), n ∈ N と定義する

と {ϕn}は確率空間 (Ω,B,P) 上の独立確率変数列.

他方, 任意の n ∈ N について Pn ∼ Qn となるので Φn(ω) ≡↽ dQn

dPn
(ω), n ∈ N とする.

このとき

Φn =
n∏

k=1

ϕk, ρ(Pn,Qn) =
n∏

k=1

ρ(Pk,Qk), n ∈ N
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が得られる.

(第二段階) ψn ≡↽
n∏

k=1

√
ϕk n ∈ N と定義する. {ψn} は L2(P) の点列であり, そのノ

ルムを ‖ · ‖ とすると任意の m, n ∈ N (n 6= m)について

‖ψn‖ = 1, n ∈ N

‖ψn − ψm‖2 =
∫

Ω
{ψn(ω)2 − 2ψn(ω)ψm(ω) + ψm(ω)2} dP(ω)

=
∫

Ω





n∏

k=1

ϕk − 2

√√√√
n∏

k=1

ϕk

m∏

j=1

ϕj +
m∏

j=1

ϕj



 dP

= 2

{
1−

∫

Ω

m∏

k=n+1

√
ϕk dP

}

= 2

{
1−

m∏

k=n+1

ρ(Pk,Qk)

}
.

さて仮定より
∞∏

n=1
ρ(Pn,Qn) > 0 であるから任意の ε > 0 に対してある N ∈ N が存在

し , N ≤ n < m であれば

1 ≥
m∏

k=n+1

ρ(Pk,Qk) ≥ 1− ε

とできる. したがって {ψn} は L2(P) の Cauchy 列であることが分かる. その極限を

ψ ∈ L2(P) とすると

‖ψ‖2 =
∫

Ω
ψ(ω)2 dP(ω) = 1.

(第三段階) Q ¿ P であり
dQ

dP
(ω) = ψ(ω)2 であることを示す.

任意の A ∈ σ[ Xk : 1 ≤ k ≤ n ], n ∈ Nについて m (> n) ∈ N とすると

Q(A) =
∫

A
dQn(ω) =

∫

A
Φn(ω) dPn(ω)

=
∫

A

n∏

k=1

ϕk(ω) dPn(ω) =
∫

A

m∏

k=1

ϕk(ω) dP(ω)

=
∫

A
ψm(ω)2 dP(ω) →

∫

A
ψ(ω)2 dP(ω), (m →∞).

B = σ[ Xk : k ∈ N ]に注意すると任意の A ∈ B について

Q(A) =
∫

A
ψ(ω)2 dP(ω)
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となることは容易に示され, Q ¿ Pが証明された.

同様に P ¿ Q も示されるから Q ∼ P.

またこのとき

ρ(P,Q) =
∫

Ω
ψ(ω) dP(ω)

= lim
n

∫

Ω
ψn(ω) dP(ω) = lim

n
ρ(Pn,Qn)

= lim
n

n∏

k=1

ρ(Pk,Qk)

より

ρ(P,Q) =
∞∏

k=1

ρ(Pk,Qk)

が成立する.

(第四段階)
∞∏

k=1
ρ(Pk,Qk) = 0 と仮定せよ.

このとき任意の ε > 0に対して, ある n ∈ Nが存在して

ρ(Pn,Qn) =
n∏

k=1

ρ(Pk,Qk) < ε

となる.

A = {ω ∈ Ω : Φn(ω) ≥ 1 }

と定義する. このとき A ∈ σ[ Xk : 1 ≤ k ≤ n ] であり, また

P(A) =
∫

A
dP(ω) ≤

∫

A

√
Φn(ω) dPn(ω) ≤ ρ(Pn,Qn) < ε.

他方

Q(AC) =
∫

AC
dQ(ω) =

∫

AC
Φn(ω) dPn(ω)

≤
∫

AC

√
Φn(ω) dPn(ω) ≤ ρ(Pn,Qn) < ε.

ゆえに P ⊥ Q である. 2
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(4.7) 例 すべての n ∈ Nについて Ωn = R, Bn = B1, Pn = N(0, 1), すなわち

g(x) ≡↽ 1√
2π

exp
(
−x2

2

)
, x ∈ R

とするとき

Pn(A) =
∫

A
g(x) dx, A ∈ B1

とする. つぎに任意の {an} ∈ R∞ として

Qn(A) ≡↽ Pn(A− an) =
∫

A
g(x + an) dx, A ∈ B1

と定義する. さて P ≡↽
∞∏

n=1
Pn, Q ≡↽

∞∏
n=1

Qn とするとき

P ∼ Q ⇔ {an} ∈ `2

P ⊥ Q ⇔ {an} /∈ `2

である.

証明 仮定より任意の n ∈ Nについて Pn ∼ Qn かつ

dQn

dPn

(x) =
g(x + an)

g(x)
= exp

(
−anx− (an)2

2

)
, x ∈ R

となる. したがって (4.2.5) より

ρ(Pn,Qn) =
∫ +∞

−∞

√
dQn

dPn

(x) dPn(x)

=
∫ +∞

−∞

√
g(x + an)

g(x)
g(x) dx

=
∫ +∞

−∞
exp

(
−anx

2
− (an)2

4

)
g(x) dx = exp

(
−(an)2

8

)

したがって

ρ(P,Q) =
∞∏

n=1

exp
(
−1

8
(an)2

)
= exp

(
−1

8

∞∑

n=1

(an)2
)

ゆえに角谷の二分定理 (定理 4.1)により

P ∼ Q ⇔ ρ(P,Q) > 0 ⇔
∞∑

n=1

(an)2 < +∞

P ⊥ Q ⇔ ρ(P,Q) = 0 ⇔
∞∑

n=1

(an)2 = +∞
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証明終り. 2
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§5 独立確率変数列のエルゴ－ド性

この節を通して

R∞ : 実数列全体の空間

B∞ ≡↽ σ[ A0 × A1 × · · · × An ×R(n,∞) : Ak ∈ B1, 0 ≤ k ≤ n, n ∈ N0 ]

また X = {Xk}∞k=0 は可測空間 (Ω,B) 上に定義された実可測関数列で,

σ[X ] ≡↽ σ[ Xk : k ≥ 0 ], と τ∞[X ] ≡↽
⋂
n

σ[ Xk : k > n ]

とする. τ∞[X ] を Xの 末尾集合体, τ∞[X ]-可測関数を 末尾関数, τ∞[X ]-可測集合を 末

尾集合 と呼ぶ. たとえば Y = lim sup
n

Xn は末尾関数である.

(5.1) 補題 任意の σ[X ]-可測関数 Y = Y (ω)に対して, ある (R∞,B∞) 上の可測関数

f(x) = f(x0, x1, x2, . . . , xn, . . .), x = {xk} ∈ R∞

が存在して

Y = Y (ω) = f(X0(ω), X1(ω), X2(ω), . . . , Xn(ω), . . .), ω ∈ Ω

と表される.

証明 任意の σ[X ]-可測関数はある σ[X ]-可測単関数列の各点収束極限としてあらわさ

れるから, 任意の A ∈ σ[X ] についてその定義関数 IA について補題が証明されればよい.

実際

B0 ≡↽ {A ∈ σ[X ] : IAについて補題が成立 }

と定義すると B0 は Ω 上の σ-集合体となり, また任意の n ∈ Nについて

σ[ X0, X1, X2, . . . , Xn ] ⊂ B0
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が分かる. ゆえに B0 = σ[X ]. 2

(5.2) 補題 可測関数 Y が (R∞,B∞) 上の可測関数

f(x) = f(x0, x1, x2, . . . , xn, . . .)

によって

Y = f(X0, X1, X2, . . . , Xn, . . .)

と表されるとき次の命題は同値.

(5.2.1) Y は 末尾関数.

(5.2.2) 任意の n ≥ 0 について (R∞, B∞) 上の可測関数 fn(x) = fn(xn+1, xn+2, . . .) で

Y = fn(Xn+1, Xn+2, . . .) となるものが存在する.

(5.2.3) 任意の a0, a1, a2, . . . , an ∈ Rについて

f(X0, X1, X2, . . . , Xn, Xn+1, Xn+2, . . .)

= f(X0 + a0, X1 + a1, X2 + a2, . . . , Xn + an, Xn+1, Xn+2, . . .).

証明 (5.2.1)⇒(5.2.2) 定義より明らか.

(5.2.2)⇒(5.2.3) 任意の a0, a1, a2, . . . , an ∈ Rについて

f(X0, X1, X2, . . . , Xn, Xn+1, Xn+2, . . .)

= fn(Xn+1, Xn+2, . . .)

= f(X0 + a0, X1 + a1, X2 + a2, . . . , Xn + an, Xn+1, Xn+2, . . .).

(5.2.3)⇒(5.2.2) 任意の n ≥ 0 と ω ∈ Ω について ak = −Xk(ω), 0 ≤ k ≤ n と選ぶこ

とによって

f(X0, X1, X2, . . . , Xn, Xn+1, Xn+2, . . .)

= f(X0 + a0, X1 + a1, X2 + a2, . . . , Xn + an, Xn+1, Xn+2, . . .)
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= f(0, 0, 0, . . . , 0, Xn+1, Xn+2, . . .)

= fn(Xn+1, Xn+2, . . .)

が fn(xn+1, xn+2, . . .) ≡↽ fn( 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n+1 個

, xn+1, xn+2, . . .) と定義すれば成り立つ.

(5.2.2)⇒(5.2.1) 定義より明らか. 2

さて可測空間 (E, E)が 可測線形空間 であるとは E が 線形空間 であって, 線形演算

(x, y) ∈ (E × E, E × E) → x + y ∈ (E, E),

(a, x) ∈ (R× E, B1 × E) → ax ∈ (E, E)

が可測であることとする. (R∞,B∞)は可測線形空間である.

さて (E, E) を可測線形空間, E0 ⊂ E を E の線形部分空間とする. このとき Γ ∈ E が

E0-不変 であるとは, 任意の a ∈ E0 について Γ + a = Γ が成り立つこととする. また,

f : E → Rが E0-不変であるとは任意の a ∈ E0 と任意の x ∈ E に対して f(x + a) = f(x)

が成り立つこととする。

R∞
0 ≡↽

{
{xk} ∈ R∞ : #{k ≥ 0 : xk 6= 0} < ∞

}

と定義する.

(5.3) 命題 X = {Xk}を R∞ 上の座標関数列とする. このとき (R∞,B∞) 上の可測関

数 f = f(x)についてつぎの命題は同値.

(5.3.1) f は末尾関数.

(5.3.2) f は R∞
0 -不変.

証明 補題 5.2による. 2

µを可測線形空間 (E, E) 上の確率測度, E0 ⊂ E とするとき µが E0-エルゴ－ド的であ

るとは Γ ∈ E について

µ(Γ4 (Γ + a)) = 0 for ∀a ∈ E0 =⇒ µ(Γ) = 0 or µ(Γ) = 1
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となることを言う. 他方 a ∈ E に対して

µa(A) ≡↽ µ(A− a), A ∈ E

と定義するとき µa ∼ µ (互いに絶対連続) であれば a を µ の準不変平行移動 と言い, す

べての a ∈ E0 が µ の準不変平行移動であるとき µ は E0-準不変 と言う.

(5.4) 定理 P を (R∞, B∞) 上の確率測度, (B∞)P を B∞ の P による完備化とすると

き, つぎの命題は同値.

(5.4.1) P は R∞
0 -エルゴ－ド的.

(5.4.2) Γ ∈ B∞ が R∞
0 -不変であれば P (Γ) = 0 または 1.

(5.4.3) Γ ∈ (B∞)P が R∞
0 -不変であれば P (Γ) = 0 または 1.

さらに P が R∞
0 -準不変であるときには次の命題も同値になる。

(5.4.4) Γ ∈ (B∞)P について, すべての a ∈ R∞
0 に関して P (Γ4 (Γ + a)) = 0 であれ

ば P (Γ) = 0 または 1. すなわち P は (R∞, (B∞)P ) 上の確率測度として R∞
0 -エルゴ－ド

的である.

証明 (5.4.1)⇒(5.4.2)は定義より明らか.

(5.4.2)⇒(5.4.3) の証明. 岡崎悦明のアイデアに沿って証明する. いま Γ ∈ (B∞)P につ

いて Γ = Γ + aがすべての a ∈ R∞
0 について成り立ち, かつ P (Γ) > 0 とせよ. このとき

P (Γ) = 1が示されればよい.

R∞ はポ－ランド空間, したがって P はラドン測度であるから, コンパクト部分集合

K ⊂ Γ で P (K) > 0 となるものが存在する.

そこで任意の n ≥ 0について

Kn ≡↽
{

x = {xk} ∈ R∞ : |xk| ≤ n (0 ≤ k ≤ n), x` = 0 (` > n)
}

と定義すると Kn は R∞ のコンパクト部分集合であり, かつ R∞
0 =

⋃
n

Kn となる. R∞ は
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位相線形空間であるから K + Kn はコンパクト, したがって

Γ1 ≡↽
⋃
n

(K + Kn) = K + R∞
0 ∈ B∞.

他方

Γ1 + R∞
0 ⊂ K + R∞

0 + R∞
0 = K + R∞

0 = Γ1

であるから Γ1 は R∞
0 -不変.

P (Γ1) ≥ P (K) > 0 であるから (2)より P (Γ1) = 1. また

Γ1 = K + R∞
0 ⊂ Γ + R∞

0 = Γ

であるから P (Γ) = 1.

(5.4.3)⇒(5.4.1) の証明.

Rn ≡↽
{

x = {xk} ∈ R∞ : xk = 0 (k > n)
}
, n ≥ 0

と定義すると R∞
0 =

⋃
n
Rn. また Rn は自然な対応でユ－クリッド空間 Rn+1 と同一視出来

るから n + 1 次元ルベ－グ測度 mn が定義されているとしてよい.

さて Γ ∈ B∞ について P (Γ4 (Γ + a)) = 0がすべての a ∈ R∞
0 に関して成り立つとせ

よ. このとき Γ∗ ∈ (B∞)P で R∞
0 -不変, かつ P (Γ4 Γ∗) = 0となるものが選べれば証明は

終了する.

任意の n ≥ 0 を固定する. このとき任意の a ∈ Rn について IΓ+a(x) = IΓ(x− a) であ

り, また IΓ(x− a)は (a,x)-可測かつ Γ ∈ B∞ であることに注意すると

∫

R∞
dP (x)

∫

Rn

|IΓ(x− a)− IΓ(x)| dmn(a)

=
∫

Rn

dmn(a)
∫

R∞
|IΓ(x− a)− IΓ(x)| dP (x)

=
∫

Rn

P (Γ4 (Γ + a)) dmn(a) = 0

が得られる. ここで

Ωn =
{

x ∈ R∞ :
∫

Rn

|IΓ(x− a)− IΓ(x)| dmn(a) = 0
}
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と定義するとフビニの定理により Ωn ∈ B∞ かつ P (Ωn) = 1. Ω∞ =
⋂
n

Ωn と定義する.

Ω∞ ∈ B∞ かつ P (Ω∞) = 1 である.

このとき任意の x ∈ Ω∞ と任意の n ∈ Nに対して

Λn(x) = {a ∈ Rn : IΓ(x− a) = IΓ(x) }

と定義すると mn(Rn \ Λn(x)) = 0. また任意の a ∈ Rn について mn の平行移動不変性

から

mn(Rn \ (Λn(x)− a)) = mn(Rn \ Λn(x)) = 0

となるので任意の x, x′ ∈ Ω∞, a, a′ ∈ Rn について

(Λn(x)− a)) ∩ (Λ(x′)− a′) 6= ∅

となる.

さて Γ∗ ≡↽ (Ω∞ ∩ Γ) + R∞
0 と定義する. 明らかに Γ∗ は R∞

0 -不変集合 であり, また

Γ ∩ Ω∞ ⊂ Γ∗ であるから, Γ∗ \ (Γ ∩ Ω∞) ⊂ ΩC
∞ を示せば Γ∗ ∈ (B∞)P と

P (Γ4 Γ∗) ≤ P (Γ4 (Γ ∩ Ω∞)) + P ((Γ ∩ Ω∞)4 Γ∗)

= P (Γ \ (Γ ∩ Ω∞)) + P (Γ∗ \ (Γ ∩ Ω∞))

≤ P (ΩC
∞) + P (ΩC

∞) = 0

が示される.

それには Γ∗ \ Γ ⊂ ΩC
∞ を示せばよい. いま x ∈ (Γ∗ \ Γ) ∩ Ω∞ が存在したとせよ.

x ∈ Γ∗ = (Γ ∩ Ω∞) + R∞
0 であるから, ある a ∈ Rn について x − a ∈ (Γ ∩ Ω∞). そこで

b ∈ Λn(x− a) ∩ (Λn(x)− a) を選ぶと, 定義より

IΓ(x− a) = IΓ(x− a− b) = IΓ(x) = 0

となり x− a ∈ Γに矛盾.

(5.4.1)⇒(5.4.4)の証明. Γ ∈ (B∞)P について P (Γ4 (Γ + a)) = 0がすべての a ∈ R∞
0

26



に関して成り立つとする. このとき Γ1, Γ2 ∈ B∞ で Γ1 ⊂ Γ ⊂ Γ2 かつ P (Γ2 \ Γ1) = 0 と

なるものが存在する. P の R∞
0 -準不変性より任意の a ∈ R∞

0 について

P ((Γ2 + a) \ (Γ1 + a)) = P ((Γ2 \ Γ1) + a) = 0

であるから

P (Γ1 4 (Γ1 + a)) ≤ P (Γ \ Γ1) + P (Γ4 (Γ + a)) + P ((Γ \ Γ1) + a) = 0

ゆえに仮定 (5.4.1) より P (Γ) = P (Γ1) = 0 または 1

(5.4.4)⇒(5.4.1)は定義より明らか. 2

(5.5) 定理 (R∞,B∞) 上の任意の無限直積測度 P は R∞
0 -エルゴ－ド的である.

証明 定理 5.4 より任意の R∞
0 -不変集合 Γについて P (Γ) = 0 または 1 を示せばよい.

実際 Γ + R∞
0 = Γであるから命題 5.3 より Γは座標関数列 {Xk}に関して末尾集合であ

る. 他方 P は無限直積測度であるから {Xk}は独立確率変数列, したがってコルモゴロフ

の 0-1 法則により P (Γ) = 0 または 1. 2
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第２章 ウィ－ナ－空間

§6. ウィ－ナ－測度

区間 [ 0, 1 ] 上の実連続関数の空間

W ≡↽ {w : [ 0, 1 ] → R,連続, w(0) = 0 }

上にノルム ‖w‖ ≡↽ supt∈[ 0,1 ] |w(t)| を定義すると (W, ‖w‖) は可分バナッハ空間, 従って距

離 d(v, w) ≡↽ ‖v − w‖ によってポ－ランド空間となる. W 上の連続線形汎関数全体, すな

わち共役空間 W ∗ は (0, 1 ] 上の実測度全体M(0, 1 ] であり, その基本双線形汎関数は

〈w, ξ〉 =
∫

(0,1 ]
w(t) dξ(t), w ∈ W, ξ ∈ W ∗

であたえられ, また W 上のボレル集合体 B(W ) は σ[ 〈w, ξ〉 : ξ ∈ W ∗ ] と一致することが

知られている.

さて標準正規分布 N(0,1)に従う独立同分布確率変数列 {Gk}を標準ガウス列という. こ

のとき R. E. A. C. Paley and N. Wiener [PalW 1934]によって次の命題が証明された.

(6.1) 定理 G={Gk} を確率空間 (Ω,B,P) 上の標準ガウス列とするとき

Bn(t) ≡↽ G0t +
2n∑

k=1

Gk

√
2

πk
sin πkt, 0 ≤ t ≤ 1,

は [ 0, 1 ] で一様概収束する.

証明 伊藤清 [I 1960]にしたがって説明する. 1 ≤ m < nに対して

Sn
m(t) ≡↽

n∑

k=m+1

Gk
sin πkt

k
= =

[
n∑

k=m+1

Gk

k
eiπkt

]

と定義する (ただし =[ · ] は虚数部分, すなわち複素数 z = x + iy, x, y ∈ R に対して
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=[ z ] = y をあらわすものとする) . このとき任意の t ∈ [ 0, 1 ]について

|Sn
m(t)|2 ≤

∣∣∣∣∣
n∑

k=m+1

Gk

k
eiπkt

∣∣∣∣∣
2

=
∑

m<k≤n

(Gk)
2 1

k2
+

∑

m<k 6=`≤n

GkG`
1

`

1

k
eiπ(`−k)t

=
∑

m<k≤n

(Gk)
2 1

k2
+

n−m−1∑

p=1

n−p∑

j=m+1

GjGj+p

j(j + p)
(eiπpt + e−iπpt)

≤ ∑

m<k≤n

(Gk)
2 1

k2
+ 2

n−m−1∑

p=1

∣∣∣∣∣
n−p∑

j=m+1

GjGj+p

j(j + p)

∣∣∣∣∣

となる. 最後の式は t に無関係なことに注意をしておく. したがってシュバルツの不等式

と E[ |Gk|2 ] = 1, k ∈ Nから

E
[

sup
t∈[ 0,1 ]

|Sn
m(t)|

]2

≤ E
[

sup
t∈[ 0,1 ]

|Sn
m(t)|2

]

≤ ∑

m<k≤n

1

k2
+ 2

n−m−1∑

p=1

E

[ ∣∣∣∣∣
n−p∑

j=m+1

GjGj+p

j(j + p)

∣∣∣∣∣
2 ]1/2

となる.

他方任意の 1 ≤ p ≤ n−m− 1に対して

E

[ ∣∣∣∣∣
n−p∑

j=m+1

GjGj+p

j(j + p)

∣∣∣∣∣
2 ]
≤

n−p∑

j=m+1

E[(GjGj+p)
2]

(j(j + p))2
+ 2

∑

m<j<`≤n−p

E[ GjGj+pG`G`+p ]

j(j + p)`(` + p)

となる. ところが {Gk} の独立性から

E[(GjGj+p)
2] = E[(Gj)

2]E[(Gj+p)
2] = 1

であり, また p > 0 であるから j = ` の場合を除いて

E[ GjGj+pG`G`+p ] = 0

である.

以上のことから

E
[

sup
t∈[ 0,1 ]

|Sn
m(t)|

]2

≤ ∑

m<k≤n

1

k2
+ 2

n−m−1∑

p=1

{ n−p∑

j=m+1

1

(j(j + p))2

}1/2

≤
{

1

m
− 1

n

}
+ 2(n−m)

{
(n−m)

1

m4

}1/2

.

29



特に m = 2k, n = 2k+1 とすると

E
[

sup
t∈[ 0,1 ]

|S2k+1

2k (t)|
]2

≤ 1

2k+1
+ 2k+1

{
2k 1

24k

}1/2

≤ 3√
2

k

となり, これより

E

[ ∞∑

k=0

sup
t∈[ 0,1 ]

|S2k+1

2k (t)|
]

=
∞∑

k=0

E
[

sup
t∈[ 0,1 ]

|S2k+1

2k (t)|
]
≤

∞∑

k=0

√
3

2k/4
< ∞

が示される. したがって

∞∑

k=0

‖S2k+1

2k ‖ =
∞∑

k=0

sup
t∈[ 0,1 ]

|S2k+1

2k (t)| < +∞, a.e.

となり, これは Bn(t) = G0t + (
√

2/π)
(
G1 sin πt +

n−1∑
k=0

S2k+1

2k (t)
)
が一様概収束することを

意味する. 2

その後 K. Ito and M. Nisio [IN 1968]によって次の定理の成り立つことが示された.

(6.2) 定理 ヒルベルト空間 L2[ 0, 1 ] の任意の完全正規直交系 {ϕk}に対して

Φk(t) =
∫ t

0
ϕk(s) ds, 0 ≤ t ≤ 1, k ∈ N0

と定義すると

B(t) = lim
n→∞

n∑

k=0

GkΦk(t), 0 ≤ t ≤ 1

は一様概収束する.

さて Bn は W -値確率変数列と考えられ, したがって定理 6.1は, W -値確率変数 B が存

在して

P
(

lim
n→∞ ‖Bn −B‖ = 0

)
= 1

となることを意味している.

Ω0 ≡↽
{

ω ∈ Ω : lim
n→∞ ‖Bn −B‖ = 0

}
と定義すると, Ω0 ∈ B で P(Ω0) = 1かつ

B : ω ∈ Ω0 → B( · , ω) ∈ W
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は (Ω0,B ∩B)から (W,B(W )) への可測写像となる。従って P ◦B−1 は (W,B(W )) 上の

確率測度となる。このとき

µ ≡↽ P ◦B−1

を ウィ－ナ－測度, 確率空間 (W,B(W ), µ) を ウィ－ナ－ 空間という. また確率過程

(t ∈ [ 0, 1 ] を徑数とする確率変数の系)

B(t) ≡↽ 〈B, δt〉, 0 ≤ t ≤ 1

を (標準) ブラウン運動という. ただし δt は点 t ∈ [ 0, 1 ] 上に集積したディラック測度と

する. 定義から明らかなように B(t) = B(t, ω) はほとんどすべての ω ∈ Ω について t の

連続関数である.
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§7. ブラウン運動

(7.1) 注意 この節を通して

ϕ0(t) ≡↽ 1, ϕk(t) ≡↽
√

2 cos πkt, k ≥ 1

と定義する. このとき {ϕk : k ∈ N0 } は L2[ 0, 1 ] の完全正規直交系であり, {Gk} を標準

ガウス列とすると

B(t) = lim
n→∞

2n∑

k=0

Gk

∫ t

0
ϕk(u) du ([ 0, 1 ]で一様概収束)

となること, また任意の f1, f2 ∈ L2[ 0, 1 ]に対して

∞∑

k=0

∫ 1

0
f1(s)ϕk(s) ds

∫ 1

0
f2(t)ϕk(t) dt =

∫ 1

0
f1(t)f2(t) dt

となることに注意しておく. さらに f1 = f2 = f ∈ L2[ 0, 1 ] とおけば

∞∑

k=0

(∫ 1

0
f(s)ϕk(s) ds

)2

=
∫ 1

0
(f1(t))

2 dt

が得られる. (Parseval の等式)

(7.2) 命題 任意の s, t ∈ [ 0, 1 ]について

E[ B(s)B(t) ] = s ∧ t.

ただし s ∧ t ≡↽ min(s, t).

証明 任意の s, t ∈ [ 0, 1 ] を固定する. E[ GkG` ] = δk,`, k, ` ∈ N0 に注意すると, 任意

の m, n ∈ N0 (m > n)について

E[ |Bm(t)−Bn(t)|2 ] = E

[ ∣∣∣∣∣
∑

2n<k≤2m

Gk

∫ t

0
ϕk(u) du

∣∣∣∣∣
2 ]

=
∑

2n<k≤2m

(∫ t

0
ϕk(u) du

)2

=
∑

2n<k≤2m

(∫ 1

0
I[ 0,t ](u)ϕk(u) du

)2

→ 0 (m,n →∞).
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(最後に Parseval の等式を用いた.) したがって {Bn(t)} は L2(P) で B(t) に収束する. ゆ

えに s, t ∈ [ 0, 1 ] を固定すると

E[ B(s)B(t) ] = lim
n→∞E[ Bn(s)Bn(t) ]

= lim
n→∞

∫ s

0
ϕk(u) du

∫ t

0
ϕk(v) dv

=
∞∑

k=0

∫ s

0
ϕk(u) du

∫ t

0
ϕk(v) dv

=
∞∑

k=0

∫ 1

0
I[ 0,s ](u)ϕk(u) du

∫ 1

0
I[ 0,t ](v)ϕk(v) dv

=
∫ 1

0
I[ 0,s ](u)I[ 0,t ](u) du

= s ∧ t.

証明終り. 2

(7.3) 補題 任意の 0 ≤ s < t ≤ 1について, B(t)−B(s) の分布は N(0, t− s) である.

証明 命題 7.2 を使って特性関数を計算する. s < t とすると任意の u ∈ Rについて

E
[
exp{iu(B(t)−B(s))

]
= lim

n→∞E
[
exp{iu(Bn(t)−Bn(s))}

]

= lim
n→∞E

[
exp

(
iu

2n∑

k=0

Gk

∫ t

s
ϕk(u) du

)]

= lim
n→∞

2n∏

k=0

E

[
exp

(
iuGk

∫ t

s
ϕk(u) du

)]

= lim
n→∞

2n∏

k=0

exp
(
−u2

2

∣∣∣∣
∫ t

s
ϕk(u) du

∣∣∣∣
2)

= lim
n→∞ exp

(
−u2

2

2n∑

k=0

∣∣∣∣
∫ 1

0
I(s,t ](u)ϕk(u) du

∣∣∣∣
2
)

= exp
(
−u2

2

∫ 1

0
I(s,t ](u)2du

)

= exp
(
−u2

2
(t− s)

)

証明終り. 2

(7.4) 命題 任意の 0 ≤ s1 < t1 ≤ s2 < t2 ≤ · · · ≤ sm < tm ≤ 1について

B(t1)−B(s1), B(t2)−B(s2), . . . , B(tm)−B(sm)

33



は独立である.

証明 特性関数を計算して佐藤 [S 1994: 定理 12.4] を適用する. 任意の u1, u2, . . . ,

um ∈ Rに対して

f(v) ≡↽
m∑

j=1

ujI(sj ,tj ](v), v ∈ [ 0, 1 ]

と定義すると {Gk} の独立性, {ϕk : k ∈ N0 } が L2[ 0, 1 ] の完全正規直交系であること,

それに補題 7.3から

E

[
exp

(
i

m∑

j=1

uj(B(tj)−B(sj))

)]
= lim

n→∞E

[
exp

(
i

2n∑

k=0

Gk

m∑

j=1

uj

∫ tj

sj

ϕk(v) dv

)]

= lim
n→∞E

[
exp

(
i

2n∑

k=0

Gk

∫ 1

0
f(v)ϕk(v) dv

)]

= lim
n→∞

2n∏

k=0

E

[
exp

(
iGk

∫ 1

0
f(v)ϕk(v) dv

)]

= exp

(
−1

2

∞∑

k=0

∣∣∣∣
∫ 1

0
f(v)ϕk(v)dv

∣∣∣∣
2
)

= exp
(
−1

2

∫ 1

0
f(v)2 dv

)

= exp

(
−1

2

m∑

j=1

(uj)
2(tj − sj)

)

=
m∏

j=1

exp
(
−1

2
(uj)

2(tj − sj)
)

=
m∏

j=1

E
[
exp{iuj(B(tj)−B(sj))}

]

が得られ, 佐藤 [S 1994: 定理 12.4] より証明終り. 2

(7.5) 命題 任意の 0 < t1 < t2 < · · · < tm ≤ 1 と任意の m 次ボレル関数 f =

f(x1, x2, . . . , xm)に対して

E
[
f

(
B(t1), B(t2), . . . , B(tm)

)]

=
1√
2πt1

∫ +∞

−∞
exp

(
−(x1)

2

2t1

)
dx1

1√
2π(t2 − t1)

∫ +∞

−∞
exp

(
−(x2 − x1)

2

2(t2 − t1)

)
dx2 · · ·

· · · 1√
2π(tm − tm−1)

∫ +∞

−∞
exp

(
−(xm − xm−1)

2

2(tm − tm−1)

)
f(x1, x2, . . . , xm) dxm.

ただし等号の意味は, 両辺の平均値のうちどちらかが意味を持てば他辺も意味を持って値
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が等しいものとする.

証明 命題 7.4 によって平均値を計算し , 佐藤 [S 1994: 定理 8.3] に帰着させる. いま

t0 ≡↽ 0 として

Yk ≡↽ B(tk)−B(tk−1), k = 1, 2, . . . , m

と定義すると, 補題 7.3, 命題 7.4 より各 Yk の分布は N(0, tk − tk−1) であり, Y1, Y2, . . . ,

Ym は独立. また

B(tk) =
k∑

j=1

Yj, k = 1, 2, . . . , m

である. ゆえに

E[ f(B(t1), B(t2), . . . , B(tm)) ]

= E[ f(Y1, Y1 + Y2, . . . , Y1 + Y2 + · · ·+ Ym) ]

=
∫

Rm
f(y1, y1 + y2, . . . , y1 + y2 + · · ·+ ym)

×
m∏

k=1

1√
2π(tk − tk−1)

exp

(
− (yk)

2

2(tk − tk−1)

)
dy1 dy2 . . . dym

となり, 変数変換 xk =
k∑

j=1
yj, k = 1, 2, . . . , m, とフビニの定理から求める結果が得られ

る. 2

(7.6) 命題 任意の ξ ∈ W ∗ についてウィ－ナ－空間上の確率変数 〈w, ξ〉 の分布は

N
(
0,

∫ 1

0
ξ(u, 1 ]2 du

)
である.

証明 任意の ξ ∈ W ∗ = M(0, 1 ]について

〈w, ξ〉 =
∫

(0,1 ]
w(t) dξ(t)

= lim
n→∞

2n∑

k=1

w
(

k − 1

2n

)
ξ
(

k − 1

2n
,

k

2n

]

= lim
n→∞

2n∑

k=1

w
(

k − 1

2n

){
ξ
(

k − 1

2n
, 1

]
− ξ

(
k

2n
, 1

]}

= lim
n→∞

{
2n∑

k=1

w
(

k − 1

2n

)
ξ
(

k − 1

2n
, 1

]
−

2n∑

k=1

w
(

k − 1

2n

)
ξ
(

k

2n
, 1

]}

= lim
n→∞

{
2n−1∑

k=0

w
(

k

2n

)
ξ
(

k

2n
, 1

]
−

2n∑

k=1

w
(

k − 1

2n

)
ξ
(

k

2n
, 1

]}
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= lim
n→∞

{
2n−1∑

k=1

[
w

(
k

2n

)
− w

(
k − 1

2n

) ]
ξ
(

k

2n
, 1

]
− w

(
1− 1

2n

)
ξ(1, 1 ]

}
+ w(0)ξ(0, 1 ]

= lim
n→∞

2n−1∑

k=1

[
w

(
k

2n

)
− w

(
k − 1

2n

) ]
ξ
(

k

2n
, 1

]

が概収束する. したがって 〈w, ξ〉 の特性関数は任意の u ∈ Rについて

∫

W
eiu〈w,ξ〉 dµ(w) = lim

n→∞

∫

W
exp

(
iu

2n−1∑

k=1

{
w

(
k

2n

)
− w

(
k − 1

2n

)}
ξ
(

k

2n
, 1

])
dµ(w)

= lim
n→∞E

[
exp

(
iu

2n−1∑

k=1

{
B

(
k

2n

)
−B

(
k − 1

2n

)}
ξ
(

k

2n
, 1

]) ]

独立性より

= lim
n→∞

2n−1∏

k=1

E

[
exp

(
iu

{
B

(
k

2n

)
−B

(
k − 1

2n

)}
ξ
(

k

2n
, 1

])]

= lim
n→∞ exp

(
−u2

2

1

2n

2n−1∑

k=1

ξ
(

k

2n
, 1

]2
)

= exp

(
−u2

2

∫ 1

0
ξ(s, 1 ]2 ds

)

となり 〈w, ξ〉が N
(
0,

∫ 1

0
ξ(s, 1 ]2 ds

)
にしたがうことが示された. ここで s の関数 ξ(s, 1 ]

は有界変動関数であることから ξ(s, 1 ]2 はリ－マン積分可能となる (例えば河田敬義 [Kaw

1959]) ことを使った. 2

以上の特性関数の計算によらずとも 〈w, ξ〉の平均が 0であることは容易に知れるが、分散

についても

∫

W
〈w, ξ〉2 dµ(w) = E[ 〈B, ξ〉2 ]

= E

[ (∫

(0,1 ]
B(t) dξ(t)

)2
]

=
∫

(0,1 ]
dξ(t)

∫

(0,1 ]
E[ B(s)B(t) ] dξ(s)

=
∫

(0,1 ]
dξ(t)

∫

(0,1 ]
(s ∧ t) dξ(s)

=
∫

(0,1 ]
dξ(t)

{∫

(0,t ]
s dξ(s) + t

∫

(t,1 ]
dξ(t)

}

=
∫

(0,1 ]
dξ(t)

{
−sξ(s, 1 ]

∣∣∣∣
t

s=0
+

∫

(0,t ]
ξ(s, 1 ] ds + tξ(t, 1 ]

}

=
∫

(0,1 ]
dξ(t)

∫

(0,t]
ξ(s, 1 ] ds
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= −ξ(t, 1 ]
∫ t

0
ξ(s, 1 ] ds

∣∣∣∣
1

t=0
+

∫ 1

0
ξ(s, 1 ]2 ds

=
∫ 1

0
ξ(s, 1 ]2 ds.

のように直接求めることもできる。

ここで写像 Rµ, R∗
µ を

Rµ : ξ ∈ W ∗
(
= M(0, 1 ]

)
−→ ξ(s, 1 ] ∈ L2[ 0, 1 ]

R∗
µ : ϕ ∈ L2[ 0, 1 ] −→

∫ t

0
ϕ(s) ds ∈ W

と定義すると, いずれも単射であり,

∫ 1

0
f(s)(Rµξ)(s) ds =

∫

(0,1 ]
(R∗

µf)(s) dξ(s), f ∈ L2[ 0, 1 ], ξ ∈M(0, 1 ]

が成り立つ. これらの写像によって W ∗ と Rµ(W ∗), また L2[ 0, 1 ] と R∗
µ(L2[ 0, 1 ]) を同一

視することによって

W ∗ ⊂ L2[ 0, 1 ] ⊂ W

と考えることが出来る. これを ウィ－ナ－空間の基本三つ組ということにする. これが抽

象ウィ－ナ－空間論の出発点となる構造である. 注意しなければいけないのは上の包含関

係はあくまで写像 Rµ, R∗
µ を通した「埋め込み」であって, 例えば実測度の空間 W ∗ が関

数の空間 L2[ 0, 1 ] の部分集合であることを主張しているわけではない.

例えば点 t ∈ (0, 1 ]に集積したディラック測度 δt ∈ W ∗ について考えると

(Rµδt)(s) = δt(s, 1 ] = I[ 0,t)(s) ∈ L2[ 0, 1 ]

(R∗
µRµδt)(s) = (R∗

µI[ 0,t))(s) =
∫ s

0
I[ 0,t)(u) du = s ∧ t ∈ W

となる.

ここでブラウン運動の道の一性質を証明しておこう.
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(7.7) 定理 ブラウン運動 {B(t)}について次の性質が成り立つ.

(7.7.1) lim
n→∞

2n∑

k=1

{
B

(
k

2n

)
−B

(
k − 1

2n

)}2

= 1, a.e.

(7.7.2) {B(t)}はどんな区間上でも a.e.に有界変動でない.

証明 Sn ≡↽
2n∑

k=1

{
B

(
k

2n

)
−B

(
k − 1

2n

)}2

, n ∈ N と定義する. このとき補題 7.3 より

B
(

k

2n

)
−B

(
k − 1

2n

)
の分布は N

(
0,

1

2n

)
であるから

E

[ ∣∣∣∣B
(

k

2n

)
−B

(
k − 1

2n

)∣∣∣∣
2

]
=

1

2n
.

ここで Zk,n = B
(

k

2n

)
−B

(
k − 1

2n

)
と定義すると命題 7.4 より k 6= ` であれば Zn,k と

Zn,` は独立. したがって

V [ Sn ] = V

[
2n∑

k=1

(Zn,k)
2

]
=

2n∑

k=1

V [ (Zn,k)
2 ]

=
2n∑

k=1

{
E[ (Zn,k)

4 ]− E[ (Zn,k)
2 ]2

}
≤

2n∑

k=1

E[ (Zn,k)
4 ] =

3

2n
.

これより
∑
n

P
(
|Sn − 1| > 1

2n/3

)
≤ ∑

n

22n/3 3

2n
=

∑
n

3

2n/3
< ∞

となり lim
n→∞Sn = 1, a.e.が示された.

(7.7.2) もし

sup
n

2n∑

k=1

∣∣∣∣B
(

k

2n

)
−B

(
k − 1

2n

)∣∣∣∣ < ∞, a.e.

であれば lim
n→∞Sn = 0, a.e. となり矛盾. 2

じつは {B(t)}は a.e.にいたるところ微分不能であることが知られている。
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§8. カメロン・マルティン空間

本題に入る前に例 4.7を復習しておこう. G = {Gk}を確率空間 (Ω,B,P) 上の標準ガウ

ス列, P を Gが数列空間 R∞ 上に導く確率測度, すなわち

P (Γ) ≡↽ P(G ∈ Γ), Γ ∈ B∞

によって定まる確率測度を R∞ 上の 標準ガウス測度という. また任意の a = {ak} ∈ R∞

に対して G + a ≡↽ {Gk + ak} が R∞ 上に導く確率測度を Pa とする. G = {Gk} も

G + a = {Gk + ak} も独立確率変数列であるから P も Pa も無限直積測度である. このと

き例 4.7 より a ∈ `2 であれば P ∼ Pa, a /∈ `2 であれば P ⊥ Pa となることに注意してお

く.

さてウィ－ナ－空間 (W,µ)において a ∈ W に対し , W 上の確率測度 µa を

µa(A) ≡↽ µ(A− a), A ∈ B(W )

で定義する. このとき

Hµ = { a ∈ W : µa ∼ µ }

を カメロン・マルティン空間と呼ぶ. この節の目的は, ウィ－ナ－測度を数列空間 R∞ 上

の標準ガウス測度の像測度と考える立場から, カメロン・マルティン空間の構造をを決定

することである.

(8.1) 補題 可測空間 (E, E)から可測空間 (Ω,B) の中へ写像 T が両可測単射, µ, ν を

(E, E) 上の確率測度とする. このとき

ν ¿ µ ⇐⇒ ν ◦ T−1 ¿ µ ◦ T−1.

ν ⊥ µ ⇐⇒ ν ◦ T−1 ⊥ µ ◦ T−1.
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また ν ¿ µ の場合, そのラドン・ニコディム微分の間には

dν

dµ
(x) =

dν ◦ T−1

dµ ◦ T−1
(Tx), a.s.(µ)

という関係がある.

証明 絶対連続性と特異性の定義から明らか. 2

ここでウィ－ナ－測度の定義をふり返ってみよう. G = {Gk} を標準ガウス列とすると

き, 定理 6.1 より

B(t) = G0t + lim
n→∞

2n∑

k=1

Gk

√
2

πk
sin πkt, 0 ≤ t ≤ 1

は一様概収束し , ほとんどいたるところ定義された可測写像 B が (W,B(W )) 上に導く確

率測度がウィ－ナ－測度であった. このとき Gは標準ガウス列でさえあれば定義されてい

る確率空間は何でもよかった. ここで逆にブラウン運動 B(t)に対し , ある標準ガウス列を

対応させる写像を考えてみよう. {ξk} ⊂ W ∗
(
= M(0, 1 ]

)
を

dξ0 ≡↽ δ1, ({1}に集積したディラック測度)

dξk ≡↽
√

2 πk sin πkt dt +
√

2 (−1)kδ1, k ≥ 1

として W から R∞ の中への写像 T を

T : w ∈ W → {〈w, ξk〉} ∈ R∞

によって定義する. {ξk}は

ψ0(t) ≡↽ t, ψk(t) ≡↽
√

2

πk
sin πkt, k ≥ 1

と定義したとき

〈ψk, ξ`〉 =
∫

(0,1 ]
ψk(t) dξ`(t) =





1, k = `

0, k 6= `

の成り立つように定めたものである. したがって

T (B(t)) = T

(
G0t + lim

n→∞

2n∑

k=1

Gk

√
2

πk
sin πkt

)
= {Gk}∞k=0, a.e.
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となることに注意しておこう.

(8.2) 補題 T は線形両可測単射であり, {〈w, ξk〉} はウィ－ナ－ 空間 (W,µ) 上に定義

された標準ガウス列, また P = µ ◦ T−1 は標準ガウス測度である.

証明 線形可測であることは明らか. 逆の可測性は W がポーランド空間であることと

T の連続性から示される. (たとえば K. R. Parthasarathy[Par 1967])

単射であることを示そう. T (w) = 0 とせよ. まず k = 0 について 0 = 〈w, ξ0〉 = w(1).

つぎに f(t) ≡↽
∫ t

0
w(s) ds と定義すると, 任意の k ≥ 1について部分積分により

0 = 〈w, ξk〉 =
√

2 πk
∫ 1

0
w(t) sin πkt dt +

√
2 (−1)kw(1)

=
√

2 πk
∫ 1

0
w(t) sin πkt dt

= −
√

2 (πk)2
∫ 1

0
f(t) cos πkt dt.

{1, √2 cos πkt : k ≥ 1} が L2[ 0, 1 ] の完全正規直交系であることと f(t) の連続性にに注

意すると f(t) ≡ 定数 であることが分かる. f(0) = 0 であるから f(t) ≡ 0, したがって

w(t) ≡ 0.

P = µ ◦ T−1 の分布を示すには確率空間 (W,µ) 上の確率変数列 {〈w, ξk〉}が標準ガウス

列であることを示せばよい. 実際任意の k, ` ≥ 0について命題 7.6 より

∫

W
〈w, ξk〉〈w, ξ`〉 dµ(w) =

∫ 1

0
ξk(t, 1 ] ξ`(t, 1 ] dt = δk,`

は容易に示される. 2

(8.3) 補題 ウィ－ナ－空間 (W,µ)において

µa ∼ µ ⇔ T (a) ∈ `2

µa ⊥ µ ⇔ T (a) /∈ `2
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証明 T は線形単射であるから P = µ ◦ T−1 とすると

µa ◦ T−1(Γ) = µ(T−1(Γ)− a) = µ(T−1(Γ− T (a)) = P (Γ− T (a)) = PT (a)(Γ), Γ ∈ B∞

ゆえに補題 8.1, 命題 8.2 と例 4.7から

µa ∼ µ ⇔ PT (a) ∼ P ⇔ T (a) ∈ `2

µa ⊥ µ ⇔ PT (a) ⊥ P ⇔ T (a) /∈ `2

証明終り. 2

(8.4) 補題 `2 ⊂ T (W ).

証明 a ∈ `2 \ T (W )が存在したとせよ. a 6= 0である. T (W )が可測線形部分空間であ

ることから (T (W )− a) ∩ T (W ) = ∅が示される.

他方例 4.7 より Pa ∼ P であるから

P (T (W )− a) = Pa(T (W )) = P (T (W )) = 1.

故に

1 ≥ P ((T (W )− a) ∪ T (W )) = P (T (W )− a) + P (T (W )) = 2

となり矛盾 2

(8.5) 定理 ウィ－ナ－空間 (W,µ)において

Hµ = T−1(`2) =
{

w ∈ W : ∃ẇ ∈ L2[ 0, 1 ] such that w(t) =
∫ t

0
ẇ(s) ds

}
.

また v, w ∈ Hµ に対して内積 (v, w) を

(v, w) =
∫ 1

0
v̇(s)ẇ(s) ds

で定義すると Hµ は可分ヒルベルト空間となる.

証明 Hµ = T−1(`2)は補題 8.3 と補題 8.4 より明らか.
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つぎに任意の w(t) =
∫ t

0
ẇ(s) ds, ẇ ∈ L2[ 0, 1 ]に対して ẇ のL2[ 0, 1 ]の完全正規直交系

{1,√2 cos πkt : k ≥ 1}によるフ－リエ展開を

ẇ(s) = a0(ẇ) +
√

2
∞∑

k=1

ak(ẇ) cos πks

とすると T (w) = {ak(ẇ)} ∈ `2 となる.

逆に任意の {ak} ∈ `2 に対して

w(t) ≡↽
∫ t

0
(a0s +

√
2
∞∑

k=1

ak cos πks)ds

= a0t +

√
2

π

∞∑

k=1

ak

k
sin πkt

と定義すると w = T−1({ak})は容易に示される.

Hµ が可分ヒルベルト空間になることは, 内積の定義から Hµ と L2[ 0, 1 ] と同一視出来

ることから明らか. 2

次にカメロン・マルティン空間のエルゴ－ド性を示そう. そのためにまず定理 5.5 の系

として次の命題の成り立つ事を注意しておく.

(8.6) 命題 P を (R∞,B∞) 上の標準ガウス測度とする. Γ ∈ (B∞)P について

P (Γ4 (Γ + a)) = 0がすべての a ∈ R∞
0 に関して成り立てば P (Γ) = 0 または 1.

証明 R∞
0 ⊂ `2 に注意すると, 例 4.7 より標準ガウス測度は R∞

0 -準不変. 他方標準ガウ

ス測度は無限直積測度であるから定理 5.5 より R∞
0 -エルゴ－ド的. したがって定理 5.4 と

定理 5.5が適用出来る. 2

(8.7) 定理 ウィ－ナ－空間 (W,µ) において B(W )µ を B(W ) の µ による完備化, Hµ

をカメロン・マルティン空間とする. このとき A ∈ B(W )µ について µ(A4 (A + a)) = 0

がすべての a ∈ Hµ に関して成り立つとすると µ(A) = 0 または 1.
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証明 A ∈ B(W )µ について µ(A4 (A + h)) = 0がすべての h ∈ Hµ に関して成り立っ

たとせよ.

T を補題 8.2 の前に定義した W から R∞ への写像とする. このとき標準ガウス測度

P ≡↽ µ◦T−1 について T (A) ∈ (B∞)P が示される. また T が線形であることに注意すると,

P ((T (A) + T (h))4 T (A)) = µ(A4 (A + h)) = 0 h ∈ Hµ

となる. 補題 8.3, 8.4 より T (Hµ) = `2 となることとR∞
0 ⊂ `2 に注意すると

P ((T (A) + a)4 T (A)) = 0 a ∈ R∞
0

が示される. 定理 5.5 より P (T (A)) = 0 または 1, したがって

µ(A) = µ ◦ T−1(T (A)) = P (T (A)) = 0 または 1.

証明終り. 2

(8.8) 注意 定理 8.7で示されたウィ－ナ－測度 µ の Hµ-エルゴ－ド性は Y. Umemura

[U 1965]によって初めて証明された.
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§9 準不変測度の連続性と０-１法則

まず補題を一つ準備する.

(9.1) 補題 f を R 上のルベ－グ可積分関数, `を R 上の有界可測関数とする. このと

きつぎの命題が成り立つ.

(1) lim
t→0

∫ +∞

−∞
(f(s + t)− f(s)) ds = 0

(2) lim
t→0

∫ +∞

−∞
(`(s + t)− `(s))f(s) ds = 0

証明 (1) f がルベ－グ可積分であることから, 任意の ε > 0 に対して, ある連続関数

fε = fε(s) で, ある N ∈ Nに対して

|s| ≥ N − 1 ⇒ fε(s) = 0

であり, かつ
∫ +∞

−∞
|f(s)− fε(s)| ds <

ε

3

となるものが存在する. fε は [−N,N ] で一様連続であるから, ある δ > 0 で

|s− s′| < δ, s, s′ ∈ [−N, N ] ⇒ |fε(s)− fε(s
′)| < ε

6N

となるものが存在する. このとき |t| < (δ ∧ 1) であれば

∣∣∣∣
∫ +∞

−∞
(f(s + t)− f(s)) ds

∣∣∣∣

≤
∫ +∞

−∞
|f(s + t)− fε(s + t)| ds +

∫ +∞

−∞
|fε(s + t)− fε(s)| ds +

∫ +∞

−∞
|fε(s)− f(s)| ds

≤ ε

3
+ 2N · ε

6N
+

ε

3
= ε.

(2) n ∈ Nに対して

An ≡↽ { s ∈ [−n, n ] : |f(s)| ≤ n },
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また M ≡↽ sups∈R |`(s)|と定義する. f はルベ－グ可積分であるから, 任意の ε > 0に対し

て, ある n ∈ N で
∫

AC
n

|f(s)| ds <
ε

2M

となるものが存在する. (1) より

∣∣∣∣
∫ +∞

−∞
(`(s + t)− `(s))f(s) ds

∣∣∣∣

≤
∫

An

|`(s + t)− `(s)||f(s)| ds +
∫

AC
n

|`(s + t)− `(s)||f(s)| ds

≤ n
∫ n

−n
|`(s + t)− `(s)| ds + 2M

∫

AC
n

|f(s)| ds

≤ ε (t → 0)

証明終り. 2

ここでつぎの命題を証明する.

(9.2) 命題 (E, E)を可測線形空間, µを (E, E) 上の確率測度とする. いま, ある a ∈ E

について taがすべての t ∈ R に関して準不変平行移動とする. このとき任意の A ∈ E に

ついて

lim
t↘0

µ(A4 (A− ta)) = 0.

(証明)

ν(A) ≡↽
∫ +∞

−∞
µ(A− sa)e−2|s| ds, A ∈ E

と定義すると µ ¿ ν となる. 実際ある N ∈ E について ν(N) = 0 とすると, 少なくとも

一つ s0 ∈ R で µ(N − s0a) = 0 となるものが存在する. µ ∼ µs0a であるから µ(N) = 0.

ここで p ≡↽ dµ

dν
と定義する. 任意の A ∈ E を固定し ,

f(s) ≡↽ IA(w + sa), `(s) ≡↽ e−2|s|, s ∈ R, w ∈ E
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に補題 9.1 と有界収束定理を適用すると

∫

E
|IA(w + ta)− IA(w)| dν(w)

≤
∫

E
dµ(w)

∫ +∞

−∞
|IA(w + (s + t)a)− IA(w + sa)| e−2|s| ds

→ 0 (t → 0)

他方 n ∈ Nに対して pn(w) ≡↽ min{p(w), n} と定義すると, 任意の ε > 0に対して

∫

E
|p(w)− pn(w)| dν(w) < ε

となるように n ∈ N を選ぶことができる. このとき

µ(A4 (A− ta)) =
∫

E
|IA(w + ta)− IA(w)| dµ(w)

=
∫

E
|IA(w + ta)− IA(w)||p(w)− pn(w)| dν(w)

+
∫

E
|IA(w + ta)− IA(w)|pn(w) dν(w)

≤ 2
∫

E
|p(w)− pn(w)| dν(w) + n

∫

E
|IA(w + ta)− IA(w)| dν(w)

≤ 2ε (t → 0)

証明終り. 2

さて可測線形空間 E は加法に関して群になっている. このときつぎの定理が成り立つ.

(9.3) 定理 (E, E) を可測線形空間とする. いま (E, E) 上の確率測度 µが E のある線

形部分空間 H に関して H-準不変, かつ H-エルゴ－ド的とする.

このとき E の任意の (加法に関する) 部分群 G ∈ E について µ(G) = 0 または µ(G) = 1

である.

証明 G ∈ E を E の部分群であり, かつ µ(G) > 0 とする. このとき µ(G) = 1 を示せ

ばよい.
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まず H ⊂ G を示す. G は部分群であるから, 任意の h ∈ H に対して, ある δ > 0 で

{ th : |t| ≤ δ } ⊂ Gとなるものが存在することを示せば十分である. そうでないとせよ. こ

のときある h0 ∈ H に対してどんな n ∈ Nについても |tn| < 1

n
かつ tnh0 /∈ Gとなるもの

が存在する.

このときすべての n ∈ Nについて G ∩ (G− tnh0) = ∅. もしそうでないとすると, ある

n0 ∈ N が存在して G ∩ (G − tn0h0) 6= ∅ となる. したがって, ある g0, g1 ∈ G について

g0 = g1 − tn0h0 とあらわされ, Gが群であることから tn0h0 = g1 − g0 ∈ G となり, 矛盾.

ゆえに補題 9.1 より

0 = lim
n→∞µ(G4 (G− tnh0))

= lim
n→∞{µ(G) + µ(G− tnh0)}

≥ µ(G) > 0

となり, 矛盾. これで H ⊂ Gが示された.

Gが群であることから G + H = G となり, µ の H-エルゴ－ド性から µ(G) = 1 2

つぎの定理は定理 9.3 の系である.

(9.4) 定理 (W,B(W ), µ) をウィ－ナ－空間とする. このときG ∈ B(W )が W の部分

群であれば µ(G) = 0 または µ(G) = 1.

証明 定理 9.3 で E = W, E = B(W ) とすればよい. 2

(9.5) 例 B = B(t) をブラウン運動, α > 0,

Gα ≡↽
{

sup
0≤s<t≤1

|B(t)−B(s)|
|t− s|α < +∞

}

と定義すると µ(Gα) = 0 または µ(Gα) = 1.
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