
1 初めに
最近の電子計算機の普及と高性能化により、計算機シミュレーションは工学、理学などの
分野のみならず、経済学や社会学など人文科学においても重要な手法になっている。特に、
近年注目を集めている、株価予想など数理ファイナンスと呼ばれる分野においては、計算
機シミュレーションの技法を利用したアプリケーションソフトウェアも実用化されている。
このような計算機シミュレーションにおいては、擬似乱数などを利用したMonte Carlo 法
は必要不可欠な道具として利用されている。Monte Carlo 法は古くは Buffon の針の実験
として知られているが、現代では、計算機で生成される乱数モドキ、擬似乱数、を用いる
数値計算法として利用されている。
擬似乱数は電子計算機の黎明期から研究、実用化されてきた。例えば、最初に擬似乱数

を考案したのは、有名な von Neumanで、彼の擬似乱数生成法は、平方採中法、と呼ばれ
るものであった。この方法は、擬似乱数生成法としてはあまり良くないものであったため現
在では利用されないが、その後すぐに、現在でも広く利用されている、線形合同法が考案
され、実用に供されている。さらに、符号理論などとの関連から、 shift register sequence

( m-sequence などとも呼ばれる) なども古くから研究、実用化されてきた。この他にも、
加算生成法などもよく知られている。
また、擬似乱数のランダムネス（一様分布性、無相関性など）について、理論的研究や
統計的検定方法などが多くの研究者によって研究されてきた。しかしながら、理論的研究
の多くは周期の長さ等についての研究や、一周期全体にわたる一様分布性などの研究であ
る。更に、統計的検定方法のうち、古くから知られている方法は、乱数表（物理的にルー
レットなどを利用して得られた「乱数」などの表）の検定方法として考案されたものであ
る。また、近年に計算機上での利用を考慮して考案された、 spectral 検定などは主に線形
合同法を対象にしたもので、 m-sequence や加算生成法などの擬似乱数には適用が困難で
ある。更に、この方法は擬似乱数の一周期全体に対して空間内での分布の度合いを検定す
るものであり、乱数列の時系列としての検定ではない。このように古くから知られている
検定方法は、近年の高性能な計算機での大規模なシミュレーションにおけるような擬似乱
数の利用法の現状に相応しい検定方法とは考えにくい。
また、例えば従来からの spectral 検定などのような、空間内での一様分布性の研究や検
定と、偶然現象などシミュレーションにおける擬似乱数の利用法（時系列や確率過程のシ
ミュレーション）との間の問題意識のズレなども重要な問題と考えられる。例えば、空間
内に均等に分布する乱数列が Brown 運動の見本関数のシミュレーションに適当かどうか、
という疑問が自然に派生してくるであろう。残念ながら、これらの疑問に理論的に答える
ことは、現段階では極めて困難である。
擬似乱数は計算機シミュレーションなどに広く利用されるようになってきており、実用

上の重要性は増すばかりであるが、一方では、擬似乱数生成法の多くは有限代数や解析学
と密接な関係があり、特に、線形合同法、 m-sequence 、加算生成法などは理論的研究対
象としても重要である。これらの生成法の研究には未知の理論的な問題が多く存在する。
線形合同法や m-sequence、加算生成法に限らず、計算機上でアルゴリズムに基づいて生成
される擬似乱数を用いたシミュレーションによって得られる現象については代数学的な説
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明が可能なはずであり、説明を可能にするには新しい理論が必要になる可能性は大きいと
思われる。本報告では、この点についても簡単に触れたい。
一方で、半導体の熱雑音や放射性物質を利用した、物理乱数発生装置も実用化されてお

り、近年では personal computer に内蔵可能なものも販売されているようであり、他方で
は、最新の super computerに搭載されるような高価な装置も実用化されている。このよう
な物理乱数と擬似乱数の違いは前者が自然現象を利用しているのに対して、後者は計算機
でアルゴリズムに基づいて生成される点にある。前者は自然現象を利用するが為に、真に
乱数であるか否か、が検証不可能であり、後者は計算機を利用するために、乱数ではあり
得ない。また、前者は自然現象を利用するので生成速度を高速化することが難しいが、後
者は計算機が高速化されればそれに従って高速化される。このような違いの他、計算機で
計算される、擬似乱数には、初期値が同じであれば、いつでも同じ数列を生成できる、と
いう物理乱数にはない利点がある。即ち、あるシミュレーションにおいて、全体的な計算
が正しいか否か、を繰り返し同じ数列を用いて検証できるのである。このようなことを、
物理乱数を用いて行うためには、生成された数列全体を補助記憶装置等に記録しておかね
ばならない。しかしながら、近年の Monte Carlo 法のように、１つの計算で数十億、数百
億もの乱数を利用する場合には、それらの数列全体を記録することは現実的ではないであ
ろう。このような理由からも、擬似乱数は近年の計算機シミュレーションには不可欠は道
具となっている。
本報告では、擬似乱数の生成法として、理論的研究が比較的容易であり、広く利用され

ている、線形合同法、 m-sequence 、加算生成法などを取り上げ、確率過程として最も簡
単なモデルであり、また最も重要な対象である random walkによる統計的検定方法とその
結果について考察し、そこから派生する理論的問題について報告する。
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2 擬似乱数生成法について
ここでは、数学の話題としてなじみの少ない、擬似乱数生成法について、伏見 [15] 、

Knuth [22] などを参考に簡単に振り返ってみることにする。詳しいことは、それらの文献
を参照されたい。
擬似乱数は計算機で生成される、乱数モドキ、であり、その生成法のほとんどは代数学
的なアルゴリズムによるものである。また、擬似乱数はその性格上、漸化式で計算され、有
限な値をとるので必ず繰り返す。この繰り返しの間隔の最小値を周期という。つまり、擬
似乱数列を xi とし、周期を P とすると

xP+i = xi i ≥ 0 ,

となる。以下に重要な生成法の例として、線形合同法、m-sequence, 加算生成法、Cellular

Automaton 擬似乱数、について概略を述べる。

2.1 線形合同法

M > 0を十分に大きな整数とする。通常は、計算機で扱える整数の範囲内で最大の素数
をとるか、あるいは、2w をとることが多い。ここで、w は計算機の整数（符号なし整数、
つまり、C 言語でいうところの unsigned int のこと）のビット長である。最近の personal

computer などでは、 w = 32 である。a > 0, bは整数とする。このとき

xn = a xn−1 + b , (mod M) , (n > 0)

で整数 xn, 0 ≤ xn < M を生成する方法を線形合同法という。ここで、初期値 x0 は適当に
与える。この生成法は提案者の名前をとって Lehmer 法とも呼ばれ、広く利用されてきて
おり、現在でも世界中の計算機で利用されている。ここで、M = 2w とする利点は、掛け
算および足し算の結果生じる整数オーバーフロー（計算結果が 2w 以上になること）は通
常、オーバーフローした部分が無視されるため、わざわざ (mod M) を計算しなくてす
む、という点にある。然しながら、システムによっては、整数オーバーフローが禁止され
ていたり、エラーメッセージを出したりする場合などでは、 (mod M) の計算を注意し
て行う必要がある。このことは、M として、最大の素数をとる場合でも同様である。

(0, 1) 上の一様乱数 yn, 0 ≤ yn < 1, を得るには、yn = xn/M とすればよい。

性質

• 周期は M を越えることができない。そこで、xn+k = xm+k, k ≥ 0, n 6= m となる添
え字の組 m, n が必ず存在するが、 |n −m| 最小値を周期とよぶ。線形合同法の場
合、1 次式で計算されるので、周期は M 以下である。

• (xn, xn+1) 平面上の点と考えると、線形合同法の場合、これらの点は幾つかの直線上
に並んでしまう。この性質は「粗結晶構造」などと呼ばれ、線形合同法の欠点とされ
てきた。実際、

y = a x + b (mod M) ,
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上に並ぶ。 (xn, xn+1, . . . , xn+k−1)として k 次元空間で考えると k − 1 次元超平面上
に並ぶ。

• 係数 a の選び方について
xn の周期は上記のように M を越えることができないので、係数 aを適当に選んで、
なるべく周期を長く、かつ xnがなるべくランダムに見えるようにする必要性がある。
これについては、以下のような、xn が最大周期を持つための必要十分条件が知られ
ている。

1. bが M と互いに素である。

2. a− 1が M を割りきるすべての素数の倍数である。

3. M が 4 の倍数であれば、 a− 1 も 4 の倍数である。

• 乗算合同法の場合の注意
b = 0の場合、特にこの生成法を乗算合同法、と呼ぶことがある。上記のように、b = 0

の場合には最大周期 M を達成することができない。然し、M が十分大きければ周
期は十分大きくなる。また、b の値は数列 xn のランダムネスには大きな影響を与え
ないことが知られており、乗算合同法はよく利用されている生成法の一つでもある。
以下に、乗算合同法の場合のM , a の選び方について知られている結果を簡単に述
べる。

1. M = 2e, e ≥ 4の場合、可能な最大周期は M/4であり、 a = 3 (mod 8) , また
は a = 5 (mod 8) の場合で、そのとき初期値 x0 は奇数でなければならない。

2. M = p > 2 , p が素数の場合、可能な最大周期は p − 1 であり、初期値 x0 は
6= 0 であり、かつ、 a(p−1)/q 6= 1, (mod p) が、p − 1 のすべての素因数 q 対
して成り立つ場合である。

このことから、よく利用されている、M = 2w の乗算合同法の場合、初期値 x0 は奇
数を選ぶことが重要になる。その場合、 xn はすべて奇数となるが、最大周期は M/4

であるので、すべての奇数を取るわけではない。詳しくは、伏見 [15]を参照のこと。
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2.2 m-Sequence, またはＭ系列

前節で説明した、線形合同法はそのアルゴリズム上、最大周期は、法 M を越えること
ができない。現在の personal conputerでは M = 232 をとることが可能であるが、近年の
シミュレーションの規模大きさを考えると、必ずしも十分な大きさとは言えない。また、
前述したように、線形合同法には「粗結晶構造」という問題もある。
そこで、線形合同法に代わるものとして、Maximum-length linearly recurring sequence,

略して m-sequence, あるいはＭ系列、と呼ばれる生成法が考案されている。この生成法は
有限代数体 GF(2)とその拡大体 GF(2p)の理論を基礎としている。そこで、以下に簡単に
GF(2) , GF(2p) について述べる。詳しいことは、伏見 [15] , Lidl and Nierderreiter [26] ,

などを参照されたい。

2.2.1 Galois 体

まず、 0 と 1 からなる最小の代数的体 GF(2) について考える。代数的体とは、数の集
合で、加算、減算、乗算、除算の四則演算が定義され、これらの演算に関して閉じている
もののことである。GF(2) の場合、以下のように四則演算が定められる :

0 + 0 = 0 , 0 + 1 = 1 , 1× 1 = 1 , 1× 0 = 0 , 1/1 = 1 .

この数体上で多項式を考える。

f(x) =
n∑

i=0

ci xi , ci ∈ GF(2) .

多項式の演算は通常の実数体の場合と同様であるが、基礎の数体が GF(2)であるので、例
えば以下のような計算になることに注意されたい :

(1 + x)2 = 1 + 2 x + x2 = 1 + x2 .

多項式が可約、あるいは既約である、という定義は通常の定義に準ずる。上でみたように、
実数体の場合には既約である、1 + x2 は GF(2)の上では可約になることが分かる。ある既
約な多項式 f(x) , deg f(x) = pが原始多項式であるとは、1 + xn が f(x)で割り切られる
ような次数 n の最小の値が 2p − 1 であるとことする。

f(x) を GF(2) 上の原始多項式とし、 GF(2) 上の多項式を f(x) で割った余りの多項式
の全体を考える :

GF(2p) = {g (mod f) : g は GF(2) の多項式 },

を考える。ここで p = deg f である。代数でよく知られているように、GF(2p) は GF(2)

の p 次の拡大体と呼ばれるものである。f(x)が原始多項式であることは f(x) = 0 の根 σ

（ GF(2p) の元）が原始根であることを意味する。つまり、 σ2p−1 = 1となる。これらのこ
とに関しては Lidl and Niederreiter [26] , 山本 [] などを参照されたい。
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2.2.2 原始多項式 f(x) から生成される m-sequence

f(x) =
p∑

i=0

cix
i , ci ∈ GF(2) , c0 6= 0, cp 6= 0 ,

を GF(2) 上の原始多項式とする。 f(x)に対して、 GF(2) の元 an の列を

an =
p∑

i=1

ci an−i , n ≥ p ,

ここで、初期値 a0 , . . . , ap−1はすべてが 0 、とはならないように任意に定める。GF(2p)は
p個の 0 , 1の組の集合と考えられ、上記の数列から p個取ってきた組 (an, an+1, . . . , an+p−1)

は GF(2p) の元である。初期値の組が GF(2p) の原始根である場合には、

#({(an, . . . , an+p−1) : n ≥ 0}) = 2p − 1 ,

となる。ここで、 #(A)は集合 A の元の個数を表す。このように定められる GF(2) の元
an の列を、Maximum-length linearly recurring sequence , 略して m-sequence ,という。ま
た、その作り方から shift register sequence ,とも呼ばれる。f(x)を本報告では Jungnickel

[21] に従って 、m-sequence an の feedback polynomial , と呼ぶことにする。通常は特性
多項式 characteristic polynomial という用語が使われる場合が多いが、例えば、Lidl and

Nierderreiter [26] と Golomb [17]では呼び方に関して混乱がり、本報告では敢えて特性多
項式という名前は避けることにする。この問題については後述することにする。
実際の計算機の上で m-sequenceを生成する場合、GF(2)の足し算は、排他論理和 XOR

で計算できる。つまり、

0 XOR 0 = 0 , 0 XOR 1 = 1 , 1 XOR 1 = 0 ,

となる。また、実行時間を短くするために、 f(x)として 3 項式が用いられることが多い。
f(x) = xp + xq + 1, p > q > 0, その場合、an は

an = an−p XOR an−q , p ≥ n ,

で計算される。原始 3 項式の具体例は、計算機を利用していろいろ求められており、詳細
な表が得られている。これについては、伏見 [15] やその他の参考文献を参照されたい。

f(x)が原始多項式であっても、an の初期値が GF(2p)の原始根になっていなければ最大
周期を達成できないので、通常は f(x)の次数 pとして Mersenne 数をとる。つまり、素
数 pで 2p−1がまた、素数となるような pをとる。こうすると、f(x)の根はすべて原始根
となるので初期値として (0, 0, . . . , 0) 以外の任意の元を取ることができる。また、この場
合、任意の初期値から始めても、{(an, . . . , an+p−1) : n ≥ 0}は GF(2p)から (0, 0, . . . , 0)

を除いた全体に一致することがわかる。これらのことから、以下の性質が導き出される。

m-sequence の性質
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• まず、周期は 2p − 1 である。

• k-次均等分布する。つまり、

1

2p − 1
#{(an, . . . , an+p−1) : n ≥ 0 , an = w1, an+1 = w2, . . . , an+k−1 = wk} =

1

2k
,

ここで、w1, . . ., wk は任意の 0 , 1 の並びであり、0 < k < p である。

実際に計算機で m-sequenceを生成する場合には、計算機の整数で考え、各 bit毎に排他論
理和で計算する。伏見 [15]では擬似乱数として望ましい、各 bit 間の独立性などを確保す
るために、初期値 の設定の仕方について詳しい議論を展開しているので参考にされたい。

2.3 加算生成法

m-sequence と類似の漸化式による生成法として、以下の加算生成法が古から知られて
いる。

m-sequence の場合と同じように、 GF(2) 上の原始多項式を考えるのであるが、実際に
は計算速度を速くするために、原始 3 項式を用いるので、ここでもそれに倣う。

f(x) = xp + xq + 1, p > q > 0, を GF(2) 上の原始 3 項式とする。整数列 xn を

xn = xn−p + xn−q , (mod M) , n ≥ p ,

で定める。ここで、初期値 x0, . . . , xp−1はすべてが 0 、とはならないように任意に与える。
また、M は通常 2w とする。ここで、wは計算機の 1 語の bit 長である。このようにする
と、 (mod 2w) の計算がオーバーフローにより自動的に行われるので実行速度の面で有
利になる。xn の最下位 bitはその生成法より m-sequence であり、上位 bitは下位 bitか
らの桁上がりがあるのでよりランダムネスが増すことが期待される。このことについては
random walk検定のところで再度触れることにする。また、周期は l(2p−1),で 0 < l ≤ 2w

である。Knuth [22] を参照のこと。また、W.H. Press, S.A. Teukolsky, W.T. Vetterling,

and B.P. Flannery [32]では、加算の代わりに減算を用いているが、実際上はほとんど変わ
りは無いように思われるが、彼らが何故減算を用いるか、については不明である。彼らが
引用している Knuth [22] では、加算を用いている。
この生成法は Galois 体 GF(2)およびその拡大体 GF(2p)の理論に基づくのでは、Galois

環 GR(2w) の理論に基づくものであるが、この理論は Galois 体の理論にくらべて非常に
難しく、ほとんど詳しいことが分かっていないのが現状でのようである。

2.4 Cellular Automaton 擬似乱数

この方法は数式処理ソフトウェア、 Mathematica 、の開発者として名高い S. Wolfram

によって提唱された生成法である。その名前のように cellular automatonの手法を用いる。
0 , 1 からなる bit 列 an , −∞ < n < ∞ を用意し、次世代の bit 列 a′n を以下のように
定める :

a′n = φ(an−r, . . . , an+r) , −∞ < n < ∞ ,
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ここで、r > 0である。そして次に、新世代の数列 a′n でもとの数列 an を同時に置き換え
る。実際の計算機では無限列は取り扱えないので、0 ≤ n ≤ N などのように有限列とし、
a0 = aN などとして周期的な数列を考える。

S. Wolfram [52]では、いろいろな検定を行い、N が十分大きければ、例えば、N > 100

、十分によい擬似乱数が得られるとしている。

2.5 具体的な擬似乱数生成法の例

以下に幾つかの擬似乱数生成法の例を挙げるが、これらは単に例として挙げるもので、
必ずしも優れた擬似乱数生成法と例示するわけではないことに注意されたい。また、各々
の生成法で使用しているパラメーターは比較的小さなものを利用しているが、これは後述
するように、パラメーターが小さい場合には、比較的短い random walkの見本関数の汎関
数での検定で棄却されやすいからである。

• (A) M89T38 m-sequence の例として、原始 3 項式 f(x) = x89 + x38 + 1に基づく
ものを挙げる : an ∈ GF(2) 、つまり、 an = 0, 1 とし、

an = an−89 + an−38 , n ≥ 89 .

伏見 [15]などでは、deg f(x)は 127以上位が適当としているので、 89では小さいの
であるが、ここでは、単に m-sequenceの例として挙げているのであり、この生成法を
推薦しているのではないことに注意されたい。伏見 [15]では、f(x) = x521 + x32 + 1

などを挙げている。

• (B) 加算生成法 上記の原始 3 項式を用いてもよいが、歴史的によく知られた、以
下の生成法を挙げる : 原始 3 項式として f(x) = x55 + x24 + 1 を用いる方法で

an = an−55 + an−24 (mod 2w) , n ≥ 55 .

ここで wは 16 , 32などである。Knuth [22] , W.H. Press, S.A. Teukolsky, W.T. Vet-

terling, and B.P. Flannery [32] などを参照のこと。

• (C) Cellular Automaton 擬似乱数N = 120 , として、以下のように次世代の bit

列 a′n を現世代の bit 列 an から生成する :

a′n = an−1 + xn + xn+1 + xn xn+1 (mod 2) , n = 0, . . . , N ,

但し、a0 = aN として周期的に考えるものとする。その後で、新世代の bit 列 an で
現世代の bit 列 an を置き換える。N = 120 であるから、 S. Wolfram [52]によれば
十分な列の長さ、と言えよう。
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3 Monte Carlo 法
擬似乱数を用いて数値積分の近似値を求めたり、偶然現象のシミュレーションを行うこ

とを一般的に Monte Carlo 法と呼ぶ。Monte Carlo 法は歴史的には、 Buffon の針の実験
に始まるとされる。これは以下のような実験である :

床の上に等間隔 dで平行線を数本引く。長さ dの針を N 本用意して、床の上に散まく。
平行線と交差した針の本数 m を数え、pN = m

N
を計算する。N を大きく取ると pN は 2

π

に近づくことが分かる。このことの理論的な証明については、ベックマン [9] などを参照
されたい。
もう少し、数学的な例を考えてみよう。R2 の単位正方形 [0, 1]× [0, 1]を考え、擬似乱数

xn , yn , 0 ≤ xn, yn < 1 , n = 1, . . . , N を生成し、点 (xn, yn)を [0, 1]× [0, 1] 上に散まき、

mN = #{n : 1 ≤ n ≤ N, x2
n + y2

n ≤ 1}

を計算する。
ここで、確率変数 Xn , Yn はそれぞれ区間 [0, 1] 上に一様分布し、互いに独立である、

と仮定すると、0 ≤ a < b ≤ 1 , 0 ≤ c < d ≤ 1 ,に対して

Pr(Xn ∈ [a, b)) = b− a , Pr(Yn ∈ [c, d)) = d− c ,

が成り立つ。これより、

Pr(Xn ∈ [a, b), Yn ∈ [c, d)) = (b− a)× (d− c) ,

となることが分かるので、
E[χD(Xn, Yn)] = |D| = π

4
,

となることが、領域 D = {(x, y) : 0 ≤ x, y ≤ 1, x2 + y2 ≤ 1}を長方形に細分して考え、そ
の細分する細かさを 0に近づける極限を考えるこより導かれる。これらのことについては
測度論における、直積測度の構成、の議論を思い出してほしい。但し、|D|は領域 D の面
積を表す。
このような確率論の議論を用いると、上記の擬似乱数の組 (xn, yn) が D に落ちる個数

mN と、散まく点の総数 N の比は、N →∞ の時、 D の面積 π
4
に近づく、即ち、

lim
N→∞

mn

N
=

π

4
,

となることが確率論において、大数の法則、と知られている定理より分かる。
つまり、 ξn, n = 1, 2 , . . . , を互いに独立な確率変数で同じ分布に従うものとし、平均

E[ξn] = µ , 分散 V ar(ξn) = σ2 , とする。更に、簡単のために、E[|ξn|3] < ∞ を仮定す
ると、

Pr( lim
n→∞

1

n

n∑

k=1

ξk = µ ) = 1,

となる (大数の強法則)。
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上記の例では、ξn = χD(xn, yn)とおけばよい。但し、χD(x, y)は、もしも (x, y) ∈ D な
ら 1 , そうでなければ 0 を値とする関数である。この例から分かることは、擬似乱数の組
(xn, yn) を平面上に散まくことにより、平面図形の面積の近似値を求めることができるこ
とである。これは、多次元の場合においても同様である。
次に、近似値の極限値への収束の速さについて考えてみよう。この問題に関しては、確
率論でよく知られた、中心極限定理がある :

再び、 ξn, n = 1, 2 , . . . , を互いに独立な確率変数で同じ分布に従うものとし、平均
E[ξn] = µ , 分散 V ar(ξn) = σ2 , とする。更に、簡単のために、E[|ξn|3] < ∞ を仮定する
と、任意の−∞ < a < b < ∞に対して、

lim
n→∞Pr( a <

∑n
k=1 ξk − n µ√

nσ
< b ) =

∫ b

a

1√
2π

exp{−x2

2
} dx

となる。また、同じことであるが、

lim
n→∞Pr( a <

ξ̄ − µ
σ√
n

< b ) =
∫ b

a

1√
2π

exp{−x2

2
} dx

ここで、 ξ̄ = 1
n

∑n
k=1 ξk 、即ち、 ξn の標本平均である。

ここで左辺の積分は、平均 0 、分散 1 、の標準正規分布の積分であるが、この値は、例
えば a = −3.0 , b = 3.0とすると、 0.99 以上の値になることが知られていることに注意す
る。このことより、この場合、右辺の確率は 0.99 より大きくなり、

−3.0
σ√
n

< ξ̄ − µ < 3.0
σ√
n

,

となることが、確率 0.99以上で期待できることになる。このことから、標本平均 1
n

∑n
k=1 ξk

と平均 µとの誤差は O( 1√
n
)程度の大きさになることが期待される。従って、Monte Carlo

法で数値積分の近似値を求める場合には、近似の収束の速さは O( 1√
n
) 程度となり、これ

は、通常の数値積分の方法、例えば台形法や Shimpson 法などに比べるとかなり収束が遅
い、ことが分かる。然しながら、よく知られているように、通常の数値積分の方法では、
積分変数の次元が大きくなると、計算速度が次元の指数関数的に増大し、例えば 20 次元
程度で実際上は計算不可能になるのに対して、Monte Carlo 法では、次元に比例する程度
の増大になるので、数百次元以上になっても計算時間が極度に増大しない。最近の数値計
算では、変数の次元が大きな場合が多く、そのような場合には Monte Carlo 法が唯一の手
段である場合が多いのである。
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4 統計的検定について

4.1 擬似乱数に対する統計的検定

前述したように、擬似乱数は計算機で生成する、乱数モドキ 、であるので、個々の擬似
乱数列 xn を真の意味で、独立同分布な確率変数列 Xn の代わり、と信ずることはできな
い。そこで、実際の擬似乱数列がどの程度ランダムであるのか、調べる必要が生じること
になる。ところで、擬似乱数の理論は有限代数の理論に基づいていた。特に、線形合同法や
m-sequence は理論的な多くの研究がなされている。例えば、第 2.2 節で見た m-sequence

の性質などは、周期全体に関するものであった。このように、今までのところ擬似乱数の
性質は一周期全体にわたるものがほとんどである。然しながら、擬似乱数の一周期全体を
利用すると、擬似乱数の生成の仕方から、ランダムな数の列、と見なすことが出来なくな
る。そこで、実際に擬似乱数を利用する場合には、一周期の一部分を利用するように配慮
する必要がある。一方では、上で見たように、理論的研究は一周期全体にわたるものがほ
とんどであり、部分的な数列の性質はほとんど分かっていないのが実情である。
このような実態から、一周期の一部分を利用する実態に即した、擬似乱数のランダムネ
スの検討が必要になるのは当然といえよう。これを行うのが、統計的検定である。ここで
は、 Knuth [22] 、伏見 [15] などに基づいて、擬似乱数の統計的検定方法の古典的なもの
を簡単に解説する。より詳しいことは上記の参考文献などを参照されたい。

• ポーカー検定 これは、その名の通り、ポーカーの手になぞらえて、 5 個の擬似乱
数の値を

1. AAAAA 同じ値が 5 回続いて起きる。

2. AAAAB 同じ値が 4 回起き、 1 回は異なる値が起きる。

3. AAABB 同じ値が 3 回、別の値が 2 回起きる。

4. AAABC 同じ値が 3 回起きる。

5. AABBC 同じ値が 2 回、別の値が 2 回起きる。

などのように分類し、それぞれの出現頻度を計算し、理論分布と比較するものであ
る。実際に比較するときには、後述する、適合度の検定、例えば χ2 検定、などを利
用する。ここで、同じ値、としたのは実際には生成された擬似乱数の上位の数 bitな
どに注目した値、のことである。線形合同法などでは全く同じ値が続いて起きること
はあり得ない。

• 連の検定 擬似乱数の値が xk < xk+1 となる場合、上昇連、とよび、 xk > xk+1 と
なる場合、下降連、と呼ぶ。この検定は擬似乱数列の中の上昇連、下降連の長さを計
算し、理論分布と比較するものである。

• 衝突検定 簡単のために、 1 次元の場合に考える。区間 [0, M ] を幾つかの小区間に
分ける。ここで、M は擬似乱数の最大値とする。擬似乱数列のうち、同じ小区間に
入るものがある場合、衝突が起きた、と考える。分割数が、擬似乱数の個数に比べ

11



て、はるかに大きい場合、衝突の起きる確率は小さいことが期待されるが、実際に観
測される衝突の回数を理論分布と比較する検定である。

これらの他にも、数多くの統計的検定が提案され、実際に利用されているが、ここでは、
それらの多くは、確率過程や偶然現象などのシミュレーションにおける擬似乱数の利用を
考慮したものとは異なるもの、と思われることを注意するにとどめることにする。即ち、
確率過程のシミュレーションなどでは一つの統計量、例えば原点へ戻ってくるまでの時間
等、を計算するのに、長さの長い、また多くの場合、長さの決まった、擬似乱数の列が必
要であるが、上記の検定では比較的短い数列を対象にしていたり、長さを固定した数列を
対象に出来ない、などの点が指摘されよう。このようなことから、確率過程や偶然現象の
シミュレーションなどへの擬似乱数の利用を踏まえた、統計的検定を考えるのは当然の成
り行き、と言えよう。
なお、擬似乱数の検定として、スペクトル検定、が有名であり、強力な検定として知られ
ているが、この検定は、主に線形合同法の『粗結晶構造』を検出するもので、m-sequence

やその他の擬似乱数生成法の検定としては有用でない、と思われるので本報告では詳しく
述べないことにする。 Knuth [22] 、伏見 [15] などを参照されたい。

4.2 適合度の検定

前節で述べた、擬似乱数に対する統計的検定を行う場合、理論分布との比較をする必要
があり、適合度の検定、と呼ばれる統計的検定が利用される。ここでは、適合度の検定の
中で、擬似乱数の検定に比較的よく利用される、χ2 検定と Kolmogorov - Smirnov 検定に
ついて、簡単に述べることにする。適合度の検定としての χ2 検定はいろいろな統計の教
科書に載っているのでそれらを参照されたい。また、 Kolmogorov - Smirnov 検定は教科
書的な統計の本にはあまり見かけないが、例えば、ホーエル [19] 、伏見 [15] 、Knuth [22]

などを参照されたい。いずれの検定も、ノンパラメトリック検定、と呼ばれる、分布の型
を仮定しない検定方法の例である。ノンパラメトリック検定は分布の型を仮定する検定理
論に比べて難しい、とされているようである。

4.2.1 χ2 検定

離散的な値 ck , k = 1, . . . , K , をとる確率分布を考える。観測値 xi , i = 1, . . . , N ,

の各値に対する観測度数 ok , k = 1, . . . , K

ok = #{i : xi = ck , i = 1, . . . , N } ,

を考える。χ2 検定はこの観測度数が理論分布 fk , k = 1, . . . , K に従う分布と見なせるか
どうかを統計的に検定するものである。具体的には、次の統計量を計算する :

χ2
0 =

K∑

k=1

(ok −N fk)
2

N fk

.
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この統計量 χ2
0 は漸近的に、自由度 (K − 1) の χ2 分布に従うことが知られている（ホー

エル [19] 参照）。漸近理論に基づくため、例えば各期待度数 N fk が 5 以上（或いは 10 以
上、という説もある）あれば十分な近似が得られる、というような議論がある。また、離
散分布でなく連続分布に基づく場合には、可能な値の範囲を適当に分割し、各小区間に入
る観測値の観測度数と、期待度数を考える必要がある。
この検定はまた、分割表などに用いて、独立性の検定などにも広く利用されている。

4.2.2 Kolmogorov-Smirnov 検定

前節で述べた χ2 検定が基本的に離散分布に関する理論に基づいた、漸近理論であった
のに対して、 Kolmogorov - Smirnov 検定は連続分布に基づいた検定である。
まず、観測値 xi , i = 1, . . . , N に基づいて経験分布 FN(x) を求める :

FN(x) =
1

N
#({xi : xi ≤ x , 1 ≤ i ≤ N }) , −∞ < x < ∞ .

次に、観測値が理論分布関数 F (x) を持つ母集団からの標本と見なせるかどうかを以下の
統計量を基に検定する :

K+
N =

√
N sup

−∞<x<∞
(FN(x) − F (x)) ,

K−
N =

√
N sup

−∞<x<∞
(F (x) − FN(x)) .

この統計量の理論分布は random walkの破産問題を解くことによって求めることができる
（例えば Feller [13]を参照のこと）が、通常は分布表から自由度 N の分布の tail probability

を求めることになる。上記の Kolmogorov - Smirnov 統計量 K+
N , K−

N はまた次のように
計算することもできる :

観測値 xi , i = 1, . . . , N を大きさの順に並べ換えたものを x(i) , i = 1, . . . , N とする。

K+
N =

√
N sup

i=1, ... ,N

(
i

N
− F (x(i))

)
,

K−
N =

√
N sup

i=1, ... ,N

(
F (x(i)) − i− 1

N

)
.

これは、観測分布関数と理論分布関数の誤差は、各 x(i) の前後で最大になる、ことから導
かれる。

χ2 検定にしても、 Kolmogorov - Smirnov 検定にしても、一度に大量の標本を検定する
よりは、小さなグループに分けて検定し、それらの検定結果を再度まとめて検定をする、
という検定の積み重ねが、部分的な変動を捕らえやすいことが知られている ( cf. Knuth

[22] ) 。
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5 1-dimensional simple symmetric random walk

本報告では、確率過程や偶然現象のシミュレーションに対する擬似乱数の利用という状況
に適した統計的検定の 1 方法として random walkの見本関数の汎関数を用いた検定法を提
案する。この方法では、最も単純かつ基本的な random walk である 1-dimensional simple

symmetric random walkを考え、その見本関数の汎関数を考察する。以下、簡単に random

walk と呼ぶことにする。Random walk の見本関数については多くの研究がなされ、詳し
い結果が知られているが、ここでは、 Feller [12] を参考に知られている結果をまとめるこ
とにする。

5.1 Random walk の定義

まず、以下のような独立同分布確率変数列 Xn , n = 1, 2, . . . を考える :

Pr(Xn = 1) = Pr(Xn = −1) =
1

2
, n = 1, 2, . . . .

次に、確率変数 Sn を以下のように定義する :

S0 = 0 , Sn =
n∑

k=1

Xk , n > 0 .

この Sn , n ≥ 0 を原点から出発する 1-dimensional simple symmetric random walk, 単に
random walk , と呼ぶことにする。そして、点列 (k, Sk) , k = 0, 1, 2, . . . を折れ線で結ん
だグラフを、 random walk の見本関数 ( sample path ) と呼ぶ。また、 n を時間と見な
し、時刻 N までで考えるとき、N を見本関数の 長さ とも呼ぶことにする。

Random walk や random walk の見本関数の性質を調べる時、重要な手段となる、反射
原理、について以下に述べることとする。

5.2 反射原理 reflection principle

これは、random walkが値 +1 , -1を確率 1
2
で取る独立同分布な確率変数列の部分和で

あることから導かれる性質であり、単純な結果であるが、random walk の見本関数の性質
を導く上で、重要な働きをするものである。random walk の見本関数のグラフのことを、
折れ線、と呼ぶことにする。

定理（反射原理） a > 0, 0 < m < nとする。点 (m, a)から点 (n, b)に至る折れ線の中、
横軸に到達する折れ線の本数は、点 (m,−a)から点 (n, b)に至る折れ線の本数に等しい。

証明 点 (m, a)から出発する折れ線が初めて横軸に到達する時刻を k, m < k < nとする。
点 (m, a)から点 (k, 0)に至るまでの部分を、横軸に関して対称に折り返すと、点 (m,−a)

から点 (k, 0)に至る折れ線ができる。また、明らかにこの対応は 1 対 1 対応である。この
ことより、点 (m, a)から点 (n, b)に至る折れ線の中、横軸に到達する折れ線の本数は、点
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(m,−a)から点 (n, b)に至る折れ線の本数に等しいことが分かる。（証明終）

この反射原理から導かれる基本定理を述べるために、また、見本関数の汎関数の確率分布
を述べるために、幾つかの記号を準備する。
まず、整数 n , r に対して、

pn,r = Pr(Sn = r) =

(
n

n+r
2

)
2−n ,

とおく。ここで 2 項係数
(

n
n+r

2

)
は n+r

2
が整数にならない場合は 0 とするものとする。

Sn = 0 となるのは nが偶数の場合に限られる。そこで、

u2k = Pr(S2k = 0) =

(
2k

k

)
2−2k ,

とおくことにする。有名は Stirling の公式 :

n! ∼
√

2π nn+ 1
2 e−n , as k → ∞ ,

を用いると、

u2k ∼ 1√
πk

, as k → ∞ ,

が分かることに注意しておく。次に、基本的な定理を述べる。

定理
Pr(S1 6= 0, . . . , S2n 6= 0) = Pr(S2n = 0) = u2n .

Pr(S1 > 0, . . . , S2n > 0) =
1

2
u2n .

証明 まず、 2 番目の式から示す。

Pr(S1 > 0, . . . , S2n > 0) =
∑

r = 1∞ Pr(S1 > 0, . . . , S2n−1 > 0, S2n = 2r) .

ここで、点 (1, 1) から点 (2n, r) への見本関数で、横軸に到達するものの数は反射原理よ
り、点 (1,−1)から点 (2n, r) への見本関数の数に等しいことに注意すると、

Pr(S1 > 0, . . . , S2n−1 > 0, S2n = 2r) =
1

2
(p2n−1,2r−1 − p2n−1,2r+1)

となることが分かる。これを r について可能な範囲で和をとれば、第 2 の結果が得られ
る。第 1 の結果は

Pr(S1 6= 0, . . . , S2n 6= 0) = Pr(S1 > 0, . . . , S2n > 0) + Pr(S1 < 0, . . . , S2n < 0) ,

であることに注意し、 Xk の分布の対称性から

Pr(S1 > 0, . . . , S2n > 0) =
1

2
u2n = Pr(S1 < 0, . . . , S2n < 0) ,

より導かれる。(証明終)
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5.3 見本関数の汎関数

まず、簡単な汎関数から考えていくことにする。以下では、長さ 2n の見本関数 (k, Sk),

k = 0, 1, 2, . . . , 2n を考えることにする。

5.3.1 Last visit time

見本関数 (k, Sk), k = 0, 1, 2, . . . , 2nに対して、原点への last visit time LV2n を

LV2n = max{2 k : S2k = 0 , 0 < k ≤ n ,

で定義する。この last visit time の理論分布について以下の結果が知られている :

定理 　Arc Sine Law

α2k,2n = Pr(LV2n = 2 k) = u2ku2n−2k , k = 0, 1, . . . , n .

証明 LV2n = 2k は S2k = 0, S2k+1 6= 0, . . ., S2n 6= 0 と同じであることと、時刻 2k まで
の見本関数の挙動とそれ以降の見本関数の挙動は独立である ( Xj の独立性から導かれる)

ことから、
α2k,2n = u2ku2n−2k ,

となる。(証明終)

注意 ここで、この分布は左右対称であることを注意しておく。実際、

α2k,2n = u2ku2n−2k = u2n−2ku2n−(2n−2k) = u2ku2n−2k = α2n−2k,2n .

この分布の左右対称性は、独立確率変数列 Xn の対称性（ ±1を確率 1
2
で取ること）に関

係することを後述する。

5.3.2 滞在時間 　Sojourn time

見本関数 (k, Sk) , k = 0, 1, 2, . . . , 2n が正の部分に滞在する滞在時間 sojourn time

SJ2n を以下のように定義する。

I(x) =

{
1 if x ≥ 0 ,

0 その他 ,

と置き、

SJ2n =
2n∑

k=1

I(Sk−1 + Sk) ,

で、 sojourn time SJ2n を定義する。 random walk の見本関数は奇数時間では、奇数の値
しか取れないことに注意すると、 SJ2n は次の式でも計算できることが分かる。

SJ2n = 2
n∑

k=1

I(S2k−1) .

16



Sojourn time の理論分布は以下の定理で与えられる。

定理（ Arc Sine Law ）

α2k,2n = Pr(SJ2n = 2 k ) , k = 0, 1, . . . , n .

証明 まず、 b2k,2n = Pr(SJ2n = 2k) と置き、帰納法を用いる。

b2k,2ν = α2k,2ν , k = 0, 1, . . . , ν , ν < n ,

と仮定する。
SJ2n = 2k とし、原点への first return timeが 2r であるとする。つまり、

S1 6= 0, S2 6= 0, . . . , S2r−1 6= 0, S2r = 0 ,

と仮定する。まず、もし、S1 > 0, S2 > 0, . . . S2r−1 > 0 なら r < k でなければならない。
この場合、残りの 2n− 2r 時間で正の部分に 2k − 2r 時間滞在することになるから、その
確率は f2r = Pr(S1 6= 0, S2 6= 0, . . . , S2r−1 6= 0, S2r = 0) と置くと、

1

2

k∑

r=1

f2r b2k−2r,2n−2r ,

また逆に、S1 < 0, S2 < 0, . . . S2r−1 < 0なら n− r ≤ k であり、残りの 2n− 2r 時間内に
正の部分に 2k 時間滞在する必要がある。そこで、その確率は、

1

2

n−k∑

r=1

f2r b2k,2n−2r ,

となる。これらをまとめると、

b2k,2n =
1

2

k∑

r=1

f2r b2k−2r,2n−2r +
1

2

n−k∑

r=1

f2r b2k,2n−2r ,

となる。従って、仮定より

b2k,2n =
1

2
u2n−2k

k∑

r=1

f2r u2k−2r +
1

2
u2k

n−k∑

r=1

f2r u2n−2k−2r ,

が得られる。ここで、

u2k =
k∑

r=1

f2r u2k−2r ,

であることに注意すると、 b2k,2n = α2k,2n を得る。(証明終)

注意 u2k ∼ 1√
πk
であることに注意すると、

α2k,2n ∼ 1

n

1

π
√

xk(1− xk)
,

k

n
,
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となることが分かる。このことより、0 < x < 1に対して、
∑

k<xn

α2k,2n ∼ 2

π
arcsin

√
x ,

が十分大きな n に対して成り立つことが分かる。これが、 Arc Sine Law の名前の由来
である。

5.3.3 最大値 Maximum

MXn = max{Sk : k = 0, 1, . . . , n} とおく。この最大値の理論分布は以下で与えられる。

定理
Pr(MXn = r) = pn,r + pn,r+1 r ≥ 0 .

証明 まず、定理の式の中の pn,r , pn,r+1 は同時にはどちらか一方だけが正の値を取り、
他方は 0 となることに注意する。

k ≤ r とする。原点から出発して点 (n, k) への見本関数の中、直線 x = r に到達する見
本関数の数は、反射原理より、原点から出発して点 (n, 2r− k)に至る見本関数の数に等し
いことが分かる。このことより、

Pr(MXn ≥ r , Sn = k) = Pr(Sn = 2r − k) = pn,2r−k .

従って、
Pr(MXn = r , Sn = k) = pn,2r−k − pn,2r+2−k .

これを k ≤ r に関して足すと、

Pr(MXn = r) = pn,r + pn,r+1 ,

となる。(証明終)

5.3.4 Hamming weight

この汎関数は random walkの見本関数の性質と言うよりは、むしろ符号理論で重要な汎
関数を random walkに持ち込んだものである。

HWn =
1

2

n∑

k=1

(Xk + 1) ,

で Hamming weight HWn を定義する。ここで、Xk は random walkを構成する時に使う、
独立同分布確率変数列である。Xk = ±1 であるので、 1

2
(Xk + 1) は 0, 1 の値に等しいこ

とに注意する。後に、擬似乱数に対する統計的検定をおこなう場合にはこの汎関数は、擬
似乱数の最上位 bitの中の 1の個数、として計算される。この Hamming weightの理論分
布は明らかに 2 項分布に従うことが分かる。

Pr(HWn = k) =

(
n

k

)
2−n .
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5.3.5 汎関数間の依存性

後の節で見るように、random walkの見本関数の汎関数を用いて擬似乱数の randomness

の統計的検定を行うのであるが、その際、検定に用いる汎関数同志が互いに従属している
場合には、例えば、 sojourn timeと last visit timeとの間に強い従属性がある場合には、そ
れらの汎関数を用いて２通りの検定を行うことはあまり意味がないであろう。そこで、各汎
関数間の依存性を調べることが重要になってくる。この問題に関しては Takashima [40]で
sojourn time と last visit time との依存性が調べられ、石川、高嶋 [49] ではその他の汎関
数について調べられている。詳しくはこれらを参照されたい。ここでは、簡単に、 sojourn

time と last visit time との同時分布に関する結果について述べるにとどめる。

定理

Pr(SJ2n = 2j, LV2n = 2k) =
I(j + k − n) + I(k − j)

2(k + 1)
u2k u2n−2k , 0 ≤ j, k ≤ n .

証明 まず、有名な Equidistribution theoremに注意する。

Pr(SJ2n = 2j, S2n = 0) =
1

n + 1
u2n , 0 ≤ j ≤ n .

この結果を用いると

Pr(SJ2n = 2j, LV2n = 2k, Si > 0 2k < i ≤ 2n)

= Pr(SJ2n = 2j + 2k − 2n, S2k = 0)
1

2
u2n−2k

=
u2ku2n−2k

2(k + 1)
, j ≥ n− k ,

が得られる。同様に

Pr(SJ2n = 2j, LV2n = 2k, Si < 0 2k < i ≤ 2n)

= Pr(SJ2n = 2j, S2k = 0)
1

2
u2n−2k

=
u2ku2n−2k

2(k + 1)
, j ≤ k .

これらをまとめると、定理の結果が得られる。（証明終）

この結果より、 sojourn timeと last visit timeは互いに独立ではないが、共分散は 0であ
ることが分かる。何故なら、同時分布が左右対称であるから。
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6 Random walk 検定について
前節で述べた、 random walkの見本関数の汎関数を利用する、擬似乱数に対する統計的
検定について述べる。
基本的に random walkのどの見本関数を用いても、検定の仕方は同様であるので、sojourn

time を用いた検定について述べることにする。

1. まず、擬似乱数を初期化する。m-sequence や加算生成法、cellular automaton 擬似
乱数などでは、複数の初期値を用意しなければならないので、別の擬似乱数生成法、
例えば線形合同法など、を利用して初期化する。

2. 以下の step を M 回繰り返す:

(a) 擬似乱数 xi, i = 1, 2, . . . , 2L を生成し、random walk の見本関数

s0 = 0, sn =
n∑

k=1

x∗k , n = 1, 2, . . . , 2L,

を構成する。ここで、 x∗ は整数 x の最上位 bit を表す。

(b) 見本関数に対して、汎関数 sojourn time SJ j
2L を計算する :

SJ j
2L = 2

L∑

k=1

I(x∗2k−1) j = 1, 2, . . . , M .

さらに、これらの観測値の経験分布を求める :

oi = #{j : SJ j
2L = 2 i , j = 1, 2, . . . , M i = 0, 1, . . . , L ,

3. Step 2で求めた、観測度数 oi, i = 0, 1, . . . , Lに対して sojourn time の理論分布に関
する適合度検定を χ2 検定を用いておこない、 χ2 統計量

χ2
0 =

L∑

i=0

(oi − ei)
2

ei

.

ここで、 ei は sojourn timeの値が 2 iになる期待度数である。これは、第 節で求め
た確率に M を掛けたものである。

4. 上記の Step 2 , 3 を例えば 30 回繰り返し、得られる χ2 統計量を Kolmogorov -

Smirnov 検定を用いて、自由度 L の χ2 分布に関する適合度の検定をおこなう。

K+
30 =

√
30 sup j = 130

(
j

30
− F (χ(j))

)
,

K−
30 =

√
30 sup j = 130

(
F (χ(j))− j − 1

30

)
.

ここで、 χ(j) は 30 個の χ2 統計量を大きさの順に並べ直したものである。
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5. 上記の Step 4 を例えば 100 回繰り返し、得られる Kolmogorov - Smirnov 統計量
K+

30, K−
30 で、99 % 以上の範囲入る個数と 95 - 99 % の範囲入る個数を求める。

100 回の Kolmogorov - Smirnov 検定の結果の中、 95 - 99 % , 99 % 以上の各範囲に入る
個数が期待される個数よりかなり大きければこの擬似乱数は sojourn time 検定で棄却され
る、とする。sojourn timeは見本関数の長さが偶数の場合、偶数の値しか取らないので χ2

検定の自由度は L となることに注意する。他の汎関数を用いる場合は、自由度は異なる。
また、maximumなどを用いる場合には、maximumが大きな値をとる確率は非常に小さ
くなるので、いくつかの観測度数を合併して期待度数が十分大きくなるようにする必要が
生じることにも注意する必要がある。
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7 Random walk 検定の結果について
前説で述べた random walkの見本関数の汎関数を用いる統計的検定の結果を表 1、表 2、
表 3に載せる。これらの表から分かることは、第 2.5 節に挙げた擬似乱数生成法はいずれ
も、random walk 検定に失敗している、という事実である。
特に、 sojourn timeによる検定について考えてみよう。図 1は、m-sequence M89T38

を用いて sojourn の経験分布と理論分布をグラフにしたものである。長さ 300 の見本関数
を 100,000 本シミュレーションして sojourn time の観測度数を折れ線で表したものであ
る。この図より明らかに、経験分布の密度関数は左右対称でなく、理論分布の密度関数に
比べて、平均 150 より小さな部分（図中央より左側）では観測度数が理論分布の密度関数
より小さな値をとり、逆に、平均より大きな部分（右側）では理論分布の密度関数より大
きな値を取っている。
また、Cellular automaton 擬似乱数の検定結果も興味深いものがある。Wolfram [52]に

よれば、配列の長さが 100 以上あれば十分に’良い’ 擬似乱数が得られる、としているが、
本報告の検定結果は random walkなどの確率過程のシミュレ-ションには適していない、と
いう結果を示している、と言ってよいと思われる。[52] をうけて、 Engel [11] のような教
科書的な文献にもこの方法は紹介されいるので注意が必要である。
本来、m-sequenceでは、0 , 1 の出現頻度は 1

2
にほとんど等しく、sojourn time の観測

度数が左右対称になることが期待されるはずであるが、実際のシミュレーションでは図 1 、
図 2などの用にように左右非対称になる。この現象を調べるために、次節以降で Hamming

weight と sojourn time の関係について考えてみる。

7.1 Sojourn time の漸近分布

前節で述べた、 m-sequence による sojourn time 検定の結果について考察するために、
本節では、今まで考えてきた、 simple symmetric random walkだけでなく、より一般的な
random walk を考える。本節の詳しい内容等については、 Andersen [1] , [2] , Spitzer [34]

, [35] 等を参照されたい。
まず、独立確率変数列 (通常、確率論では triangular array と呼ばれる)を考える :

X
(n)
1 , X

(n)
2 , . . . , X(n)

n , n > 0 .

各 X
(n)
1 , X

(n)
2 , . . . , X(n)

n は同じ分布 (必ずしも対称とは限らない)に従い、必ずしも整数値
をとるとは限らないものとする。また、異なる nに関して確率変数列の分布は変化し得る
ものとする。この独立確率変数列に対して、 random walk S

(n)
k を

S
(n)
k =

n∑

k=1

X
(n)
k ,

で定義する。
Andersen [1] , [2] はこのような一般的な random walk に対して、 sojourn time の漸近

分布と S(n)
n > 0 となる確率の極限との関係を与えている。
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定理
lim

n→∞ Pr(S(n)
n > 0) = α ,

とおく。このとき、

lim
n→∞ Pr(SJ (n) < x n) =

sin απ

π

∫ x

0
tα−1 (1− t)−α dt , 0 < x < 1 .

ここで、 SJ (n) は S(n)
n についての sojourn time である。またこの結果の右辺に現れる積

分は、 β 分布と呼ばれる確率分布の場合である。

ここで、前節で扱った simple symmetric random walkの場合に戻るとXn の確率分布の対
称性、即ち、

Pr(Xn = 1) = Pr(Xn = −1) =
1

2
, n = 1, 2, . . . ,

より、明らかに α = 1
2
である。従って、理論分布の密度関数のグラフは左右対称なグラフ

になり、 α の値が 1
2
より大きい場合には、密度関数はグラフの中心より左側で α = 1

2
の

場合より下がり、右側で上がる、ことになる。図 1 、図 2 のシミュレーションの結果のグ
ラフは同様の傾向を示していることに注意する。
さて、これまでの simple symmetric random walkの場合に戻ってAndersenの結果をも

とに、検定結果を考えてみよう。

7.2 m-sequence の Hamming weight について

Lindholm [27] , Jordan and Wood [20] では、 m-sequence の Hamming weight の分布
を feedback polynoimal（ [27] , [20]では characteristic polynomialと呼んでいる）で決定
している。以下に簡単に彼らの結果を述べる。

an, n = 1, 2, . . . ,mを 0 , 1からなる長さ mの数列とする。この数列の Hamming weight

HWm は次のように定義される。

HWm =
m∑

i=1

ai .

f(x) を Galois 体 GF(2) の原始多項式とし、 an は f(x) を feedback polynomial とする
m-sequence とする。

A(j)
m (f) = {h : j項式, h(0) = 1, deg h < m, f は h を割り切る }, m ≥ 3 ,

と置く。また、B(j)
m (f) = #(A(j)

m (f), m ≥ 3 とする。ここで、 #(A) は集合 A の元の個
数である。

Jordan and Wood [20] では、 Hamming weight の分布について次のような結果を得て
いる :
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定理

Pr(HWm = k) = 2−m

(
m

k

)
2p

2p − 1
(1 +

m∑

j=1

B(j)
m (f) F k

m(j)),

ここで、 F k
m(j)は 2 項係数で決まり、 f(x)には無関係な値である。

一方で、 Lindholm [27] では、 Hamming weight の 3 次の moment が次の値で決定され
ることを示した。

m B(3)
m (f) − ∑

h∈A
(3)
m (f)

deg h .

これらの結果より、例えば m > 4p の場合、

f(x) , f 2(x) , f 4(x) ∈ A(3)
m (f),

であるから、 3 次の moment は 0 でないことが分かる。即ち、 Hamming weight の分布
は平均の回りに偏っていることが分かる。従って、例えば m > 2p の時、

Pr(HW2m > m) 6= 1

2
,

となることが分かり、 random walk の場合に翻訳すると

Pr(S2m > 0) 6= 1

2
,

となる。図 1 などのシミュレーションでは、この確率は > 1
2
であることが分かる。この

ことから、 sojourn time の経験分布の密度関数は Arc Sine Law からの偏りを示すことに
なる。
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表 1: (A) M89T38 , 100 samples.

Path Path K+
30 K−

30

length L number M 95∼99% 99% ∼ 95∼99% 99% ∼
Hamming weight test

160 50,000 0 0 0 100

200 50,000 0 0 0 100

Maximum test

160 50,000 0 0 0 100

200 50,000 0 0 0 100

Sojourn time test

160 50,000 0 0 1 99

200 50,000 0 0 0 100

表 2: (B) 加算生成法 , 100 samples.

Path Path K+
30 K−

30

length L number M 95∼99% 99% ∼ 95∼99% 99% ∼
Hamming weight test

200 200,000 0 0 24 21

200 300,000 0 0 25 44

Maximum test

200 200,000 1 0 13 5

200 300,000 0 0 12 12

Sojourn time test

200 200,000 2 0 4 1

200 300,000 0 0 12 1

Last visit time test

200 200,000 2 1 12 3

200 300,000 1 1 12 3
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図 1: M89T38, Sojourn time test, 2L = 300

8 多数項の原始多項式による m-sequence について
前節で、原始 3 項式を feedback polynomial とするm-sequence は、見本関数の長さが
原始 3 項式の次数よりある程度長い場合の random walk 検定において棄却されることを
見てきた。伏見 [15]、[16] では、多数項を持つ原始多項式を feedback polynomial とする
m-sequenceの高速生成法を提案している。ここでは、簡単にそれを振り返り、彼の方法は
random walk 検定の立場からは、原始 3 項式を feedback polynomial とする m-sequence

と同様の欠点を持つことを述べる。
g(x) = xp + xq + 1, p > q > 0 を原始 3 項式とする。G(x) = g(x3) と置くと、 G(x)

は既約ではないが、 p 次の因数 f(x)を持つことが知られている。f(x)は必ずしも多数の
項を持つとは限らないが、一般的には多くの項を持つことが期待できる。また、 f(x) が
原始多項式になるかどうか一般的には分からないが、例えば、 pが Mersenne 数の場合に
は、 f(x)は原始多項式となることが分かる。そこで、 f(x)を feedback polynomial とす
る m-sequence an を考える。 f(x)が G(x) の因数であることから、

an = an−3p + an−3q , n ≥ 3p ,

が成り立つことが分かる。この関係を用いると an を高速に生成することができる。ただ
し、a0, a1, . . ., a3p−1は f(x)を feedback polynomialに持つように決めなければならない。
以上が、伏見 [15]による、多数項原始多項式によるm-sequence の高速生成法の概略で

ある。
本報告では、例として g(x) = x31 + x3 + 1 を用いた（ M93T9 ）。この原始 3 項式の

次数 31はかなり小さいように思われるが、これを選んだのは第 2.5で挙げた m-sequence

M89T38の feedback polynomialと同じような次数を G(x)が持つように考慮した結果で
ある。
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図 2: M93T9, Sojourn time test, 2L = 300

図 2 は図 1 と同じ条件で sojourn time 検定を行った結果である。この図 2 によると
M93T9は sojourn time 検定に関して、M89T38と類似の偏りを示していることが分か
る。これは以下のようなことから了解されるであろう。
前節で述べたように、 m-sequence の Hamming weight の分布は feedback polynomial

によって決定され、その 3 次の momentは A(3)
m (f)で決まる。M93T9が原始 3 項式に基

づく M89T38 と同様の偏りを示すことは、A(3)
m (G) は 3 項式の場合と類似の構成を持つ

のではないか、という推測出来るであろう。そこで、実際に数式処理ソフトウェアを用い
て、M93T9 の feedback polynomial f(x)について A(3)

m (f)と A(3)
m (G)を求めてみた。そ

の結果、
A(3)

m (f) = A(3)
m (G) ,

が p ≤ m ≤ 4 p で成り立つことが確かめられた。このことは、伏見 [15] による、多数項
を持つ原始多項式による、 m-sequence の高速生成法は、 sojourn time 検定、Hamming

weight 検定に関して原始 3 項式による m-sequence と同様の欠点を持つことを意味する。
このことは、単に上記の例M93T9だけでなく、より高次の原始 3 項式の場合にも検証さ
れた。詳しくは Takashima and Ueda [48] を参照されたい。
この議論を更に押し進めて、以下のような予想を得る :

予想 あまり大きくない j , mに対して A(j)
m (f) = A(j)

m (G).

ここで注意しなければならないのは、この予想は、すべての j , mに対して成り立つわけ
ではない、ことである。このことは、原始多項式の倍数に関する一般論より分かる。しか
しながら、数式処理ソフトウェアを用いることにより、ある程度の範囲では成り立ってい
ることが確認されている（ Takashima [38] 参照）。さらに Munemasa [31]は次のような結
果を得ている。
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表 3: (C) Cellular Automaton , 100 samples.

Path Path K+
30 K−

30

length L number M 95∼99% 99% ∼ 95∼99% 99% ∼
Hamming weight test

240 50,000 0 0 0 100

Maximum test

240 50,000 0 0 0 100

Sojourn time test

240 50,000 0 0 0 100

Last visit time test

240 50,000 0 0 0 100

定理 f を 3 項式（必ずしも原始 3 項式であることを仮定しない）とする。このとき、
A

(3)
2p+1(f) = {f, f 2} 。

これらのことを考慮しながら、図 、図 などの結果を検討すると、sojourn time の極限分
布は β 分布に従う、とするAndersen [1] , [2]の定理から予想されるαの値と実際のシミュ
レ－ションから推定されるパラメーターとの間に微妙な食い違いが見られることが分かる。
これに関しては、シミュレーションに用いた m-sequence の 独立性に問題があるのではな
いか、と疑われる。
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9 反転 m-sequence について
第 2.2 節で簡単に述べたように、Lidl and Niederreiter [26] と Golomb [17] とでは、特

性多項式 characteristic polynomial の定義に違いが見られる。従来、この特性多項式の定
義の違いはあまり重要視されてこなかったように見受けられるが、本当に重要な差異がな
いのかどうか、本節で考えてみたい。
以下、GF(2) 上で考え、まず、反転多項式 reciprocal polynomial の定義を述べる。

f(x) =
p∑

k=0

ck xk , c0 = cp = 1 , ck ∈ GF(2) ,

に対して、 f(x) の reciprocal polynomial f ∗(x) を

f ∗(x) =
p∑

k=0

ck xp−k = xp f(
1

x
) ,

で定義する。 m-sequence an

an =
p∑

k=1

ck an−k , n ≥ p ,

を考えよう。ここで、注意すべきことは、 Golomb [17] では f(x) を an の characteristic

polynomialと呼び、Lidl and Niederreiter [26]では f ∗(x)を anの characteristic polynomial

と呼んでいることである。そこで、 an の他に a∗n を次のように定めよう。

a∗n =
p−1∑

k=0

ck a∗n−p+k , n ≥ p ,

即ち、 a∗n は f ∗(x) を feedback polynomial とする m-sequence である。この m-sequence

a∗n と an との間には次のような関係があることが容易に分かる。

a0 a1 a2 a3 · · · an−3 an−2 an−1 an

m m m m · · · m m m m
a∗n a∗n−1 a∗n−2 a∗n−3 · · · a∗3 a∗2 a∗1 a∗0

勿論、p < n とし、初期値 a∗0, . . ., a∗p−1 は an, . . ., an−p+1 に取る。つまり、数列の長さを
決めたとき a∗n は an を逆の向きに見ていった数列である。この事実と次のような、代数学
でよく知られているように、f(x)と f ∗(x)はよく似た性質を持っていることから、今まで
characteristic polynomial の定義における違いにあまり注意が払われなかったようである。
例えば、 f(x)が既約であることと、 f ∗(x)が既約である、ことは同値である。また、f(x)

が原始多項式であることと、 f ∗(x)が原始多項式である、ことは同値である、等々。
以下では、random walk 検定の観点から、 an と a∗n の性質を比較してみよう。そのため

に以下のような、原始 5 項式を考えた。ここで、原始 3 項式でなく、原始 5 項式を考える
理由は、すでに見てきたように、原始 3 項式による m-sequenceは random walk 検定に関
して良くない結果をもたらすので、 an と a∗n の性質の比較には適していないと、判断され
るからである。
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表 4: P5 and R5, 100 samples

Test Path N P5 K−
30 R5 K−

30

type length (×1000) 95%∼99% 99%∼ 95%∼99% 99% ∼
HW 160 100 14 1 14 3

240 100 9 3 11 5

MX 160 100 25 10 24 46

240 100 14 6 3 96

SJ 160 100 0 1 35 28

240 100 6 1 30 19

FPr = 12 160 100 8 1 8 1

r = 20 240 100 6 2 2 0

表 5: P7 and R7, 100 samples

Test Path N P7 K−
30 R7 K−

30

type length (×1000) 95%∼99% 99%∼ 95%∼99% 99%∼
HW 160 100 15 7 15 9

240 100 12 2 11 4

MX 160 100 10 4 22 29

240 100 7 1 19 34

SJ 160 100 2 2 10 2

240 100 9 0 7 3

FPr = 12 160 100 7 1 1 1

r = 20 240 100 5 2 5 1

P5: x61 + x5 + x2 + x + 1,

P7: x61 + x7 + x4 + x + 1,

P8: x61 + x8 + x7 + x2 + 1,

P10: x61 + x10 + x6 + x5 + 1,

P47: x61 + x47 + x20 + x3 + 1,

P53: x61 + x53 + x23 + x3 + 1,

R5: x61 + x60 + x59 + x56 + 1,

R7: x61 + x60 + x57 + x54 + 1,

R8: x61 + x59 + x54 + x53 + 1,

R10: x61 + x56 + x55 + x51 + 1,

R47: x61 + x58 + x41 + x14 + 1,

R53: x61 + x58 + x38 + x8 + 1.

これらの結果より、 random walk 検定の観点からは、m-sequence an と a∗n とは必ずしも
同様の性質を持つ、とは言えないことが分かる。より強く、幾つかの f(x)の場合では、明
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表 6: P8 and R8, 100 samples

Test Path N P8 K−
30 R8 K−

30

type length (×1000) 95%∼99% 99%∼ 95%∼99% 99%∼
HW 160 100 20 6 13 7

240 100 10 2 7 6

MX 160 100 10 1 25 12

240 100 5 1 10 3

SJ 160 100 0 1 11 1

240 100 6 1 7 2

FPr = 12 160 100 4 4 6 0

r = 20 240 100 4 0 3 0

表 7: P10 and R10, 100 samples

Test Path N P10 K−
30 R10 K−

30

type length (×1000) 95%∼99% 99%∼ 95%∼99% 99%∼
HW 160 100 12 6 16 6

240 100 11 5 11 8

MX 160 100 20 10 23 28

240 100 16 5 23 27

SJ 160 100 7 1 10 3

240 100 7 1 8 5

FPr = 12 160 100 4 3 3 4

r = 20 240 100 7 3 5 0
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表 8: P47 and R47, 100 samples

Test Path N P47 K−
30 R47 K−

30

type length (×1000) 95%∼99% 99%∼ 95%∼99% 99%∼
HW 160 100 16 8 15 10

240 100 12 1 11 5

MX 160 100 10 4 10 3

240 100 4 4 6 5

SJ 160 100 6 1 3 3

240 100 5 2 4 4

FPr = 12 160 100 5 2 3 1

r = 20 240 100 3 2 3 0

表 9: P53 and R53, 100 samples

Test Path N P53 K−
30 R53 K−

30

type length (×1000) 95%∼99% 99%∼ 95%∼99% 99%∼
HW 160 100 15 6 16 13

240 100 10 2 10 8

MX 160 100 10 3 12 2

240 100 7 1 9 2

SJ 160 100 3 2 8 0

240 100 6 1 5 2

FPr = 12 160 100 2 0 5 1

r = 20 240 100 2 1 3 1
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らかに異なる性質を示している。このことは、m-sequence の性質は Galois 体 GF(2p) の
性質でもあることを考えると、代数的に f(x) とその reciprocal polynomial f ∗(x) との間
には明らかな性質の違いがあることが分かる。
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10 Hybrid 擬似乱数について
ここまで、主に m-sequenceを中心に考えてきたが、m-sequenceは random walk 検定に
関してあまり芳しい成績を収めなかった。m-sequence に関しては、 k-次均等分布性など
多くの研究がなされているが、それらは、一周期全体で平面（高次元空間も含む）上に一
様に分布するか、という問題である。これに対して random walk 検定で目指したものは、
非常に長い数列から計算される統計量をどの程度よく近似できるか、という問題である。
この２つの問題はかなり異なる様相を持つことが分かる。それは単に m-sequence に関す
る random walk 検定の結果だけでなく、線形合同法の結果と比較することにより、より理
解できるであろう。本報告では詳しく述べなかったが、線形合同法は高次元空間での均等
分布性に関してはあまり芳しい成績は収めることができない。これは、その生成法（線形
関数を利用する）による。ところが、m-sequenceと異なり、 random walk 検定では良い
成績を示す。線形合同法の中でも、悪名高い RANDU でも sojourn time 検定や last visit

time 検定にパスする。このように、擬似乱数は「真の乱数」ではないために、得手不得手
があることが理解されるであろう。
そこで本節では、線形合同法と、それらとは異なる性格を持つように見えるm-sequence

, 加算生成法、などとを組み合わせて、上記の２つの問題、即ち、高次元空間での均等分
布性と時系列のシミュレーション、に適した擬似乱数が生成できないか、という問題を考
えることにする。
このようなアプローチは既に、 L’Ecuyer [25], Sobol [33], Wichiman and Hill [51] など

によって試みられている。彼らは、例えば [0, 1) 上に一様分布する、２つの異なる線形合
同法 xn, yn, を用いて、

zn = xn + yn (mod 1) ,

により、新しい擬似乱数を生成する方法を研究している。この方法では、係数の異なる線
形合同法を利用するため、各々の係数を十分に吟味して選択しないと、望んだ性質が得ら
れない。しかしながら、係数の良い組み合わせを見つけることは難しい問題である。
そこで、本報告では、線形合同法同志の組み合わせではなく、線形合同法とm-sequence

, 加算生成法など、性質の異なる擬似乱数を組み合わせる（合同加算を用いる）ことを考え
る。以下に、簡単な例を挙げる。なお、これらの例は単に例として挙げるだけであり、こ
れらを推薦するわけではないことを断っておく。

D : 線形合同法と m-sequence の組み合せ

xn = 16807xn−1 (mod 231 − 1), n > 0,

yn = yn−89 XOR yn−38, n ≥ 89, yn : 31− bit 整数,

とし、
zn =

xn

231 − 1
+

yn

231
(mod 1),

を考える。ここで、 xn は 32 bit 整数を使う計算機で整数オーバーフローを利用せ
ずに計算可能となるように生成することが可能である（ [25] 参照）。
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E : 線形合同法と m-sequence の組み合せ

xn = 1664525xn−1 (mod 232), n > 0,

yn = yn−89 XOR yn−38, n ≥ 89, yn : 32− bit 整数,

に対して、
z′n = xn + yn (mod 232), zn = z′n/232,

とおく。上記の方法との違いは、xn を 32 bit 整数を用いて計算するため xn と yn の
和を取る時に、通常の整数の和を取ればよく、 [D] におけるように、浮動小数点演
算を行わなくてよいことにある。このため、生成速度が速い。

F : 線形合同法と加算生成法の組み合せ

xn = 1664525xn−1 (mod 232), n > 0,

yn = yn−55 + yn−24, (mod 232) n ≥ 55,

に対して、
z′n = xn + yn (mod 232), zn = z′n/232.

とおく。この計算でも [E] と同様に浮動小数点数の和を使わずに、整数和で計算で
きる。

上記のように、線形合同法と m-sequence 、加算生成法などとの組み合せにより、新しい
擬似乱数を生成する方法を、本報告では hybrid 擬似乱数生成法、と呼ぶことにする。
ここで例示したように、２つの擬似乱数の合同和を考えることは、確率論では古くから
研究されている。例えば、 [4], [6], [7] などを参照されたい。そこでは、以下のような結果
を得ている。

X, Y を [0, 1) 上に値を取る独立な確率変数とする。必ずしも一様分布とは限らないもの
とする。

Zn = Xn + Yn (mod 1) ,

とおくと、 Zn は [0, 1) 上、 Xn , Yn より、一様分布により近い分布を持つ。

このように、これらの研究は一様分布性に関したものであるが、上記に例示した擬似乱数
列はいずれも、一様分布性は十分に検討されており、問題ないものと考えられている。一
方で、 random walk 検定のような、確率過程のシミュレーションに関する randomnessの
改善に関しての研究はほとんど無い、というのが実情である。そこで、統計的に random

walk 検定をする必要性が生じることになる。
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10.1 Hybrid 法に対する random walk 検定

本節では hybrid 擬似乱数に対する random walk 検定の結果について述べる。それらは
表 10 、表 11 、表 12に示される。
これらの検定結果は明らかに、基になっている、m-sequenceや加算生成法に比べて著し
い改善を示している。これは、 random walk のシミュレーションに不適当な m-sequence

や加算生成法に、線形合同法を組み合せた効果、と考えられる。
一方で、線形合同法や m-sequence は代数的に比較的簡単な構造を持つため多くの研究

があり、周期の長さや均等分布性などの性質が分かっている。しかしながら、線形合同法
の代数的構造と、 m-sequence の代数的構造は非常に異なるため、この両者を合同和で結
びつけた、 hybrid 擬似乱数の代数的構造は全く分かっていない。例えば、周期についても
全く分かっていない。しかしながら、m-sequenceの feedback polynomialを、前記の例の
ようにMersenne 数を次数に持つものを取れば、その m-sequence の周期は 2p− 1であり、
素数となるため、これを基にする hybrid 法の周期は 2p− 1 より短くはならない。そこで、
前記の例などより、より次数の高い原始多項式を用いれば、周期の長さは十分なものが得
られるであろう。
しかしながら、線形合同法と加算生成法の組み合せについては、全く理論的研究は無い。
実際、加算生成法自体、理論的研究が非常に困難である。
ここで、この hybrid 法の利点について少し述べることにする。上記のように理論的には
全く分からない hybrid 法であるが、この方法は、既存のm-sequence や加算生成法から、
簡単に (ソフトウェア的に)作り出すことが可能である。一方、 m-sequence や加算生成法
を用いた擬似乱数生成ルーチンや、擬似乱数発生装置 (計算機に組み込みのものや、拡張
ボードなどの形のもの)は世の中に広く流布している。これらの既存の計算機資産をプロ
グラムの上で線形合同法と組み合せることにより、 random walkのシミュレーションなど
により適した、擬似乱数にする可能性を hybrid 擬似乱数生成法は与えている、と考えら
れる。
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表 10: [D], 100 samples.

Path Path K+
30 K−

30

length L number M 95∼99% 99% ∼ 95∼99% 99% ∼
Hamming weight test

160 50,000 4 2 1 0

160 50,000 2 2 4 1

200 50,000 0 0 3 2

200 50,000 1 0 3 0

Maximum test

160 50,000 3 0 2 0

160 50,000 3 1 2 0

160 50,000 3 3 2 0

200 50,000 6 0 5 2

200 50,000 3 3 9 2

Sojourn time test

160 50,000 3 1 3 1

200 50,000 3 0 3 0

Last visit time test

160 50,000 5 2 1 0

200 50,000 6 2 8 5

表 11: [E], 100 samples.

Path Path K+
30 K−

30

length L number M 95∼99% 99% ∼ 95∼99% 99% ∼
Hamming weight test

160 50,000 3 0 4 2

160 50,000 4 1 5 1

Maximum test

160 50,000 4 0 3 3

160 50,000 4 0 3 1

Sojourn time test

160 50,000 1 5 3 3

200 50,000 4 0 2 0

Last visit time test

160 50,000 4 2 3 0
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表 12: [F], 100 samples.

Path Path K+
30 K−

30

length L number M 95∼99% 99% ∼ 95∼99% 99% ∼
Hamming weight test

200 100,000 4 1 5 1

200 200,000 5 2 2 3

200 300,000 6 0 4 1

300 50,000 7 3 2 0

Maximum test

200 100,000 1 2 5 2

200 200,000 8 0 3 0

200 300,000 2 4 1 1

300 50,000 3 0 3 0

Sojourn time test

200 100,000 3 0 3 0

200 200,000 4 1 3 2

200 300,000 4 0 9 1

300 50,000 5 0 2 3

Last visit time test

200 100,000 2 1 5 1

200 200,000 2 0 5 1

200 300,000 2 0 6 1

300 50,000 5 2 6 1
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