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§0. ゲーム感覚 —序にかえて—

ベトナム戦争然り, 湾岸戦争然り, NYの自爆テロに対する対応また然り,「戦争をゲー
ム感覚でするな」とは日本のマスコミや識者の言である. ならば, 彼らの感覚は,というと
正義の月光仮面か, 報復主義か, はたまた某国への単なる追随か. 相手の選択肢を予想し ,
自分の選択肢からもっとも合理的な選択を冷静に計算する, というゲーム感覚で物事を考
える方が余程理にかなっていると思うのであるが如何なものであろうか.
「ゲーム理論」というとゲームセンターにあるゲーム (これも立派なゲーム理論の演習
問題であるが) で遊ぶような連想があるらしく,どうも評判が悪い. 無論, 戦争は遊びでは
ない. 従って,ゲーム感覚より一層洗練された「ゲーム理論的」にやるべきであろう. 孫子
の兵法の真髄といわれる「敵を知り己を知らば百戦危うからず」とはゲーム理論の真髄で
もある. 国際政治はしばしば「パワーゲーム」といわれ, これも日本では「パワー」に頼
るな, というコンテキストで引用される. 一方ではごく近隣の国に対してゲーム理論的に
は到底合理的とは思われない「パワー」を前提にしたような感情的な対応をしてはばから
ないのは一体どうしたことであろうか. 「ゲーム理論」をもっと日常の常識にしなければ
と密かに思うのであるが, 本講義録がその役に立つかどうかははなはだ心もとない.
本講義録執筆の動機は, 畏友福山克司氏から, 私が平成 8年に行なった講義録を出版し

ませんかと勧められたことが発端である. 平成 14年 1月に神戸大学において,「ゲーム理
論の初歩: 確率変数を用いた表現」と題して談話会でしゃべらせて頂いた縁もあり, この
機会に私の考えを纏めてみたいと思うようになった. なお, 同氏には原稿を仔細にチェック
して頂き, 内容の不備を含めて最初の原稿から大幅な改善がなされたのはひとえに同氏の
御蔭である. 記して感謝の意を表したい.
今までゲーム理論について他分野の人がいろいろ書いておられるのであるが, 数学者特

に確率論を専攻する者としてもう少し別の表現, つまり確率変数を表に出した定式化もあ
り得るのではないか, という思いを抱き続けていたところであった. 当時に比べて私自身
も多少はゲーム理論の知識も増加したし , 以前の内容に必ずしも満足していなかったので,
以前の講義録 (プリント) への若干の加筆修正と新しい節を追加したのが本講義録である.
7節と 9節は基本的に数理社会学会において発表した内容である. 8節は確率論のシンポ
ジウムにおいて発表した内容である. 数学的にも新しい定理 (定理 8.1) を含んでいると信
じている. また, 定理 8.2そのものはゲーム理論の分野でよく知られているが, 数学的に厳
密な証明が与えられているようには思われない. 原理的に言って, 確率過程を用いて定式
化しなければ数学的証明とは言い難いからである.
著者は確率論を専門とする数学者であり,ゲーム理論の専門家ではない. しかし ,ゲーム

理論に登場する混合戦略とは数学的には確率変数に他ならず, その場合の「期待効用」と
は確率論でいう確率変数の平均に他ならない. とするならば, ゲーム理論をコルモゴロフ
流の公理的確率論の立場から完全に定式化して解釈することも可能ではないか (サヴェジ
流の主観確率からの解釈ではなく) , と考えたのが本講義録の基本的立場である. ゲーム
理論は現在では, 経済学, 心理学, 社会学, 動物行動学 (行動生態学) , 認知科学等の分野で
はよく知られている. 従って, 数学的に同じ内容でも異なる状況設定では異なる解釈, 含意
を持っている. この講義録では数学書にありがちな無味乾燥な数式の羅列ではなく, 可能
な限り, 何らかの意味付けを行なうように心がけたが, 一方では数学的証明として論理的
ギャップがないようにしたつもりである. (2003.7.26)
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§1. 硬貨投げ vsジャンケン

西部劇映画では, 2者択一の選択を迫られた時, 硬貨投げで決めよう, という場面がよく
出てくるように思われるが日本ではジャンケンで決めるのではなかろうか. ジャンケンは
遊びはもちろん実生活の場面でもしばしば用いられる. 硬貨投げもジャンケンもいずれも
必然的理由のない (わからない) 時に, 偶然を利用した公平 (と信じられている) 意志決定
法として広く採用されている. それでは, 硬貨投げとジャンケンとはどこがどう違うので
あろうか. いずれも偶然 (確率)を用いていることにはかわりないように思われる. しかし ,
決定的に異なる部分もある. それは, ジャンケンの場合は自分の手 (グーかチョキかパー
か) は自分の意志で決められることである. では,どこが偶然かと言えば相手の手が予測
出来ない,ということである. もし , 相手はグーをよく出す人であるという何らかの根拠を
情報として持っていれば, 自分はパーを出すのが合理的 (勝とうと思えば)である. ゲーム
理論が確率論ではない決定的理由はここにある.
ゲーム理論を初めて理論的に構築したのはよく知られているようにフォン・ノイマン

(1903-1957)である. 1928 年彼が弱冠 25才の時である ([209]) (1). しかし , 数学の専門誌
に載ったためか, まだ社会的に機が熟していなかったためか, 世上ゲーム理論の出発は経済
学者 O.Morgenstern との共著の本「Theory of Games and Economic Behavior」(1944)
が出版されてからとされているようである (翻訳: 「ゲームの理論と経済行動」全 5巻, 東
京図書 [38]). この本の影響は大きく, 経済学はもとより社会学, 政治学, 心理学, 統計学,
動物行動学 (行動生態学) 等広範囲の分野に及んでいる. ひところブームをよんだウィー
ナーのサイバネティックス (1948, [7])より結局は大きな影響を与えたように思われる. し
かしながら, 合理的に判断して合理的に行動する人間を想定する彼らの前提は必ずしも多
くの人々の受け入れるところとはなっていない. 特に, アメリカのマクナマラ国防長官が
ベトナム戦争にゲーム理論とコンピュータを利用して以来どうも日本のインテリには評判
が悪い.
彼ら以降のゲーム理論の発展のなかで, 囚人のジレンマの「発見」 (くわしくは文献 [36])

は単純な合理性だけでは判断出来ない人間の行動をゲーム理論の枠の中で表現出来るとい
う意味でひとつの大きな成果であった. もう一つの成果はメイナード・スミスによる進化
的に安定な戦略 (ESS, Evolutionarily Stable Strategy ) という概念の導入である ([80]).
ESS 概念の導入により, 生物進化を合理的人間を想定することなく, ある意味で合理的に
ゲーム理論の言葉で解析することが可能になった. この講義録ではこれらの概念を 2人 2
状態対称ゲームを中心にして数学的側面から解説する.
ゲーム理論の発展史については [26], [28]にくわしい. ただし , ESSに対する評価はあま
り高くないようである.

1priority に関しては若干の議論がある. フランスの数学者で確率論の黎明期に活躍した Émile Borel
(1871–1956) もゲーム理論をある程度のところまで考えていたようである. [36] の 62頁および [28] の文献表
を参照のこと.
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§2. 囚人のジレンマ

人間はなぜ約束を守るのだろうか (約束を守らない人でも, 少なくとも約束を守ること
が善であることは認めるであろう.) もちろん, 世界は広いからある社会で当然と思われる
価値観が別の社会ではそうでないことはしばしばある. しかし , その場合でも別の価値観
は必ず存在している. そして, その価値観に従うことが善であることは認識されている. も
し , その価値観を (報復を受けることなく) 破る方がその人にとって得をすることが判って
いる時, 人々はどうするであろうか. 自分は道徳的に振る舞うとしても相手にもそれを期
待出来るであろうか. 不道徳な人が得をする世の中というのが長続きするであろうか. (こ
こで, 暗黙の内に ESS の概念を念頭に置いている. 6節を参照せよ).

ここで, 囚人のジレンマと言われるゲームを紹介しよう.
今, A, B二人の人間が一緒に重大犯罪を行い逮捕されたとする. 証拠は十分ではなく,

二人とも黙秘していれば二人とも微罪で済む可能性がある. しかし二人は別々に取り調べ
られていて, 検事は次のようにささやく. もし , お前が真実を自白すれば情状酌量してやっ
てもよいぞ. そして彼は考える. 検事は当然相棒にも同じことをささやいているであろう.
もし , 自分が黙秘を続けて相棒が検事の誘惑に負けると (最悪の事態を想定) 自分が重大犯
罪の主犯にされてしまう. 一方, 自分の方が自白したとすれば, もし相棒が黙秘を続ければ
自分は情状酌量されるし ,もし相手も自白すれば, 黙秘してひとりだけ主犯にされるよりは
軽い刑で済むだろう. いずれにしろ自白する方が得であり, 合理的判断というものである.

以上のような考察をゲーム理論を使って定式化してみる. A, B二人のプレーヤーは 2種
類の戦略, 協調戦略 (Cooperate, 以下Cと記す)と裏切り戦略 (Defect, 以下Dと記す)か
らひとつを選ぶものとする. 二人がそれぞれひとつの戦略を選んだ時に得られるそれぞれ
の利得 (利得の善し悪し , つまり大小の比較は出来ると仮定する. 簡単のために数値で表
現するがその値そのものは本質的ではない) は, もし Aが戦略 Cを選び, Bは戦略Dを選
んだ時, Aは利得 1を得, Bは利得 4を得るとする. これを, 戦略セット (C, D)に対して利
得 (1, 4) と表す. 容易にわかるように戦略セットの組み合わせは 2× 2 = 4 だけある. 以
下 (C, C)に対して利得 (3, 3) , (D, C)に対して利得 (4, 1) , (D, D)に対して利得 (2, 2)
とする. この関係をよくみると, 自分と相手の戦略を逆にしてみると, 自分の利得と相手の
利得が丁度逆になっていることがわかる. つまり, 戦略セットに対して Aの利得表 (行列
で表す方が理解しやすい)を与えれば, Bの利得表は転置行列を考えるか, Aと Bを読み換
えるだけでよい. つまり

(1) 囚人のジレンマ

Aの利得表 Bの戦略
C D

Aの戦略 C 3 1
D 4 2

によって表現出来る. B の利得表は上の表で A と B を入れ替えればよい. Aの利得を表
にしてみると言葉ではすぐには分からなかったことが表を眺めるだけで直ちに理解出来る.
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つまり, Bがどちらを選ぼうとも Aにとっては戦略 Dを選ぶ方が Cを選ぶより有利なこ
とは利得行列の 1行目と 2行目の各成分を比較してみれば直ちにわかる.
かくて哀れな囚人は自白に追い込まれるのである. しかし , ちょっと待ってほしい. お互
いに戦略D (裏切り, 自白)を選んだ時の利得は A, B共に 2でしかない. しかし , もし双方
が戦略C (協調, 黙秘) を選べば利得は A, B共に 3あるではないか. なぜ戦略C (協調, 黙
秘)が選べなかったのであろうか, と彼らはともに後悔の涙を流すことになる. 従って, 囚
人のジレンマは to be or not to be 式のハムレットのジレンマとは大いに異なる. 囚人の
ジレンマは合理的に選択するならばジレンマではない. にもかかわらず深刻な問題として
捉えられているのは, ではなぜヒトに限らず多くの動物はこれと同じような状況に置かれ
ても協調を選ぶことが多いのか, という事実をどう説明すればよいかジレンマに立たされ
るからであろう. 事実, アメリカが唯一の原爆保有国であった時, ソ連に対する先制攻撃を
行うことが相当真剣に検討されたとのことである. 協調よりも裏切り (先制攻撃) が圧倒
的に利益があり, かつ相手との協調が期待し難いときは裏切りは合理的判断と言える. や
がて, 相手も原爆を保有するようになり,ゲームは囚人のジレンマ型から, 次に述べるチキ
ンゲーム型になり, リスクの大きい裏切りより協調がよりお互いの利益になって自分の方
から裏切る手は放棄し , 相手からの裏切り (先制攻撃)に備えるようになるのである. 現実
と異なるひとつの側面は, 現実にはゲームは繰り返し行われ経験ないし学習によってより
よい戦略を学ぶチャンスがある, という事実である. 繰り返しのあるゲームについては 8
節と 10節で取り上げる.

次にプレーヤーの数が多くなった場合を考えてみよう. 人間の社会生活を, ひとりひと
りがゲームのプレーヤーであると見なして考えると, 個々の人間が最も合理的と考えられ
る (別の言い方をすれば最も利己的に) 行動をした結果, 最終的に誰もが損をする, という
結果に導かれる, ということになりはしないか. このような状況はハーディンによって共
有地の悲劇として定式化された ([140]). いま共有地を利用して牧畜を営む村を考える. 共
有地の広さが一定であればそこで飼育出来る牛の数には自ずから限度がある. しかし , 各
人にとっては牛を一頭でも多く飼育する方が利益は大きいわけだから, 当然牛の数は増え
続ける. その結果全ての牛は発育不良になって売値は暴落する, というわけである. 利益
はまるまる個人の収入になるが, 損失は皆に拡散される状況はゴミや廃棄物の垂れ流しに
もみられる状況である. このような例では人々は, だから社会道徳が必要なのだ, と主張
しがちである. では, 別の例を考えてみよう. 社会的に必要ではあるが危険な物 (ゴミ処理
場, 原子力発電所, 軍事基地等) をある地域に建設しなければならない, とする. その地域
にとって利益より損失 (危険) の方が大きいと判断すれば建設に反対するのが合理的であ
る. この例では利益は全体に広がるが, 損失 (危険) は局所的である, という意味で共有地
の悲劇とはプラス・マイナスが逆ではあるが, 構造的には同じ社会的ジレンマということ
が出来る. このような状況が社会的ジレンマである, という認識が大切である.
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なお, 囚人のジレンマの定式化の時,

Aの利得表 Bの戦略
C D

Aの戦略 C R S

D T P

において, T > R > P > S の他に, R > (T + S)/2 を仮定することが多い. これは, 裏切
りと協調を互いに交互に繰り返した平均利得より, 互いに協調した方が得であることを保
証するためである. ここで, T は Temptation (裏切りへの誘惑) , Rは Reward (協調への
報酬) , P は Punishment (裏切りへの懲罰) , S は Sucker (お人好し) の略である ([3]).

ゲーム理論の定式化では数学的にはプレーヤーの数と選択し得る戦略セットの他に各人
の利得が重要な働きをする. 質的な利得, 例えば正義感 (道徳的, 宗教的) , 満足感 (嗜好等)
, 罪悪感等も少なくとも大小は比較出来る, と仮定しないと「合理的判断基準」の判定が
出来ない. そこで, 普通は理解しやすいように数値化する. ここで, 注意しなければならな
いことは数値化したからといって, 利得を最大にすることがいつも合理的判断基準とは限
らないことである. むしろ, 相手より利得が多い (相手に勝つ) ということが合理的基準で
ある場合がある. その典型はいわゆる持久戦といわれているゲームである. 相手を威嚇し
続けて (当然時間に比例するコストがかかる) 根負けした方が退散するとしよう. 戦略は
威嚇する時間である. 従って, 戦略の集合は 0を含む正の半直線である. もし , Aが a ≥ 0
時間がんばることにすると, a + ε, (ε > 0) だけがんばるつもりの相手に必ず負けてしま
う. この意味で最適な純粋戦略 (—言葉の定義は 4節参照—) はない. しかし , 勝った相手
もその時間だけのコストはかかっているから, 勝ったことによる利得が有限である限り, 戦
う利益はないことになる. 実際, 攻められると殻をすてて直ちに退散するやどかりの一種
がいるそうである. よそで殻を作りなおす方が有利であれば合理的な判断だというべきで
あろう. ただし , 父祖伝来の土地を守りたい (縄張りの死守) と考える限り, 例えどんな犠
牲をはらっても相手に勝たなければ意味がない.
縄張りの死守とは少し意味あいが違うが持久戦の一種として次のような「ドル・オーク

ション」と呼ばれるゲームを考えてみよう. ([36], 336 頁)
基本的には 1ドルを競り落とす, という単純なゲームである. ただし , 重大な約束があっ

て, 競り落とされたひとつ前の値段を言った人はその金額を支払わなければならない, と
いうものである. 縄張り争いにやぶれれば被害は甚大である, という感じである. 日本人
は直ちに談合するから, このゲームの深刻さがいまいち理解出来ないと思われるが, いま
談合しないで真剣に競り勝つことを考えよう. もちろん, 安く競り落とした方が得だから,
最初にあなたは「1セント」という. 当然, 他の人はみすみす 1セントで 1ドルを持って行
かれるぐらいならばと「2セント」で応じる. さあ, あなたはどうするか. ここで引き下が
れば, 相手は 98セントを得るのに自分は 1セント丸損である. そこで, あなたは「3セン
ト」と叫ぶ. 今度は相手が考える. ここで, 引き下がるとみすみす 2セントが丸損である.
まだまだ, 勝てば利益があるではないか. そこで相手は「4セント」と応じる, . . .もうお
分かりと思うが, 延々と続けてとうとうあなたが 99セントというところまで来る. これで
勝てればとにかく 1セントだけ利益がでる. ところが, 当然その時相手は 98セント丸損で
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ある. それぐらいならば利益がなくとも 1ドルで競り落とした方がましだ,と相手は「1ド
ル」で応じる. さあ, もうたとえ, あなたが競り勝っても利益はでないことは分かっている
が, ここで引き下がると 99セントは丸損である. それぐらいならば 1セントの損の方がま
しである. かくてあなたは「1ドルと 1セント」を叫ぶ. 同じことを相手も考えて, 1ドル
の損失よりは 2セントの損失の方がましだ, と「1ドル 2セント」と叫ぶ. さあ, この勝負
いつ終わるのであろうか. M. シュービックという人は実際にこのゲームをパーティーの
席で行ったらしい. その結果夫婦喧嘩に発展した例もあるとか. 日本人でこのようなゲー
ムに参加する人がいるとは思われないが, 問題は無理矢理ゲームに参加させられた時であ
る (その方が現実性がある). その時はお互いに相手に勝つことが当然の合理的判断である,
と考える限り悲劇的である, という意味では囚人のジレンマ・ゲームより深刻である. 囚
人のジレンマでは話し合えばよりベターな戦略はあり得た. しかし , 持久戦では最初から
戦わないのがベターであるが, それが許されない, となれば直ちに降伏するのがベターか
も知れないがそれも受け入れ難いとなればどうする？このようなゲームは, ある時点で工
事をする意義に疑義が出ても途中で中止するとそれまでの投資が無駄になる, という論理
からさらなる無駄を重ねる結果になるというわが国の公共投資を連想させる.
以上紹介した例はすべて, 判断基準として自分の利得を最大にすることだけを基準とし

た極めて利己的な個人を仮定している (2). しかし , 現実の人間社会を考察する場合, 多く
の人は, 人間は他人に協力する能力を持っているし , 利他的行動を取ることが出来ると考
えているであろう. ゲーム理論に反感を抱く人の中にはゲーム理論の仮定である, このよ
うな利己的人間観に反発をしているケースもあるように思われる. しかし , もし , 利己的基
準で判断していない, とするならば, その基準をモデルに取り込んだある種の協力ゲーム
理論を構成することは可能である. この点については 7節で改めて考察したい. しかし , 理
論上は非協力ゲームの場合がもっとも基本的と思われるので, 本講義録ではもっぱら非協
力ゲーム理論を考察する.
なお, 囚人のジレンマ・ゲームに関する文献は研究論文の範囲内でも文字通り山のよう

にある. 経済学, 心理学, 社会学, 生態行動学, 認知科学関係等関連するデータベースでま
ず検索されることをお勧めする.

2個人合理性という. ミクロ経済学ではこのような個人を前提として理論を構築する.
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§3. 2人 2戦略対称ゲームの一般論

話を 2人 2戦略対称ゲームにもどして, 囚人のジレンマ以外にどのような質的に異なる
ゲームがあり得るかを考えよう. 結局は利得行列を変えるだけであるから, 例えば利得行
列が次のようになっているとする.

(2) チキン (弱虫)ゲーム

Aの利得表 Bの戦略
C D

Aの戦略 C 3 2
D 4 1

このゲームは弱虫ゲーム (チキンゲーム) とも呼ばれている. 2人の命知らずの暴走族が,
ある距離から互いに向かいあって突進する. そのままつっこむと ( 戦略セット (D, D) ) 正
面衝突してお互いに大怪我をする. 相手が先に逃げてくれれば (戦略セット (D, C) ) 自分
は勝者となり相手を弱虫 (チキン)とののしることが出来て最高である. 同時に逃げた場合
は ( (C, C) ) 引き分けで, (D, D) や (C, D) よりはましであるが, 到底仲間のボスにはな
れないであろう. このようなゲームは最初からしないに越したことはない. (C, C)がセカ
ンドベストであるが, 相手から仕掛けられた場合, 自分は Cを出すから相手にも Cを出す
ように交渉すると, 相手は Dを出した方が自分は得, その上相手にはさらに損をさせるこ
とが出来るから, 相手を弱腰とみて交渉を決裂させる可能性が大きい (某国の官房副長官
の発想はこれに近いのではないだろうか). かくて最悪の選択 (D, D)に突入するのである.
キューバ危機を思い出して貰えばこのことは単なる遊びの問題ではないことがわかる. こ
の時は結局フルシチョフがチキンとなった.
しかし , チキンゲームは良識を持った方が負ける, という危険なゲームだからそのよう
な状況に追い込まれないようにしなければならない. 戦争や自爆テロ, 過激派, 武闘派の
発生を歴史的に振り返ると, ある時期から当事者間あるいは内部でチキンゲームが始まり,
後戻り出来なかったことがわかる.

(3) 指導者ゲーム ([34])

Aの利得表 Bの戦略
C D

Aの戦略 C 2 3
D 4 1

(4) 英雄ゲーム ([34])

Aの利得表 Bの戦略
C D

Aの戦略 C 2 4
D 3 1

(3)と (4)はよく似たゲームであるが, 本質的に別のゲームとみなす. この場合は相手に協
調して相手と同じ戦略をとることはお互いに損である (日本人には身につまされる話であ
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ろう). 従って, 相手より劣ってもよい覚悟があれば話し合いは可能である. しかし , 相手に
は負けたくないと思うと (持久戦の話を思い出してほしい) 大変である. 特に (3) は互い
に相手より優位に立とうとして, 戦略を選ぶと結果としてお互いに最悪の利得しか得られ
ない (アメリカ型). 一方, (4) は互いに相手に譲ろうとするとかえって最悪の結果を招く
(日本型).

(5)

Aの利得表 Bの戦略
C D

Aの戦略 C 3 4
D 2 1

(6)

Aの利得表 Bの戦略
C D

Aの戦略 C 3 4
D 1 2

(5)と (6)の場合は 1行目と 2行目を比べてみると, 相手の選択の如何に関わらず Aにとっ
ては戦略Cが望ましく, その時Bが戦略Dをとってくれれば最高にハッピーであるが, 多
分Bはとんまでなければ戦略Cを選択するから, 結局 (C, C)でお互いに満足 (すべき)で
ある. 自分は Cを選び, 相手には Dを選ばせるのが一番よいが, ここではプレーヤーは対
等と仮定しているのでこの 2つのゲームはあまり面白くない. 後で定義するようにこの 2
つの場合は (C, C)が唯一のナッシュ均衡戦略となっている.
文献 [34] では上の (5), (6) を除いた 4つのケースが本質的に意味のあるゲームとして

紹介してあるが, 面白いことに文献 [36]では上記の (3), (4), (5) を面白くない場合として
除外してある. (3), (4)においては一方が戦略C, 他方が戦略Dをとる, という秩序が形成
されて, 同じ戦略をとろうとして争う様子を表さないからであろうか. ゲームの解釈にも
お国柄が表れる感じがする. 文献 [36] では上記の (6) を行き詰まりゲーム (ただし , Cと
Dの意味を逆にしてある) とし , もう一つ次のゲームを加えて 4つを基本的としている.

(7) 囚人のジレンマ Part II
(鹿狩りゲーム)

Aの利得表 Bの戦略
C D

Aの戦略 C 4 1
D 3 2

検事にそそのかされて 2人ともまんまと自白させられた哀れな囚人は極刑はまぬかれたも
のの仲良く懲役 10年を食らって隣り合った独房に収監された. そこで, あらためて話し
合って見ると, 2人で協力すると何とか脱獄出来そうなことが分かった. そこで, 示し合わ
せて明日脱獄を決行することにした (戦略 (C, C) ).ところが, 前夜よく考えてみると万一
脱獄に失敗すると刑期は倍増するが, 脱獄犯を密告すると刑期は半減される, という規則
を思い出した. だだし , お互いに密告しても証拠がないので取り合ってくれない. 従って,
協力しあえば互いに最高であることは分かっているが, もし相手がセカンドベストを選択
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すると, 自分は刑期が倍増するは相手の刑期は逆に半減するはで最悪である. 逆に相手の
脱獄を自分が密告すれば自分の刑期は半減される. ならば自分もセカンドベストで満足す
るとしよう,と考えて両者とも約束の行動を取らなかった (C＝脱獄, D＝密告). 囚人は結
局まじめに刑期を務めるのがベストなのである.
このゲームの場合, (C, C) と (D, D) という戦略セットがいわゆるナッシュ均衡戦略に
なっていて, お互いに自分から戦略を変えると自分が不利になる. しかし , (D, D) で安定
するのはあまり得ではなく, 何とか話し合って (C, C) に移れないか, ただし , 相手が裏切
ると最悪である, はたして相手は本当に合理的選択をしてくれるであろうか, というとこ
ろに面白さがある. 完全な合理的選択理論に立つ限りこのゲームは面白くない. なお, 文
献 [36] では鹿狩りゲームと訳されているが, これはルソーの「人間不平等起源論」の第 2
章に「鹿を捕らえようという場合, 各人は勿論そのためには忠実にその部署を守らなけれ
ばならぬと感じた. しかし . もし兎がかれらの中のだれかの縄張り内にはいってくると, そ
のために自分の仲間がその獲物を捕らえ損なうことになろうとも, いっこう頓着しなかっ
た. 」に由来する (3).

2人 2戦略対称ゲームは 4つの戦略セットの大小関係によって分類すると 4! = 24 通り
あるが, 大小関係を全て逆にしても Cを Dと呼び, Dを Cと呼び換えれば同じことだから
本質的に 12通りある. (C, C) の利得が (D, D) の利得より大きいと仮定して上記以外の
場合を書き下すと以下のようになる.

(8)
( 4 1

2 3

)
, (9)

( 4 2
1 3

)
.

この 2つのゲームは (C, C) と (D, D)が共にナッシュ均衡戦略で囚人のジレンマ Part
II と違って 2つめのナッシュ均衡戦略が 2番目によい利得になっているから, いずれにし
ろこれ以上欲張る必要はない, という意味であまり争う必要はなさそうである.
しかし , 第 3者から眺めた場合, 必ずしも平和だ, と言っておれない気はする. 私は (8)
を「官僚のジレンマ・ゲーム」と名づけることを提案する. こころは, 全員が一生懸命働
くならば最高の利得を得ることはわかっているが, 誰かがさぼったり, へまをすると最悪
である. 一方, あまり働かなくても (戦略 D) 利得はそこそこにある. ならば, 働かない方
がよい. 公務員のスローガン,「休まず, 遅れず, 働かず」はその意味で合理的なのである.
あるいは, リスク回避的に考えるならばやはり戦略Dがそれなりに合理的である. 官僚は
如何なる時にもリスク回避的 (責任回避的) に物事を判断する. または某省のように担当
大臣と対立した場合, 全員が大臣に協力するのがベストなのはわかっているが, 自分だけ
が協力して他の同僚がそうではなかった場合にはひどい目にあうことになる. おいそれと
大臣に協力出来ないわけである.

3本田喜代治・平岡昇訳 (岩波文庫, 白 156) 83頁
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(10)
( 4 3

1 2

)
, (11)

( 4 2
3 1

)
, (12)

( 4 3
2 1

)
.

(10), (11), (12)のゲームは (C, C)が唯一のナッシュ均衡戦略でかつ利得が最も高いか
ら極めて安定的に互いに (C, C) をとるであろうからその意味でゲームとしてはもっとも
つまらないと思われる. しかし , 少し見方を変えて, 非協力という意味ではなく, 自分が謙
虚な人柄で, 相手より少ない利益を得ようと思って Dを選択すると相手も自分も損をする
結果になる. 余計なことを考えずにもっと合理的に考えろ, といいたくなる人がたまにい
るのは事実である.

以上の考察はもっぱら自分の利得を最大にするのがよい戦略である, という価値判断で
論じてきたが, 合理的判断基準というのは必ずしも利得を最大にすることだけではない.
零和ゲームの時は主にリスクを最小にするのが合理的である, という考え方をする. 対称
ゲームの場合にもこの考え方で考察するとどうなるかを考えてみる. 互いに利得が 1 に
なる可能性のある戦略を避けることにすると, 結果として共に 2しか得られないゲームは
(1)の囚人のジレンマ, (3)の指導者ゲーム, (4)の英雄ゲーム, (7)の囚人のジレンマ Part
II, の 4つである. 結果として共に 3 しか得られないゲームは, (2)のチキンゲーム, (5),
(6), (8) の 4つ, 結果として共に 4 の最高の利得を得られるゲームは (9), (10), (11), (12)
の 4つである. また, 持久戦のようにとにかく相手に勝つ (相手より利得が多い) というこ
とを基準にした場合, 対称ゲームでは相手と同じ戦略をとったのでは必ず引き分けになる
から, 実際には実現しないわけであるが, お互いにそう考えて戦略を決めた結果どうなる
かというと, 結果として互いに最悪の利得 1 にしか得られないゲームは (2)のチキンゲー
ム, (3)の指導者ゲーム, (11)の 3つ, 利得 2になるゲームは, (1)の囚人のジレンマ, (4)の
英雄ゲーム, (7)の囚人のジレンマ Part II, の 3つ, 利得が 3 になるゲームは (5), (6), (8)
の 3つ, 最高の利得 4 になるハッピーなゲーム (ゲームと言えるかどうか疑わしいが) は,
(9), (10), (12)の 3つである. 3通りの判断基準で考えても名前のついているゲームはそれ
なりにジレンマを含んでいて争いの種を含んでいる. 特に (11) は互いに最悪の手を避け
ようとすると, 結果的に最高の利得を得られて最高にハッピーであるが, ひとたび相手に
勝とうとすると, 最悪の結果になる. 極めて中の良かった親友どうしがひとたび競争心を
持ったとたんに最悪の結果になる受験生のような関係を象徴しているのかも知れない. こ
のような関係を取り上げたゲーム理論の教科書はないようである.
また, 上記の (7)から (12)は (C, C) という戦略セットが他のすべての戦略セットに対

して, A, B双方にとっても最大の利得であるから, 最大利得を獲得するのが目的のゲーム
では争いが起こらない,と考えられている. そのため, 最初から除外して考えているゲーム
理論の教科書もあるが, 上でみたように, 相手より相対的に高い利得を得たいとか, 最悪の
事態を避けたい,というのであれば話は別である. 同様に, 他のすべての戦略より双方とも
に最低の利得しか得られない戦略は最初から考慮しない, というのも問題である. 利得の
最大ばかりを考える場合は無視してよい戦略であるが, 最悪な戦略を避けたい, という判
断をする場合は, 最悪な戦略が存在しているか,どうかは決定的に重要である.
零和ゲームの場合は, 自分の利得がプラスであるということは相手の利得がマイナスと

いうことであるから, 最大の利得を得ようとすることと, 相手に勝とうとすることは同じ
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である. この場合は最大利得を得ようと試みるより最悪の事態を避けることを判断基準と
している. これに反して, 対称ゲームの場合は相手と同じ戦略をとる限りは同じ利得しか
得られないから, 相手に勝つことを重視しないで, 最大利得を得ることを判断基準として
いる. 現実のゲームではどのタイプかは明確ではないから, むしろ利得優先タイプか, 勝ち
負けに拘るタイプか, 最悪の事態を避けようとするタイプかはプレーヤーの性格にも大き
く依存するように思われる. 新聞報道によると, アメリカのクリントン大統領は相手に勝
つことを判断基準にしているらしい (アメリカ人には多いタイプではあるが, 国際政治を
これでやられるとたまったものではない).

ゲーム理論の面白さは数学的構造は同じでも戦略のイメージを変えるとさまざまな現実
場面を想定出来るところにあるように思われる. なお,ゲームの手 (戦略) を交互に出す場
合や繰り返し同じゲームを行う場合は同じ利得であっても異なった価値判断が可能である
から, まず同時にイチ, ニのサンで手 (戦略) を示す場合を考えてほしい. あとでくわしく
述べるように混合戦略というのは複数の手をある確率に従って出すことをいうので, 確率
という以上は繰り返しを前提にしないと意味がない. 日本におけるゲーム理論の第 1人者
である鈴木光男氏は著書の「ゲーム理論入門」 (共立全書 239, (1981), 30 頁) ([25])にお
いて,「混合戦略はくり返し行われるゲームにのみ有効であるという意見が出されている
が,そうではなくて, 1回限りのゲームにおいても,そうせざるをえない状況においては,と
らざるをえない決定方法なのである」と主張しておられるが, 100年以内に人類が滅亡す
る確率を議論しても仕方ないように (各人の確信度を 0 と 1 の間の数値で表現する, とい
う心理学的な使い方はあり得るが, それは生起確率とは別である) 1回きりしか起こらない
ことが分かっている場合には確率とは何かという, より本質的な問題が生じるから確率と
いうものをあまり形式的に適用すべきではない.

以上, いろいろなそれぞれのタイプのゲームにフィットするような物語を考えたが, 背景
になっている判断基準として各プレーヤーの個人合理性, つまり個人の利得のみを最大に
することを価値基準として戦略を決めている, と断定すると社会学的含意あるいは面白さ
が理解できない場合があることに気づく. 例えば, 囚人のジレンマは完全に個人合理性に
立つ限り, 答えは明白でそれ以上議論する余地がない (少なくとも私にとってはジレンマ
ではない). それなのに, 何故ジレンマだ, といって騒ぐのであろうか. それは, 暗黙のうち
に人間はそんなに利己的な動物ではない, 実際に社会には自分の利害, 欲得を離れて他人
のために尽くす人はいくらでもいるではないか, そのような人々の行動モデルとして, 囚
人のジレンマモデルは到底受け入れ難い, ということであろう. あるいはもっと端的に自
分はそんなに利己的な人間ではないからこのモデルは到底受け入れ難い, と感じる, とい
うものである. しかし ,「自分はそんなに利己的な人間ではない」という主張は他人から
「彼は利己的な人間だ」と思われたくない, という結構利己的な見解ではないだろうか.
それはともかく, 物語とそれから連想される価値判断の背景になっている「基準」をい
くつかのタイプに分けて整理してみよう.
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タイプ I: 自分の利得のみを最大化する. (利己的個人合理性)
通常,ゲーム理論という場合はこの個人合理性を判断基準として用いている. しかし , 具

体的な状況に適用すると何時の間にか少し違う判断基準を暗々裏に持ち込んでいる場合が
あるように思われるので注意が必要である. その主なものは次のような基準である.

タイプ II: 自分が蒙る可能性のあるリスクを最小にする. (リスク回避型, ミニマックス
原理)
タイプ III-a: 相手より相対的に優位に立ちたい. (相対的個人合理性？)
タイプ III-b: 相手より劣位に立ちたくない. (平等志向型, 日本人に多いように思われ
る. いわゆる足の引っ張り合いとなり, 利己的個人主義よりもかえって始末が悪い場合も
ある.)
タイプ IV-a:相手との合計利得を最大化する. (全体合理性)
タイプ IV-b:自分の利得と相手の利得の双方を最大化する. (互恵的利他主義)
このタイプ IV - b の場合は, 判断基準が二次元となるので, 選好を決められないケース

が出てくる. 数学的には全順序集合にならないから当然である. 日本人には優柔不断な人
が多いように感じられるが好意的に解釈するとこのタイプの価値判断をしているのかもし
れない.
タイプ V: 相手の利得のみを最大化する. (自己犠牲的)

真に自己犠牲的な選択が有り得るか, という問題は議論し始めるとやっかいである. 一
見自己犠牲的と世間が思っている行動, 例えば, 母親の子供に対する愛情, 殉死, 殉教, 自爆
テロ等はいずれもタイプ Iの立場からの説明が可能である. 今ここで基準にしたのは客観
的な (実証可能な) 立場からの批判である. しかし ,プレーヤーを本当の個人に限った場合
は, 当人が合理的であると思って適用する判断基準を傍から非合理的だ,と言ってみても始
まらない. つまり, 合理的基準とは当人が合理的だ,と考える「主観的合理性」なのだろう
か. ここに自然科学を科学するときと, 社会科学を科学する時の決定的違いがある. 私自
身は, タイプ Iの利己的個人合理性のみがあくまで, 客観的に実証し得る判断基準であるべ
きだ,と考えている. 利己的な合理的個人を想定するのは近代経済学の基本で, 社会学には
馴染まない,という根強い批判はもっともであるが, それでは学問にならない (という学問
観を持っている). 文系–理系の融合, 統合, 対話を言うならば共通点は多いほどよい. それ
では, 主観的合理性をどのように客観的に分析すればよいであろうか. 利己的個人合理主
義を批判する多くの論者が持ち出す判断基準は上記のタイプ IIから IVのいずれかの立場
からの場合が多い. 従って, 以下でもう少し詳しく議論するように, 主観的にタイプ II以
下の判断基準に従った場合は, 利得行列を変換した上でタイプ Iの利己的個人合理性の基
準を採用して分析すればよいのである.

以上プレーヤー本人の価値基準を 7通りに分類したが,ゲーム理論では原理的に相手も
自分と同じ程度に合理的である, と仮定しているから, 上記のように価値基準のタイプを
分けると, 相手のプレーヤーがどのような価値基準の持ち主であるかがわからないと合理
的な選択が出来ないことになる. そうすると, 単純に場合の数を計算しても 2人ゲームで
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も (自分と相手は区別しないとして) 価値基準として 7 + 7× 6/2 = 28 通りの組合せがる.
さらに悪いことに相手のことを確定的に知ることは一般的には不可能であるから, 相手の
合理性を疑いだすと大変である. その場合は, 相手がどのタイプであるかを推定する主観
確率 (確信度) を導入すればよい (情報不完備ゲームとして定式化することが行われてい
るが本稿では立ち入らない). 相手の合理性を仮定せずに自分の各選択肢毎に相手が自分に
とって最悪の手を選ぶと想定してその中での最良の手を選択するのがタイプ IIのリスク回
避型であり, 相手もそう考える,と仮定するのがミニマックス原理である. ゼロサムゲーム
ではこのタイプが採用されている. しかし , 局所的にゼロサムゲームであるような状況で
はタイプ Vの自己犠牲的価値基準を誰も絶対に取らない, とは言い切れないであろう. そ
のような場合はより広い状況設定でゲーム理論を考える必要がある.

補足: 上記の分類では 4通りの戦略の組み合わせに対する利得はすべて異なると仮定した
が, 利得が等しい場合も許すと場合の数はもっと増える. その中でよく知られている現実
的なゲームは調整ゲーム (coordination game)と呼ばれているもので, 利得行列が次のよ
うに表される.

( 1 0
0 1

)
.

このゲームは C =協力, D =裏切り, という意味はなく, 二人の人間が出くわしたとき
に左に避けるか, 右に避けるか兎に角同じ行動を取れば衝突を避けることが出来るが, そ
うでないと衝突してしまう, という例で日常でもよく経験することである. 二人, 2戦略対
称ゲームの中では, 囚人のジレンマ・ゲーム,チキンゲームとこの調整ゲームが一番現実感
があるように思われる.
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§4. ゲーム理論の定式化—標準形—

ここで, 少し一般的な形でゲーム理論を定式化する. この節で解説するのはいわゆる標
準形ないしマトリックスゲームと言われている 1回きりのゲームである. 1回きりのゲー
ム,というのは若干妙なネーミングであるが, 要するにゲームの構造,ルール, 全てのプレー
ヤーの利得関数に関する情報を全てのプレーヤーが共有し , かつ, そのことをまた全ての
プレーヤーが知っている (ということを全てのプレーヤーが知っている,ということを. . . )
という情報完備なゲームである. その上に自分も相手も合理的判断をする, と仮定してい
るから, 例えば囚人のジレンマのようなゲームの場合は, 裏切るのが最良の戦略である, と
いう結論は直ちに導かれる. 従って,なぜこのゲームを「ジレンマ」と呼ぶのか理解できな
い. 考察の枠組みをこのように限定すると, 論理的には自明な結論しか導かれない. 何故,
「ジレンマ」と呼ぶか,という理由は, 実験的に囚人のジレンマ・ゲームをやらせてみると,
被験者が理論が教える通りの選択をするとは限らない場合が多い (つまり「協力」する) ,
という現実が観察されるためであろう. だから, 人間は合理的な存在ではない,と言ってし
まえばみもふたもないわけで, 社会学を学問にするためには, 何とかより高次の合理性で
これらの現象を説明する必要がある. 現実の社会では純粋に 1回きりのゲームで表現され
る現象は少なくて, 多くの場合, 暗黙のうちに同じゲームが繰り返されることが想定され
ている. 従って, より現実感のある理論として繰り返しゲームが提唱されている. 繰り返し
ゲームに関しては確率過程を用いた定式化をすると数学的にはすっきりする. 従ってこの
講義録では 8節で論じることにする.
この節では一通り伝統的な定式化に従うことにする. 判断基準として, 各自は自分の利
得をより多くする戦略の方がベターであると考えている, という利己的個人主義 (タイプ
I)を前提にする. かつ, 相手も同じ価値基準を持っているとお互いに信じている,というこ
とも仮定する (共有知識の仮定, 情報完備ゲームという).

n 人のプレーヤーの集合を N とする. N = {1, 2, . . . , n} とする. プレーヤー i は戦略
集合 Si の中から 1つの戦略 (純粋戦略) を選ぶ. プレーヤー i ∈ N が純粋戦略 si ∈ Si を
選んだとすると, 全員の手は戦略セット ~s = (s1, . . . , sn) ∈ S(n) ≡ S1 × · · · × Sn で表され
る. ここで, Si はプレーヤー i が選び得る純粋戦略の全体であって, 後で述べるようにあ
る戦略を確率的に選ぶ (混合戦略という)ことを認めるためには, 数学的には可測空間であ
る必要がある. しかし , 後では位相の概念も必要になることと, 応用上はあまり抽象的な集
合を考える必要がないので, 以下の仮定をおく.

仮定 4.1. ∀i, Si は可分完備距離空間である.

このとき, S(n) も直積集合として自然に可分完備距離空間となる. 位相空間の場合, 可
測集合としてはボレル可測集合を考える. ゲーム理論の多くの教科書は Si が有限集合の
時しか扱ってないが, 例えば持久戦のように Si = [ 0,+∞) を考える必要があるから, 有限
集合だけで定式化するとむしろゲーム理論の本質が見えてこないような気がする. Si が有
限集合の場合は (後には 2点集合のみを考えるが) このような数学的概念を知っている必
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要はないが, Si が半直線の場合, 本当はより高度の数学的知識 (抽象ルベーグ式積分論)が
必要である.
ゲーム理論ではもうひとつの概念, 各戦略セット ~s に対して,プレーヤー i ∈ N の利得
関数 (payoff function) ui(~s) なるものが定義されている必要がある. さらに, プレーヤー
全員は自分に関してはもちろん,プレーヤー全員の利得関数を知っているものと仮定する,
数学的には, 利得関数 ui は各 i 毎に定義された S(n) から実数への可測関数である. 以下,
さらに次の仮定をおく.

仮定 4.2. ∀i, ui は有界連続関数である.

プレーヤー iが選ぶひとつの混合戦略とは Si に値を取るひとつの確率変数 Xi のことで
ある. ただし , Xi の分布が単位分布の場合, つまり, ∃s ∈ Si, Prob(Xi = s) = 1 の時は習
慣に従って, 純粋戦略 s を取る, という. 論理的には純粋戦略は混合戦略の 1種である. 正
方形は長方形の 1種であるが, 正方形と分かっている時にわざわざ長方形とは言わないのと
同じことである. 従って, 混合戦略セットとは S(n) に値を取る確率変数 ~X = (X1, . . . , Xn)
のことである. その時のプレーヤー i の利得は確率変数 ui( ~X) となる. こうすると, 利得
は 1回毎にはランダムで確定しないから当然期待値を計算することになる. 期待値は数学
的には抽象ルベーグ積分

E[ui( ~X)] =
∫

S(n)
ui(s1, . . . , sn)dµ(s1, . . . , sn)

である. ここで µは ~X の分布である。期待値の現実的意味は, 全員が毎回独立に戦略セッ
ト ~X を選んだ場合 (数学的には独立確率変数列 ~X(k), k = 1, 2, . . .で各 ~X(k) の分布が ~X

の分布に等しい (i. i. d., independent identically distributed random variables ) , 第 T 回
までの試行の算術平均 (確率変数) で T を無限に大きくした極限, つまり

lim
T→+∞

1
T

T∑

k=1

ui( ~X(k)(ω)) = E[ui( ~X)]

が, よく知られた強大数の法則から確率 1で成立する, ということである. 従って, 期待値
の大小の比較は同じゲームを何度もくり返して得られる平均利得 (算術平均)の大小によっ
て決められる. つまり, 期待値は 1回で実現するのではなくて, 無限回の試行によって初め
て達成されるのである. 1回毎のゲームにおいては期待値より大きいこともあるし , 小さい
こともある. 確率的に考える以上は 1回きりのゲームからは意味のある結論は得られない.
なお, ~X の各成分の確率変数 X1, . . . , Xnは必ずしも独立である必要はない. Nash ([208])

がいう非協力ゲームとは ~X の各成分の確率変数 X1, . . . , Xn が独立確率変数からなる場合
のことである. プレーヤーどうしがある程度協力しあう状態を表現したければ , 独立性の
仮定をゆるめてある種の従属性を仮定すればよい. その一つの試みとして, 本稿では 7節
で「内輪付き合いをするタカ・ハトゲーム」を考察した. 通常, 標準形ゲームという場合
は暗黙の内に非協力, つまりプレーヤーの混合戦略は独立確率変数である, ということを
仮定してあるが, 展開形ゲーム (本稿では触れない) の場合, 自然に過去に従属する混合戦
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略を考察するから, 展開形ゲームが標準形ゲームで表現できる, という場合注意が必要で
ある. 多くの教科書は混合戦略まで含めた対応関係は触れられていない.
確率論でよく知られているように期待値は確率変数の分布のみで決まるから, 期待値の

みを議論する場合は分布の関数と考える方が都合がよい. そこで, 次の記号を導入する.

P(Si) = Si 上の確率測度 (分布)の全体, P(S(n)) = S(n) 上の確率測度の全体

と置くと,プレーヤー i の利得の期待値は

E[ui( ~X)] =
∫

S(n)
ui(s1, . . . , sn) dµ(s1, . . . , sn)

と書ける. さらに, X1, . . . , Xn が独立で各 Xk の分布を µk ∈ P(Sk) とすると,

E[ui( ~X)] =
∫

S(n)
ui(s1, . . . , sn) dµ1(s1) . . . µn(sn)

となる. 以下では, 戦略セット X1, . . . , Xn は独立確率変数であると仮定する. 従って, 分
布としては

P0(S(n)) =
{

~µ =
n∏

i=1

µi, (µi; i = 1, . . . n の直積測度) の全体
}

=
n∏

i=1

P(Si),

を考えれば十分である.
なお, P(Si), P(S(n)) 上には仮定 4. 1. の下でいわゆるプロホーロフ (Prokhorov)の距
離が定義されて, 可分完備距離空間となることが知られている (数学辞典第 3版, 44-G).な
お, P0(S(n)) は P(S(n)) の中の閉集合である.
ここで, ~µ0, ~µ1 を戦略セット ~X, ~Y の分布とする.
P(S(n)) 3 ~µ0, ~µ1 に対して,

~µα = α~µ1 + (1− α)~µ0, 0 ≤ α ≤ 1

で新しい確率測度 ~µα ∈ P(S(n))が定義出来るから P(S(n)) は凸集合である.

プレーヤーの数が 2で戦略集合 S1, S2 が有限集合の場合, Si の元の個数を mi とする
と, 純粋戦略に対するプレーヤー i の利得表は ui(j, k) ; sj ∈ S1, tk ∈ S2 を (j, k) 成分と
する m1 ×m2 次行列で表され, この行列の性質によってゲームを次のように分類するこ
とが出来る (このようなゲームをマトリックス・ゲームと呼んでいる教科書もある).

定義 4.1.

∀j = 1, 2, . . . , m1, ∀k = 1, 2, . . . ,m2,
2∑

i=1

ui(j, k) = 0

が成立するとき, このゲームを 2人零和ゲームという.

定義 4.2. S1 = S2 = S として

∀j, k ∈ S, u1(j, k) = u2(k, j),
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が成立するとき, このゲームを 2人対称ゲームという. S は必ずしも有限集合に限る必要
はない.

いずれの場合も,プレーヤー 1の利得行列を与えれば条件からプレーヤー 2の利得行列
が分かるので本質的にはいずれのゲームであるかの仮定とひとつのm1 ×m2 次行列また
は, m 次正方行列を与えればゲームは定まる.
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§5. ナッシュ均衡戦略

最初に純粋戦略セットの全体, つまり, S(n) に利得関数を使って次のような同値関係を
定義する.

~s = (s1, . . . , sn) ∼= ~t = (t1, . . . , tn) if and only if ∀i, ui(s1, . . . , sn) = ui(t1, . . . , tn).

この 2項関係が同値関係の公理を満たすことは自明であろう. 利得関数の値を問題にする
限り, 全員の利得が変わらないような戦略セットは区別する必要がない. この同値関係に
よって同一視した戦略セットの全体を S

(n)
0 とする (つまり同値類の全体) . 同値類がひと

つしか出来ない場合はゲームにならないから, 以下では常に同値類は二つ以上あると仮定
する.
次に, S

(n)
0 上に利得関数を使って次のような順序を定義する.

~s = (s1, . . . , sn) ≤ ~t = (t1, . . . , tn) if and only if ∀i, ui(s1, . . . , sn) ≤ ui(t1, . . . , tn).

この関係により S
(n)
0 は半順序集合となる.

定義 5.1. S
(n)
0 の極大元を パレート最適戦略 (Pareto optimum)という.

パレート最適戦略の直観的意味は, 全員が利得を減らさず,かつ少なくともひとりは利得
を増やすような別の戦略セットはもはや存在しない,ということである. 現在, パレート最
適戦略に達している時, これ以上自分の利得を増やしたいならば闘争あるのみである. 日
本の社会 (特に大学は明白に)は, 多くの場合何もしない現状維持がパレート最適戦略であ
るから合理的に考えた場合, 全員が賛成する改革案, というものは存在しない.

S
(n)
0 に最大元が存在する時は, 前節でもみたように, 自分の利得を最大にすることにの

み関心がある場合はもはや争う必要がない. しかし , 相手より多くの利得を得たい,とか最
悪の場合に陥りたくない, と考えた時には必ずしも自明なゲームではないから, このよう
なケースを除外すべきではないであろう (例えば, 3節の (7) 囚人のジレンマ Part II) .
もうひとつ注意すべきことは, パレート最適戦略はナッシュ均衡戦略と違って, グロー

バルな概念である. なお, 以下では S
(n)
0 と S(n) をいちいち区別するのはわずらわしいし ,

誤解の恐れもあまりないので S(n) を用い, 必要に応じて同一視を行う.

さて, P0(S(n)) 3 ~µ = (µ1, . . . , µn) に対して

E[ui( ~X)] =
∫

S(n)
ui(s1, . . . , sn) dµ1(s1) . . . µn(sn),

≡ ui(~µ) ≡ ui(µ1, . . . , µn)

と書く. ここで,ゲーム理論特有の考察方法として,プレーヤー i の立場に立って, 相手全
員の戦略は固定して自分だけが戦略を変更した場合に利得がどうなるか, を考察するため
に以下のような記号を導入する.

(~µ−i ; νi) = (µ1, . . . , µi−1, νi, µi+1, . . . , µn),

ui(~µ−i ; νi) = ui(µ1, . . . , µi−1, νi, µi+1, . . . , µn).
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確率変数で表現する場合のために以下のような記号を導入する.

L(Si) = Si に値を取る確率変数 Xi の全体 (i = 1, 2, . . . , n),

L(S(n)) = S(n) に値を取る確率変数 ~X = (X1, . . . , Xn) の全体,

L0(S(n)) = { ~X = (X1, . . . , Xn) ∈ L(S(n) ; X1, . . . , Xn が独立確率変数 },
( ~X−i ; Yi) = (X1, . . . , Xi−1, Yi, Xi+1 . . . , Xn)

混合戦略セットの全体 P(S(n)) や P0(S(n)) の元に対しても, 平均利得関数 ui(~µ) ; i =
1, . . . , nを利用して同値関係と順序を定義することが出来て, 純粋戦略の場合と同様に, 混
合戦略に対してもパレート最適戦略が定義出来る. この場合もパレート最適戦略はグロー
バルな概念だから, ローカルな概念であるナッシュ均衡戦略とは直接関係はない. ただし ,
自明な場合, つまり, 最大元 (ゲーム理論では優越戦略という)はナッシュ均衡戦略である.

非協力ゲーム理論の一般論における判断基準は如何に自分にとって利得の大きい戦略を
見つけるか, ということである. かつ相手は自分とは独立に同様のことを考えるわけだか
ら (談合は許されない) 結局相手が戦略を変えないという前提で自分にとってよりよい戦
略を採らざるを得ない. 互いにそのように考えて, もうよりよい戦略が無くなった時は, こ
れ以上自分の方から戦略を変えると損することはあっても真に得することはない, という
状態になるであろう. このような戦略を ナッシュ(Nash) 均衡戦略という. つまり,

定義 5.2. ~µ = (µ1, . . . , µn)がナッシュ均衡戦略であるとは,

∀i, ∀νi ∈ P(Si), ui(~µ) ≥ ui(~µ−i ; νi)

が成立する時をいう.
確率変数を用いて表現すると, ~X ∈ L0(S(n))がナッシュ均衡戦略であるとは,

∀i, ∀Yi ∈ L(Si) such that ( ~X−i, Yi) ∈ L0(S(n)), E[ui( ~X)] ≥ E[ui( ~X−i ; Yi)]

が成立する時をいう.

ナッシュ均衡戦略は Si に適当な仮定を置くと (特に有限集合の時は必ず) 存在するが,
(前記の同一視を行っても) 唯一とは限らない. ナッシュ均衡戦略どうしの中でよりよい選
択というのは可能性があるわけであるが, ひとつのナッシュ均衡戦略で安定してしまうと
ナッシュ均衡戦略の定義から自分から戦略を変えると損だから,よりベターな戦略と分かっ
ていても談合をしないで別のナッシュ均衡戦略にどうやってたどりつくかは重要な問題で
ある (囚人のジレンマ Part II の例) . 誰かがたまたま損を承知で別の戦略を試みるとか,
とんまな人が損得が分からないまま, ナッシュ均衡戦略以外の戦略をとるとかしないと世
の中は安定したままよりよくはならない. つまり, よりよいナッシュ均衡戦略には到達出
来ない. ドン・キホーテ的人間の存在価値はあるわけである. 意地悪く言えば相手にドン・
キホーテ的戦略をとらせるように仕向ける戦略は全体の利益に適うこともある, というこ
とである.
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なお, パレート最適戦略と違って,ナッシュ均衡戦略はローカルな概念であることを示そ
う.

定理 5.1. ~µ = (µ1, . . . , µn)がナッシュ均衡戦略であるための必要十分条件は,

∀i, ∃Uε(µi) (P(Si) における µi の ε-近傍), such that ui(~µ) ≥ ui(~µ−i ; νi), ∀νi ∈ Uε(µi)

が成立することである.

証明. 必要性は論理的に自明であるから, 十分であることを証明する. そのために, 対偶
を証明する. ~µがナッシュ均衡戦略でないと仮定する. 定義から

∃i, ∃νi ∈ P(Si), such that ui(~µ) < ui(~µ−i ; νi)

が成り立つ. そこで,
νi,α = (1− α) µi + α νi 0 ≤ α ≤ 1,

とおくと, P(Si) の中の距離の意味で limα↓0 νi,α = µi かつ, 0 < ∀α ≤ 1 に対して,

ui(~µ) < (1− α)ui(~µ) + αui(~µ−i ; νi) = i(~µ−i ; νi,α)

が成り立つ. 従って, 如何なる ε > 0 近傍をとっても

ui(~µ) ≥ ui(~µ−i ; νi), ∀νi ∈ Uε(µi)

が成立する, ということはない.

ナッシュ均衡戦略の特徴付けと存在定理.

ナッシュ均衡戦略の存在を保証する定理を証明するために, この節では仮定 4.1. よりも
う少し強い次の仮定のもとに考察する.

仮定 5.1. ∀i, Si はコンパクト距離空間である. (コンパクト距離空間は常に可分, 完備
である) .

一般に可測空間 (S,F), (ただし , ∀s ∈ S に対して一点 s は可測集合とする) において,
s ∈ S 上の単位分布を δs と書く.

さらに強く ∀i, Si が有限集合であると仮定して考察する. s ∈ Si, ~µ ∈ P0(S(n)) に対
して

ξi,s(~µ) = max{0, ui(~µ−i ; δs)− ui(~µ)}, ξi(~µ) =
∑

s∈Si

ξi,s(~µ)

とおく. max の定義と Si が有限集合だから 0 ≤ ξi(~µ) < +∞ であることに注意する.
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µ∗i =
µi +

∑
s∈Si

ξi,s(~µ)δs

1 + ξi(~µ)
, ~µ∗ = (µ∗1, . . . , µ

∗
n) ∈ P0(S(n)),

とおいて, P0(S(n)) から P0(S(n)) への写像

(5.1) ϕ(~µ) = ~µ∗

を定義する. P0(S(n)) は有限次元ユークリッド空間の凸閉集合と同相である. この写像が
連続写像であることは容易にわかる. ~µがナッシュ均衡戦略であればすべての iに対して
ξi(~µ) = 0であることは明らかである. 逆に, supp[µi] 3 ∀sに対して, ξi,s(~µ) > 0というこ
とはあり得ないから, ~µ∗ = ~µ ⇔ ∀i, ∀s ∈ Si, ξi,s(~µ) = 0 である. 従って,

定理 5.2. S(n) が有限集合の時, ~µがナッシュ均衡戦略であるための必要十分条件は

ϕ(~µ) = ~µ

を満たすことである. つまり, ナッシュ均衡戦略とは連続写像 ϕ の不動点に他ならない.

定理 5.3. S(n) が有限集合の時, ナッシュ均衡戦略は少なくともひとつ存在する.

証明. 有限集合 Si の要素の個数を ni とすると, 任意の µi ∈ P(Si) は

µi =
ni∑

j=1

pjδj ,
ni∑

j=1

pj = 1, ∀j, pj ≥ 0,

ここで, δj は点 sj ∈ Si 上の単位分布で一意に表されるから, P(Si)は ni 次元ユークリッ
ド空間の超平面上の閉凸集合

{
(p1, . . . , pni) ;

ni∑

j=1

pj = 1, ∀j, pj ≥ 0
}

と同相である. 従って, P0(S(n))も有限次元閉凸集合と同相で, よく知られたブローウェル
(Brower)の不動点定理 ([35]) によって P0 上の連続写像 ϕ には不動点が存在する. なお,
角谷の不動点定理はノイマンのゲーム理論における原論文の証明をすっきりさせるために
ブローウェルの不動点定理を拡張したものであるが, ここでは角谷の不動点定理を用いな
い Nash([208]) の証明に従った.

次に, 一般の S(n) に対して, 仮定 5.1 の下で, ~µ ∈ P0(S(n)) に対して,

mi(~µ) ≡ sup
s∈Si

ui(~µ−i ; δs)− ui(~µ)

とおく. 確率分布による積分の性質から mi(~µ) ≥ 0である. さらに仮定 5.1のコンパクト性
と ui の連続性から supは maxに置き換えることができる. つまり, ui(~µ−i ; δsi)−ui(~µ) =
mi(~µ) を満たすような si = si(~µ) ∈ Si が存在する.
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なお, 明らかに, ~µがナッシュ均衡戦略であることと, ∀i, mi(~µ) = 0 であることが同値
である. 従って, 容易に次の定理が得られる.

定理 5.4. µi ∈ P(Si) に対して, 測度の台 (support) supp[µi] を, µi(F ) = 1 を満たす最
小の閉集合 F として定義する. また,

Mi(~µ) ≡ {s ∈ Si ; ui(~µ−i ; δs) = sup
t∈Si

ui(~µ−i ; δt)}

と定義する. 仮定 5.1 の下では ~µ ∈ P0(S(n))がナッシュ均衡戦略であるための必要十分条
件は

∀i , Mi(~µ) ⊃ supp[µi]

が成り立つことである.

純粋戦略が有限集合でない時, ナッシュ均衡戦略の存在定理の拡張はどこまで可能であ
ろうか. 多くの教科書は有限集合の場合しか扱ってないが, ([53]),142 頁には次の定理が証
明なしに述べてある. 数学的にはスタンダードな方法で有限次元の場合から近似すること
によって証明出来る. まず, 次の補題を証明する.

補題 5.1. 仮定 5.1 の下では mi(~µ) は P0(S(n)) 上で定義された実関数として連続関数で
ある.

証明. 上記で注意したように

mi(~µ) = ui(~µ−i ; δsi(~µ))− ui(~µ)

と表される. ~µ, ~ν に対して, mi(~µ)−mi(~ν) ≥ 0と仮定する (逆向きの不等式が成立つ場合
は, 以下の式で ~µ と ~ν の役割を逆にして考えればよい) .

mi(~ν) の定義より
∀t ∈ Si mi(~ν) ≥ ui(~ν−i ; δt)− ui(~ν)

だから, t = si(~µ) とおいて,

0 ≤ mi(~µ)−mi(~ν)

≤ (ui(~µ−i ; δsi(~µ))− ui(~µ))− (ui(~ν−i ; δsi(~µ))− ui(~ν))

≤ |ui(~µ−i ; δsi(~µ))− ui(~ν−i ; δsi(~µ))|+ |ui(~µ)− ui(~ν)|

なる評価式が得られる. ui(~µ−i ; δs) は P0(S(n)) × Si 上の連続関数であり, コンパクト性
から一様連続である. 従って, 第一項は ~µ, ~ν を十分近くとればあらかじめ任意に与えた
ε > 0 以下にできる. ui(~µ) も ~µ に関して連続であるから同様である.
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定理 5.5. 仮定 4.2と仮定 5.1の下でナッシュ均衡戦略が少なくともひとつ存在する.

証明. 各 Si が可分空間であるから, k = 1, 2, . . .に対して有限集合 Λi,1 ⊂ Λi,2 ⊂ · · · ⊂ Si

が存在して Λi = ∪∞k=1Λi,k が Si の dense subset であるように出来る. Λi,k 上の確率
分布の全体を P(Λi,k) とおくと, P(Λi,k) はもちろん P(Si) の部分集合であり, さらに
∪∞k=1P(Λi,k)は P(Si)の dense subsetである. Λi,k = Si とおいて, 定理 5.4を適用すると,

∀i, ∃~µk ∈ P0(Λ1,k × · · · × Λn,k) such that mi,k(~µk) = 0

がいえる. ただし , ~µ ∈ P0(Λ1,k × · · · × Λn,k) に対して,

mi,k(~µ) ≡ sup
si∈Λi,k

ui(~µ−i ; δsi)− ui(~µ)

= ui(~µ−i ; δsi,k(~µ))− ui(~µ)

で定義した. si,k = si,k(~µ)は前にも注意したように ~µに関係して決まる ~µ の関数である.
ここで, P0(S(n)) のコンパクト性から, P0(S(n)) のなかで収束するような {~µk ; k =

1, 2, . . . , } の部分列 {~µkj ; j = 1, 2, . . . , }が存在するから,

lim
j→∞

~µkj = ~ν ∈ P0(S(n))

とおく. ui(~µ−i ; ∗) と ui(~µ) は P0(S(n)) 上の連続関数であり, 一方, mi,k の定義より,

∀s ∈ Λi,k, (k ≤ kj), 0 = mi,kj (~µkj ) ≥ ui((~µkj )−i ; δs)− ui(~µkj )

だから,

∀i, ∀s ∈ Λi = ∪∞k=1Λi,k, 0 ≥ lim
j→∞

ui((~µkj )−i ; δs)− ui(~µkj ) = ui(~ν−i ; δsi)− ui(~ν).

さらに, Λi が Si で dense subset であることと ui の連続性から,

∀s ∈ Si, 0 ≥ ui(~ν−i ; δs)− ui(~ν)

を得る.
以上のことより,

∀i, mi(~ν) = sup
s∈Si

ui(~ν−i ; δs)− ui(~ν) = 0

つまり, ~ν がナッシュ均衡戦略であることがいえた.

定理 5.6. 定理 5.5. と同じことを仮定する. 2人対称ゲームにおいては, 対称な戦略
~µ = (µ, µ) , µ ∈ P(S) でナッシュ均衡戦略となるものが存在する.

証明. 対称ゲームであるから, u1(µ, ν) = u2(ν, µ)が常に成立していることに注意すると,
対称な戦略 ~µ = (µ, µ)がナッシュ均衡戦略であるための必要十分条件は

∀ν ∈ P(S), u1(µ, µ) ≥ u1(ν, µ)
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が成立することである.

m(s, µ) = max{0, u1(δs, µ)− u1(µ, µ)}

とおいて, 以下定理 5.3 と定理 5.5 の証明と同様の手順を踏めば証明できる.

上記の定理の証明ではコンパクト性が基本的に効いている. 従って, uiが有界連続関数で
あってもコンパクト性を仮定しなかった時,ナッシュ均衡戦略が存在しないような例は容易
に構成出来る. 例えば, 2人対称ゲームにおいて S = [ 0, +∞)として, u1(x, y) =

x + y

1 + x + y
とすると, µ ∈ P(S) に対して, µh(A) = µ(A + h), (h > 0) で新しい分布 µh を定義す
ると,

u1(µ, ν) =
∫∫

[ 0,+∞)×[ 0,+∞)
u1(x, y) dµ(x) dν(y)

= 1−
∫∫

[ 0,+∞)×[ 0,+∞)

1
1 + x + y

dµ(x) dν(y)

< 1−
∫∫

[ 0,+∞)×[ 0,+∞)

1
1 + x + h + y

dµ(x) dν(y)

= 1−
∫∫

[ 0,+∞)×[ 0,+∞)

1
1 + x + y

dµh(x) dν(y) = u1(µh, ν)

と出来るから, 如何なる戦略セット (µ, ν) もナッシュ均衡戦略になり得ない.

ナッシュ均衡戦略の例:

2人 2戦略対称ゲームのナッシュ均衡戦略を求める.
2次の正方行列 A = (ai,j) をプレーヤー Aが戦略 i を,プレーヤー Bが戦略 j をとった
時の,プレーヤー A の利得行列とする. 各人の戦略は

µ = p1δ1 + p2δ2

ここで, δi (i = 1, 2)は純粋戦略 i 上の単位分布, と表されるから混合戦略は 2次元のベク
トル ~p = (p1, p2), p1 + p2 = 1, p1, p2 ≥ 0 で一意に表される. このようなベクトルの全体
を V2 とおくと, V2 は区間 [ 0, 1 ] と同一視することが出来る. A, Bがそれぞれ, 戦略 ~p, ~q

をとった時の A, B の利得 uA, uB を 2次元の内積 ( , ) で表すと

uA(~p, ~q) =
2∑

i,j=1

ai,jpiqj = (~p,A~q),

uB(~p, ~q) = uA(~q, ~p).

従って, A と B の戦略セット (~p, ~q)がナッシュ均衡戦略であるとは, 次の条件を満たすこ
とである.

(i) ∀~r ∈ V2, uA(~p, ~q) ≥ uA(~r, ~q),
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(ii) ∀~r ∈ V2, uA(~q, ~p) ≥ uA(~r, ~p).

書き換えると,
(i) ∀~r ∈ V2, (~p− ~r,A~q) ≥ 0,

(ii) ∀~r ∈ V2, (~q − ~r, A~p) ≥ 0

となる. ここで, ~p− ~r, ~q − ~r の成分の和は常に 0になることに注意すると行列 A の各列
に列毎に異なってもよい定数を加えても上記の内積の値は変わらないから, a1,2 = a2,1 = 0
に帰着させてから計算すると便利である. 以下に 12 通りすべての場合を書き下す.

(1)囚人のジレンマ

A =
(−1 0

0 1

)

として条件を満たす (~p, ~q) を求めればよい. 具体的に計算すると,

(i) 0 ≤ ∀r1 ≤ 1, (−p1 + r1)q1 + (−p1 + r1)(1− q1) ≥ 0,

(ii) 0 ≤ ∀r1 ≤ 1, (−q1 + r1)p1 + (−q1 + r1)(1− p1) ≥ 0,

となる. それぞれ簡単な計算によって

(i) 0 ≤ ∀r1 ≤ 1, r1 ≥ p1 ⇒ p1 = 0,

(ii) 0 ≤ ∀r1 ≤ 1, r1 ≥ q1 ⇒ q1 = 0

となる. 従って, (D, D) (裏切り合い)が唯一のナッシュ均衡戦略であることがわかる.
以下同様に (2) から (12) の場合を計算してみる.

A =
(

a11 0
0 a22

)

とおくと, 上記の条件 (i), (ii) は一般に

(i) 0 ≤ ∀r1 ≤ 1, (p1 − r1)((a11 + a22)q1 − a22) ≥ 0,

(ii) 0 ≤ ∀r1 ≤ 1, (q1 − r1)((a11 + a22)p1 − a22) ≥ 0,

となる.

(2)チキンゲーム

a11 = −1, a22 = −1

(i) (p1 − r1)(1− 2q1) ≥ 0, (ii) (q1 − r1)(1− 2p1) ≥ 0.

(i) より

(a) q1 = 1/2 , or (b) q1 > 1/2 and p1 = 0 , or (c) q1 < 1/2 and p1 = 1
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が得られ, (ii) からは

(a′) p1 = 1/2 , or (b′) p1 > 1/2 and q1 = 0 , or (c′) p1 < 1/2 and q1 = 1

が得られる. (i)と (ii)が両立するためには (i) の 3通りの場合と (ii) の 3通りで 9通りの
組み合わせのうち, 矛盾しない組み合わせを求めると,

(p1 = 1/2, q1 = 1/2), (p1 = 0, q1 = 1), (p1 = 1, q1 = 0)

の 3通りとなる. 従って 3つのナッシュ均衡戦略が存在するがそのうちの混合戦略セット
だけが対称であることに注意しておく.
さらに, 漸近的挙動を調べてみると興味深いことが分かる. 今, p1 > 1/2, q1 < 1/2 の
状態にあるとすると, A にとっては, 自分がはますます p1 を 1 に近づけ, Bが q1 を 0 に
近づけてくれる戦略の方が有利になる. 同様に, p1 < 1/2, q1 > 1/2 の状態にあるときは,
A はますます p1 を 0 に近づけ, B は q1 を 1 に近づける戦略の方が有利になる. 一方,
p1 > 1/2, q1 > 1/2 または, p1 < 1/2, q1 < 1/2 にある時は, 双方とも確率を 1/2 に近づ
ける方がよい. チキンゲームであれば, 一度優劣がつくと, 強い方はますます強気になり,
弱い方はますます弱気にならざるを得ない. 双方とも強気, または双方とも弱気の時だけ,
徐々に対等な状態になり得る. いじめ問題が基本的に本人の主体性の確立にあることが分
かるが, 一度優劣がついてからではなかなか, 対等な関係にもどれない, ということもよく
理解されるであろう.

(3)指導者ゲーム

a11 = −2, a22 = −2

であるから, ナッシュ均衡戦略は (2) の場合と完全に同じであるから,

(p1 = 1/2, q1 = 1/2), (p1 = 0, q1 = 1), (p1 = 1, q1 = 0).

(4)英雄ゲーム

a11 = −1, a22 = −3

であるから, 基本的には (2) と同じである. 従って,

(p1 = 3/4, q1 = 3/4), (p1 = 0, q1 = 1), (p1 = 1, q1 = 0).

(5)

a11 = 1, a22 = −3

より,
(i) (p1 − r1)(3− 2q1) ≥ 0, (ii) (q1 − r1)(3− 2p1) ≥ 0.
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(3 − 2q1) > 0 より p1 ≥ r1 が任意の r1 について成立するいう条件より, p1 = 1 を得る.
同様に q1 = 1が得られる. よってナッシュ均衡戦略は,

(p1 = 1, q1 = 1)

の一組のみ.

(6)

a11 = 2, a22 = −2

条件式は (1) の囚人のジレンマと符号が逆になるだけだから, ナッシュ均衡戦略は

(p1 = 1, q1 = 1)

の一組のみ.

(7)囚人のジレンマ Part II

a11 = 1, a22 = 1

条件式は (2) のチキンゲームと符号が逆になるだけで同じ . 従って,

(a) q1 = 1/2 , or (b) q1 > 1/2 and p1 = 1 , or (c) q1 < 1/2 and p1 = 0

と
(a′) p1 = 1/2 , or (b′) p1 > 1/2 and q1 = 1 , or (c′) p1 < 1/2 and q1 = 0

を得る. ただし , 可能な組み合わせは少し異なり,

(p1 = 1/2, q1 = 1/2), (p1 = 1, q1 = 1), (p1 = 0, q1 = 0)

の 3通りのナッシュ均衡戦略を得る. 注意することは 3通りすべて対称なナッシュ均衡戦
略である.

(8)

a11 = 2, a22 = 2

条件式は (7) とまったく同じだから,

(p1 = 1/2, q1 = 1/2), (p1 = 1, q1 = 1), (p1 = 0, q1 = 0)

の 3通りのナッシュ均衡戦略を得る.
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(9)

a11 = 3, a22 = 1

(7), (8) と同様であるが, 混合戦略のナッシュ均衡戦略の確率が異なる.

(p1 = 1/4, q1 = 1/4), (p1 = 1, q1 = 1), (p1 = 0, q1 = 0)

の 3通りのナッシュ均衡戦略を得る.

(10)

a11 = 3, a22 = −1

条件より p1 ≥ r1 が任意の r1 について成立するという条件より, p1 = 1 を得る. 同様に
q1 = 1が得られる. よってナッシュ均衡戦略は,

(p1 = 1, q1 = 1)

の一組のみ.

(11)

a11 = 3, a22 = −1

(10) の場合とまったく同じだから, ナッシュ均衡戦略は

(p1 = 1, q1 = 1)

の一組のみ.

(12)

a11 = 2, a22 = −2

(6) の場合とまったく同じだから, ナッシュ均衡戦略は

(p1 = 1, q1 = 1)

の一組のみ.

プレーヤー Aが戦略 Cをとる確率を p1,プレーヤー Bが戦略 Cをとる確率を q1 とし
て, 戦略セットを (p1, q1) で表して, 上記の (1)から (12) のタイプのナッシュ均衡戦略を
一覧表にまとめるとつぎのようになる.
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(1) (0, 0)
(2) (1/2, 1/2), (0, 1), (1, 0)
(3) (1/2, 1/2), (0, 1), (1, 0)
(4) (3/4, 3/4), (0, 1), (1, 0)
(5) (1, 1)
(6) (1, 1)
(7) (1/2, 1/2), (1, 1), (0, 0)
(8) (1/2, 1/2), (1, 1), (0, 0)
(9) (1/4, 1/4), (1, 1), (0, 0)
(10) (1, 1)
(11) (1, 1)
(12) (1, 1)

ナッシュ均衡戦略のタイプ別にゲームの方を分類すると,

(a) ナッシュ均衡戦略が, 対称な純粋戦略ただ一点のみとなるゲーム:
(1), (5), (6), (10), (11), (12),
(さらに, (1) とそれ以外は異なる戦略セットである.)

(b) ナッシュ均衡戦略が, 1つの対称な混合戦略と, 2つの純粋非対称な戦略セットから
なるゲーム:
(2), (3), (4),

(c) ナッシュ均衡戦略が, 1つの対称な混合戦略と, 2つの純粋対称な戦略セットからな
るゲーム:
(7), (8), (9).

以上の分類を眺めると, いずれの分類においても (1)囚人のジレンマ, (2)チキンゲーム,
(7)囚人のジレンマ Part II は構造が異なることが分かる.

2人 2戦略対称ゲームの利得表で大小関係を考慮して 12通りの分類を行ったが,ナッシュ
均衡戦略の意味では 3通りしかない ((a) を 2つに分けても 4通り). ナッシュ均衡戦略と
いうのは相手に勝とうとは思わないで, 自分の利得を減らさないことにのみ判断基準を置
くからである.

2人 2戦略対称ゲームの利得行列で値が一致する場合も含めて一般化して分類すると次
のようになる.

A =
(

a11 0
0 a22

)
, a11 ≥ a22, but not (a11, a22) 6= (0, 0).
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とおくと, 条件は一般に

(i) 0 ≤ ∀r1 ≤ 1, (p1 − r1)((a11 + a22)q1 − a22) ≥ 0,

(ii) 0 ≤ ∀r1 ≤ 1, (q1 − r1)((a11 + a22)p1 − a22) ≥ 0,

となり, 次の 5通りに分けられる.

1. 0 < a22 ≤ a11,

2. a22 < 0 < a11,

3. a22 ≤ a11 < 0,

4. a22 = 0 < a11,

5. a22 < a11 = 0.

上記の条件 (i), (ii)からナッシュ均衡戦略の求め方は具体例についてすでにやっている
から, 結果だけをまとめると次のようになる. 前と同様にプレーヤー Aが戦略Cをとる確
率を p1,プレーヤー Bが戦略Cをとる確率を q1 として, 戦略セットを (p1, q1)で表して,
それぞれの場合のナッシュ均衡戦略を記すと,

1. (
a22

a11 + a22
,

a22

a11 + a22
), (1, 1), (0, 0),

2. (1, 1),

3. (
a22

a11 + a22
,

a22

a11 + a22
), (1, 0), (0, 1),

4. (1, 1), (0, 0),

5. (p1, 1); 0 ≤ p1 ≤ 1, (1, q1); 0 ≤ q1 ≤ 1.

この分類でみていると, 3番目のゲームがいろいろな意味で面白い例を多く含んでいる
ように思われる. 囚人のジレンマ・ゲームは 2番目のゲームで a11 と a22 の大小関係を逆
にしただけである. 数学的一般化を不用意に行うと具体的な含意が抜け落ちてしまうよい
例であろう. 数学者と応用数学者のセンスの違いはこのあたりにあるのかも知れない.
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§6. ESS (進化的に安定な戦略) —タカ・ハトゲーム—

ゲーム理論は創設者ノイマンの人柄を反映して, 合理的基準によって合理的判断をする
人間を想定しているため, 人間社会一般に適用することには当初から反発と批判があった.
しかしながら, ゲームをするのは何も人間に限らない. 動物の生きるための日々の活動は
自然に対して, また天敵や, 仲間どうしとの生き残りゲームであると考えることが出来る.
合理的判断基準を最初に設定しなくても, 結果として自分の遺伝子をどれだけ相手より多
く残せるか ( 適応度が高い,という)を基準にすることによって, 人間を含む生物の生き残
り戦略をゲーム理論によって解析することの有効性を示したのはメイナード・スミスであ
る ([43]). 彼の解析のキー概念は ESS (Evolutionarily Stable Starategy)という, 対称ナッ
シュ均衡戦略より少し強い概念である.
ここである 1種類の生物集団を考える. そして, 仲間どうしで例えば餌をめぐる闘争の

ゲーム, あるいはメスをめぐるオスどうしの闘争のゲーム (この場合はオスだけを考える)
を想像してみよう. 生物が安定して存在して来た以上, 現在彼らが採用している戦略はそ
れなりに合理的なはずである. それは,どういう意味においてであろうか. 生物の場合, 自
分の意志によって現在の戦略を採用しているわけではない, という意味で合理的判断力を
持たない生物にゲーム理論を適用するのは不適当のように思われるかも知れない. しかし ,
生物の行動が大部分遺伝子によって規定されているとはいえ, なぜそのような遺伝子が生
き残ってきたか, という視点に立つと, より適応度の高い戦略を採用した遺伝子は長い年
月の自然淘汰のなかでより生き残る確率が高かったであろうと考えられる. そして, 遺伝
子は自己複製するとはいえ完全に親と同じ遺伝子を引き継ぐわけではない. その時, 偶然
に適応度の高い戦略を採用するような遺伝子が生まれるとその遺伝子はますます集団の中
に広がってゆきやがて安定多数になるであろう.
以上の考え方を彼の本に従ってもっとも単純なタカ・ハトゲームについて説明しよう.

数学的には 2人 2戦略対称ゲームであるが, ESS 概念はむしろ戦略そのものに対する概
念でプレーヤーは補助的な役割を果たすに過ぎない. これに対してナッシュ均衡戦略は各
人の利得関数とこみにした概念であることに注意する. 今, 2種類の純粋戦略, タカ戦略
(H = Hawk) とハト戦略 (D = Dove) およびその混合戦略をとるものとする. この時, H
または Dの戦略を取る個体 (Aとする)が戦略Hまたは Dを取る個体と対戦した時の, A
の利得行列が

相手の戦略
H D

Aの戦略 H
1
2
(V − C) V

D 0
1
2
V

で表されるとする. ただし , V > 0 , C > 0. ここで, 動物行動学 (行動生態学) における
利得とは簡単に言って, 自分の子孫を如何に多く残せるか (適応度という) , ということを
基準にする. 従って, 必ずしも相手に勝つ必要はない. もちろん, このような単純な考え方
では説明出来ないような自己犠牲的と見える行動が動物にも見られるがそのような場合も
多くは血縁で繋がっており, 共通の遺伝子を出来るだけ多く子孫に伝える (包括適応度と
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いう) ために有利な戦略は何かと考えることによってゲーム理論の枠内で考えることが出
来る.
利得表の意味は, 自分がタカ戦略の時, 相手がハト戦略をとってくれると, 自分は利得

V > 0 を得るが, 逆に自分が争いを嫌ってハト戦略をとった時, 相手がタカ戦略をとって
来ると, 残念ながら利得は何もない. では, 自分もタカ, 相手もタカ, という時はどうなる
か. 争いになって結果として共にダメージ C > 0 を受ける. 結果については, 互いに対等
であると暗に仮定しているので, 勝負は五分五分であるとして, 平均利得 (V − C)/2 を得
るとする. このあたりは単純化しすぎのきらいはあるが, 確率過程の概念を導入するのは
早すぎるので, 1回毎に (V −C)/2 の利得を得る, と考える. また, 互いにハト戦略をとっ
た時は, 共に利益がないこともあるが, ここでは餌を争わないで分け合うと考えて, 互いに
V/2 の利得がある, とする.
容易に分かるように数学的構造としては V −C の正負, つまり, 得られる利得と争った

時のダメージの比較が重要である. 3節の分類に従うとタカ・ハトゲームは次のように分
類される.

(i) V > C の場合. この場合, 戦略セット (H, D) を (D, C) と読み代えると囚人のジレ
ンマ・ゲームと同じ構造になる.

(ii) V < C の場合. この場合は同様の読み代えによって (2) のチキンゲームと同じ構造
になる.

今, 自分 (A) が混合戦略 µ , 相手が混合戦略 ν をとった時の Aの利得を u(µ , ν) とお
く (従って相手の利得は u(ν , µ)). 今の場合, µ , ν は 2点集合 H , D 上の確率測度である
ことから,

µ = p1δH + p2δD, p1 + p2 = 1, p1, p2 ≥ 0,

ν = q1δH + q2δD, q1 + q2 = 1, q1, q2 ≥ 0,

と表されるから, µ , ν の代わりにベクトル ~p = (p1 , p2), ~q = (q1 , q2) で表し , このような
ベクトル全体を V2 と記す. この時,

u(~p , ~q) =
1
2
(V − C)p1q1 + V p1q2 +

1
2
V p2q2.

ここで, 現在ある戦略 ~p をこの生物集団全員が採用しているとする. この戦略が一番よ
いかどうか生物自身が理解しているわけではないから, たまたま突然変異等で別の戦略 ~q

をとる仲間が現れたとする. 戦略 ~p をとっているグループ A に, 戦略 ~q をとるグループ
Bが侵入してくる, と考える. グループ A とグループ B の数の割合は 1− ε 対 ε とする.
ここで, ε は小さい数とする. つまり,グループ A は多数派,グループ B は少数派の侵入
者と考える. 全個体はランダムに遭遇し 2者間で闘争が行われ, 上に述べた利得表に従っ
て利得を得て, 利得の高いグループの方が数を増し , 利得の低い方はやがて絶滅する, と考
える. このように考えると, Aグループの個体が Aグループの一員と出会う確率は 1− ε,
B グループの一員と出会う確率は ε となり, その時戦略 µ を取っている個体の平均利得
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E(~p , ~q) は
E(~p , ~q) = (1− ε)u(~p , ~p) + εu(~p , ~q)

となり, 同様に 戦略 ν を取る個体の平均利得 E(~q , ~p) は

E(~q , ~p) = (1− ε)u(~q , ~p) + εu(~q , ~q)

となる. 侵入者がどのような戦略 ~q 6= ~p をとっても

(6.1) ∀~q 6= ~p , E(~p , ~q) > E(~q , ~p)

が成立するときは, 長期的にみて侵入に失敗するであろうと考えられるから, (6.1) を書き
換えると,

(6.2) (1− ε)u(~p , ~p) + εu(~p , ~q) > (1− ε)u(~q , ~p) + εu(~q , ~q)

を得る. ~pε = (1− ε)~p + ε~q とおいて, 積分の線形性に注意すると (6.2) は

∀~q 6= ~p, u(~p, ~pε) > u(~q, ~pε)

と同値である. 侵入者は当初は個体数が少ないであろうから, ε > 0 は小さいと考えてよ
い. この時, 侵入者はやがて消滅して, 多数派は安泰ということになる. このような戦略 ~p

を進化的に安定な戦略 (ESS) と呼ぶ. 正確には,

定義 6.1. 戦略 ~pが ESS であるとは,

∀~q 6= ~p , ∃ε0 > 0 , 0 < ∀ε < ε0, (1− ε)u(~p , ~p) + εu(~p , ~q) > (1− ε)u(~q , ~p) + εu(~q , ~q)

が成立する時をいう.

定義から容易に分かるように,

定理 6.1. 戦略 ~pが ESS であるための必要十分条件は ~p 6= ∀~q ∈ V2 に対して
(i) u(~p , ~p) > u(~q , ~p)
or
(ii) u(~p , ~p) = u(~q , ~p) and u(~p , ~q) > u(~q , ~q)
が成り立つことである.

証明. 0 < ε ≤ 1 で表される線分を眺めて見よ.

タカ・ハトゲームについて計算してみると, (i) は

u(~p , ~p)− u(~q , ~p) =
V − C

2
(p1 − q1)p1 + V (p1 − q1)p2 +

V

2
(p2 − q2)p2

(6.3) = (p1 − q1)(
V

2
− C

2
p1) > 0.
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となる. ここで, 2つの場合に分かれる.
(i) V > C の場合, 0 ≤ p1 ≤ 1 だから, 0 ≤ ∀q1 ≤ 1 について, (6.3) が成り立つために

は p1 = 1 が必要十分である. つまり, タカ戦略が ESS である. 闘って利得がある場合は
闘う戦略を選んだ方 (偶然にしろ) の生物種が生き残って来ている, ということである.

(ii) 0 < V ≤ C の場合は, 0 ≤ ∀q1 ≤ 1 に対して, (6.3) が成り立つということはない.
そこで, 定理 6.1. の (ii)の条件をチェックしてみる. 明らかに, (V

2 − C
2 p1) = 0 ならば, 前

半の条件は成立する. p1 = V/C として後半の式を計算する.

u(~p , ~q)− u(~q , ~q) =
(V − Cq1)2

2C
> 0 (∀q1 6= p1).

よって, この場合は, タカ戦略を確率 V/C , ハト戦略を確率 1− V/C でとるのが ESS で
あることが分かる.
ここで (ii) の場合に, 多型安定と ESS の違いについて少しふれておく. 今, タカ戦
略をとるグループ A が全体の p1, ハト戦略をとるグループ B が全体の 1 − p1 だけ
いて, ランダムに遭遇してゲームを行いそれぞれの利得を得たとする. A の平均利得は
p1(V − C)/2 + (1 − p1)V となり, B の平均利得は (1 − p1)V/2 となる. 両者が等しくな
る場合は

p1(V − C)/2 + (1− p1)V = (1− p1)V/2

より, p1 = V/C である. さらに, p1 が V/C より大きくなると Aが不利になり, 小さくな
ると逆に有利になって, いずれにしろ V/C の割合にもどる方が有利である (多型安定とい
う). 従って, 全員が ESS 混合戦略を採用している, と解釈しても全体の V/C だけの個体
がタカ戦略, 残りがハト戦略を採用している,と考えても今の場合は結果は変わらない. し
かし , 一般的には両者は異なる概念である. (レプリケーター・ダイナミックスという概念
(ウェイブル ([45], 3章)) は多型安定を解析する微分方程式系のことである.)

以上の話を一般化するのは容易で前節の記号をそのまま使って, ESS を定義し直すと,

定義 6.2.
戦略 µ ∈ P(S)が ESS であるとは, µ 6= ∀ν ∈ P(S) , 0 < ∃ε0 , 0 < ∀ε < ε0, に対して

(1− ε)u(µ , µ) + εu(µ , ν) > (1− ε)u(ν , µ) + εu(ν , ν)

が成立する時をいう.

容易に分かるように,

定理 6.2. 戦略 µ ∈ P(S)が ESS であるための必要十分条件は
P(S) 3 ∀ν 6= µ,
(i) u(µ , µ) > u(ν , µ)
or
(ii) u(µ , µ) = u(ν , µ) and u(µ , ν) > u(ν , ν)
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が成り立つことである.

注意: 2人対称ゲームにおいて, 対称な戦略セット (µ, µ) がナッシュ均衡戦略であると
は, 定義から P(S) 3 ∀ν に対して u1(µ, µ) ≥ u1(ν, µ)が成立することであるから,

ESS ⇒ 対称ナッシュ均衡戦略

である. 2戦略ゲームの場合は, ESS も対称ナッシュ均衡戦略も常に存在するが, 対称ナッ
シュ均衡戦略が必ずしも ESS であるとは限らない. 例えば, 3節のゲーム (7), (8), (9)の
混合戦略がそうである. 3戦略ゲームの場合, 対称ナッシュ均衡戦略は定理 5.6.より常に
存在するが, ESS は後で示すように必ずしも存在しない.

前節の定理 5.3. に対応する定理として, 次の定理を得る.

定理 6.3. µ ∈ P(S)に対して, 測度の台 (support) supp[µ] を µ(F ) = 1 を満たす最小の
閉集合 F として定義する. また, µ ∈ P(S) に対して,

M(µ) = {s ∈ S ; u(δs , µ) = sup
t∈S

u(δt , µ)}

とおく. この時, µ ∈ P(S)が ESS であるための必要十分条件は
(i) M(µ) ⊃ supp[µ], and
(ii) ∀ν 6= µ such that M(µ) ⊃ supp[ν] に対して u(µ− ν , µ− ν) < 0
が成り立つことである. (ii) のような性質は一般に conditionally negative definiteと言わ
れて数学では馴染みの概念である.

この定理からナッシュ均衡戦略の場合とは異なる重要な系が導かれる.

系 6.1.
(i) µが ESS で, M(µ) = S ならば ESS は唯ひとつしか存在しない.
もっと一般的に
(ii) µ1 , µ2 が ESS で, M(µ1) ⊃ M(µ2) を満たすならば µ1 = µ2 である.

証明. 定理 6.3.より M(µ1) ⊃ M(µ2) ⊃ supp[µ2]. 従って, u(µ1, µ1) = u(µ2, µ1). µ1 が
ESSだから µ1 6= µ2 ならば u(µ1 − µ2, µ1 − µ2) < 0 である. ところが, 仮定から

u(µ1 − µ2, µ1 − µ2) = −u(µ1 − µ2, µ2) = u(µ2, µ2)− u(µ1, µ2) ≥ 0

となって矛盾. よって, µ1 = µ2.

ESS 概念は, 多数を占める同一集団に別の戦略をとる少数集団が侵入出来るか, という
視点で定式化してあるが, もし多数, 少数という区別をしなけらばどうなるかを考察して
みよう. 定義 6.2. を次のように書き変えてみる.
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定義 6.3. 戦略 µ ∈ P(S) が global ESS (GESS) であるとは, µ 6= ∀ν ∈ P(S) , 0 <

∀ε ≤ 1 に対して

(6.4) (1− ε)u(µ , µ) + εu(µ , ν) > (1− ε)u(ν , µ) + εu(ν , ν)

が成立する時をいう.

この時, 定理 6.2. は次のように変わる.

定理 6.4. 戦略 µ ∈ P(S) が GESS であるための必要十分条件は µ 6= ∀ν ∈ P(S) に対
して,

(6.5) u(µ , ν) > u(ν , ν)

が成り立つことである.

証明. GESS の定義式において ε = 1 とおけば (6.5) が得られる. 逆に, (6.5) が
µ 6= ∀ν ∈ P(S) に対して成立している, とする. νε ≡ (1− ε)µ + εν とおくと, 0 < ∀ε ≤ 1
に対して, νε 6= µだから (6.5) 式から

0 < u(µ , νε)− u(νε , νε) = ε(u(µ , νε)− u(ν , νε))

が 0 < ∀ε ≤ 1 に対して成立する. これは 定義 6.3の不等式 (6.4) が成立することにほか
ならない.

ESS の定義を眺めるともうひとつの問題点に気づく. 定義の中の ε が戦略 ν 毎に依存
して決めてよいことである. 連続関数の定義で各点での連続性に対して一様連続性の概念
があり,コンパクト性を仮定すると両者が一致する事情と同じ事情があるのではないか,と
いうことが数学に強い人であればすぐに想像される. このことを調べてみよう.

定義 6.4. 戦略 µ ∈ P(S) が uniformly ESS(UESS) であるとは, 0 < ∃ε0 , 0 < ∀ε <

ε0 , µ 6= ∀ν ∈ P(S) に対して

(1− ε)u(µ , µ) + εu(µ , ν) > (1− ε)u(ν , µ) + εu(ν , ν)

が成立する時をいう.

定理 6.5. 純粋戦略の空間 S は有限集合であるとする. この時, µが ESS ならば UESS
である.

証明.

f(µ, ν, ε) ≡ u(µ, (1− ε)µ + εν)− u(ν, (1− ε)µ + εν) = u(µ− ν, µ)− εu(µ− ν, µ− ν)
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とおくと, µが ESS であるための必要十分条件は

P(S) 3 ∀ν 6= µ, ∃ε0 > 0, 0 < ∀ε < ε0, f(µ, ν, ε) > 0

が成立することであり, µが UESS であるための必要十分条件は

∃ε0 > 0, 0 < ∀ε < ε0, P(S) 3 ∀ν 6= µ, f(µ, ν, ε) > 0

が成立することである. 今,

M = max
s,t∈S

|u(δs, δt)|, λ = max
s∈S

u(δs, µ), Λ = {s ∈ S ; u(δs, µ) = λ}

とおく. supp[ν] ⊂ Λ ならば, u(µ− ν, µ) = 0. µが ESSだから u(µ− ν, µ− ν) < 0. 従っ
て, ∀ε > 0 に対して f(µ, ν, ε) > 0 となり問題ない. そこで, S − Λ 6= ∅ とする. S は有限
集合だから (コンパクト集合では必ずしも言えない)

λ′ ≡ max
s∈S−Λ

u(δs, µ) < λ.

次に, supp[ν] 6⊂ Λ として,

ν = ν1 + ν2, supp[ν1] ⊂ Λ, supp[ν2] ⊂ S − Λ, ν2(S − Λ) = α > 0, β = 1− α

とする. 定義から容易に

u(µ− ν, µ) = λ− λν1(Λ)− u(ν2, µ) ≥ α(λ− λ′) > 0,

u(µ− ν, µ− ν) = u(βµ− ν1 + αµ− ν2, βµ− ν1 + αµ− ν2)

= β2u(µ− ν1/β, µ− ν1/β) + u(βµ− ν1, αµ− ν2)

+ u(αµ− ν2, βµ− ν1) + u(αµ− ν2, αµ− ν2).

ここで, µ は ESS だから第 1項は負である. 従って,

u(µ−ν, µ−ν) < u(βµ−ν1, αµ−ν2)+u(αµ−ν2, βµ−ν1)+u(αµ−ν2, αµ−ν2) ≤ 6αM.

故に, ε < (λ−λ′)/(6M)であれば, ∀ν に対して, f(µ, ν, ε) > 0が成立するから µは UESS
である.

定理 6.5. は S のコンパクト性だけでは必ずしも成立しないことが, 次の反例からわか
る.

反例: S = [ 0, 1 ], 利得関数を g(s, t) = 1− |s− t|1−1/
√

log 3/t, ただし , 1
/√

log 1/0 = 0
と定義する. g(s, t) は S × S 上の連続関数であり, δ0 (点 0 上の単位分布) は ESS である
(強ナッシュ均衡戦略である—定義 6.5.参照). 実際,

∀ν 6= δ0, u(δ0, δ0) = 1 > u(ν, δ0) =
∫ 1

0
(1− s) dν(s).
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次に, u(δ0 − ν, δ0) と u(δ0 − ν, δ0 − ν) を計算する.

u(δ0 − ν, δ0) =
∫ 1

0
s dν(s),

u(δ0 − ν, δ0 − ν) =
∫ 1

0
s dν(s)−

∫ 1

0

(
1− t1−1/

√
log 3/t

)
dν(t)

+
∫ 1

0

∫ 1

0

(
1− |s− t|1−1/

√
log 3/t

)
dν(s) dν(t).

ここで, sn ↓ 0 を適当に選んで, ν = δsn とおく. 上の式から

u(δ0 − δsn , δ0) = sn, u(δ0 − δsn , δ0 − δsn) = sn + s
1−1/

√
log 3/sn

n .

従って,

f(δ0, δsn , ε) = sn

(
1− ε

(
1 + s

−1/
√

log 3/sn
n

))
.

ここで,

εn =
1

1 + s
−1/
√

log 3/sn
n

とおくと,
0 < ε < εn ⇒ f(δ0, δsn , ε) > 0,

εn < ε ⇒ f(δ0, δsn , ε) < 0.

ところが,

s
−1/
√

log 3/sn
n = e(log 1/sn)/

√
log 3/sn ↑ +∞

だから, εn ↓ 0 となって, δ0 は UESS ではないことを示している.

ナッシュ均衡戦略にしろ ESSにしろ条件式において等号が成立する場合が面倒である.
従って, 定義式において等号が成立する場合も含めた場合の概念に名前をつけておくと考
えやすい. そこで, 次のような定義を導入する.

定義 6.5. 2人対称ゲームにおいて µが強ナッシュ均衡戦略であるとは,

P(S) 3 ∀ν 6= µ, u(µ , µ) > u(ν , µ)

が成立する時をいう.

定理 6.6. S がコンパクト距離空間, 利得関数が S × S 上の連続関数とする時, 強ナッ
シュ均衡戦略は singleton (単位分布) によってのみ実現される.

証明.
M(µ) = {s ∈ S ; u(δs , µ) = sup

t∈S
u(δt , µ)}
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とおくと, 容易に分かるように µが対称ナッシュ均衡戦略であれば M(µ) ⊃ supp[µ]であ
る. もし , M(µ) が 2点以上を含むと µ 6= ν で M(µ) ⊃ supp[ν] なる戦略 ν が存在して
u(µ, µ) = u(ν, µ) が成立するから矛盾. 一方, M(µ) は空集合ではあり得ないから M(µ)
は 1点集合である.

定義 6.6. 戦略 µ ∈ P(S)が被侵入不能戦略であるとは, µ 6= ∀ν ∈ P(S) に対して

(i) u(µ , µ) > u(ν , µ)

or
(ii) u(µ , µ) = u(ν , µ) , and u(µ , ν) ≥ u(ν , ν)

が成り立つことである.

定義から容易に分かるように

定理 6.7.
(i) 強ナッシュ均衡戦略 ⇒ ESS ⇒ 被侵入不能戦略 ⇒ ナッシュ均衡戦略,
(ii) GESS ⇒ UESS ⇒ ESS ⇒ 被侵入不能戦略 ⇒ ナッシュ均衡戦略.

ESS についてもう一つだけ数学的考察を加えておく. ([45], 45 頁参照, 若干変更してあ
る.)

定義 6.7. µ ∈ P(S)が ν ∈ P(S) に対して局所優越であるとは νε = (1− ε)µ + εν とお
いた時, 1 ≥ ε0 > 0が存在して, 任意の 0 < ε ≤ ε0 について,

u(µ, νε) > u(νε, νε)

が成立する時をいう.
各 ν に対して局所優越であることの定義は丁度各点での連続性の定義に似ている. 当

然, ある意味で一様に局所優越という概念が定義できる. すなわち,

定義 6.8. µ ∈ P(S)が局所優越であるとは, µの ε(> 0)-近傍 Uεが存在して, µ 6= ∀ν ∈ Uε

にたいして,
u(µ, ν) > u(ν, ν)

が成立する時をいう.

定義からただちに,

定理 6.8. µ ∈ P(S)が局所優越ならば, µ 6= ∀ν ∈ P(S) に対して局所優越である.
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定理 6.9. µ ∈ P(S)が任意の ν ∈ P(S)に対して局所優越であるならば, µは ESSであ
る.

証明. 単純な変形で証明出来る. つまり,

u(µ, νε)− u(νε, νε) = u(µ, νε)− (1− ε)u(µ, νε)− ε)u(ν, νε) = ε(u(µ, νε)− u(ν, νε)) > 0.

この式は ESS の定義式に他ならない.

逆の命題はコンパクト性だけでは証明出来ないようであるが, S が有限集合で, 考察す
る戦略が S 上のすべての確率分布の場合つまり P(S) の場合には次の定理が成り立つ.

定理 6.10. S を有限集合とする. この時, µ ∈ P(S) に対して, 次の命題は同値である.
(i) 局所優越である,
(ii) µ 6= ∀ν ∈ P(S) に対して局所優越である,
(iii)ESS である,
(iv) UESS である.

証明. (i)⇒ (ii) ⇒ (iii) ⇒ (iv)はすでに示した. (iv) ⇒ (i) の証明は P(S) の構造を強く
用いる. 仮定から ε0 > 0が存在して, 任意の 0 < ε ≤ ε0 に対して,

0 < ε(u(µ, νε)− u(ν, νε)) = u(µ, νε)− (1− ε)u(µ, νε)− ε)u(ν, νε)

= u(µ, νε)− u(νε, νε)

が成立している. P(S)はユークリッド空間の単体であるから, µ の近傍 V (µ)が存在して
µ 6= ν ∈ V (µ)に対して 0 < ε ≤ ε0 と λ ∈ P(S)が存在して ν = λε = (1− ε)µ + ελ のよ
うに表される. ゆえに (1) 式より,

u(µ, ν)− u(ν, ν) > 0

が従う.

ESSはナッシュ均衡戦略に比べて数学的構造が綺麗な感じはするが, 残念ながら存在は
保証されない. 2戦略の場合は一般に ESSは存在するが, 3戦略になるともう ESSは存在
するとは限らなくなる. また, 唯ひとつとも限らない. 定理 5.6 を考慮すると, 対称なナッ
シュ均衡戦略が必ずしも ESS であるとは限らない.

2人 3戦略の場合 ESSが存在しない例をあげておく ([188]).

利得行列を次のように定める.

A =




4 1 5
5 3 0
1 4 3


 .
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ここで, 5節で注意したように各列から列毎に定数ベクトルを引いても結果は変わらない
から, 計算が簡単になるように次のように変形しておく.

A′ =




3 −3 2
4 −1 −3
0 0 0


 .

まず, singleton (単位分布)が強ナッシュ均衡になり得ないことは対角成分をチェックす
れば明らかである. 従って, 定理 6.2. の (ii) を満たすベクトル ~q が存在する. そこで (ii)
の後半部分をチェックする. u(µ− ν , µ− ν) < 0と書き換えられるから, ~pが ESS ならば
~p と異なるある確率ベクトル ~q に対して (~p− ~q , A′(~p− ~q)) < 0 となるはずである. とこ
ろが, p1 − q1 = x , p2 − q2 = y とおくと, 簡単な計算より,

(~p− ~q , A′(~p− ~q)) = (x + y)2 + y2

となって負にはなり得ない. 従って ESS は存在しない.
もちろん, 定理 5.6. より対称なナッシュ均衡戦略は存在する. 定理 5.3. を利用して具
体的に求めてみる. まず, singleton (単位分布)がナッシュ均衡になり得ないことは対角成
分を見れば明らかであるから, サポートが 2点の場合 (3通り)とフルサポート (3点) の場
合についてそれぞれチェックする.

(i) ~p =




p

1− p

0


 , 0 < p < 1 の場合.

A′~p =




6p− 3
5p− 1

0


 .

従って, 上記の注意から 6p− 3 = 5p− 1 ≥ 0でなければならない. ところがこのような確
率ベクトルは存在しない.

(ii) ~p =




p

0
1− p


 , 0 < p < 1 の場合.

A′~p =




p + 2
7p− 3

0


 .

従って, 上記の注意から p + 2 = 0, 7p− 3 ≤ 0 でなければならない. ところがこのような
確率ベクトルは存在しない.

(iii) ~p =




0
p

1− p


 , 0 < p < 1 の場合.

A′~p =



−5p + 2
2p− 3

0


 .
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従って, 上記の注意から 2p − 3 = 0, −5p + 2 ≤ 0 でなければならない. ところがこのよ
うな確率ベクトルは存在しない.

(iv) ~p =




p1

p2

1− p1 − p2


 , 0 < p1 < 1, 0 < p2 < 1 の場合.

A′~p =




p1 − 5p2 + 2
7p1 + 2p2 − 3

0


 .

従って, 上記の注意から p1 − 5p2 + 2 = 0, 7p1 + 2p2 − 3 = 0 を満たさなければならない.

これを解くと p1 =
11
37

, p2 =
17
37

, p3 =
9
37
を得る. これが唯一のナッシュ均衡戦略である.
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§7. 内輪付き合いをするタカ・ハトゲーム 4

— 平和主義者の生き残り戦略—

有名なタカ・ハトゲームの利得行列 U( · , · ) は
H D

H (V − C)/2 V

D 0 V/2

で表される. V > C の場合は H (タカ)が優越戦略であるから, ハト (平和主義者)は侵入
できない. 他方, V < C つまり, タカ戦略をとると獲得利益よりも闘争コストが上回る場
合, タカ派は一定の割合 p = V/C だけしか生存できない (多型安定). 逆に言うとハト派
が存在し得るのはタカ同士が戦うと互いに傷ついて損をする場合だけである. 3節の分類
に従えば, V > C の場合は囚人のジレンマ, V < C ならばチキンゲームになっている.
ただし , 以上の考察の大前提はランダム・マッチング, すなわち, タカ派対ハト派が

p : (1 − p) の割合で存在している場合, タカ派に出くわす割合が同じ確率 p であると
仮定している.
現実には, ハト (平和主義者)は敢えてタカに接近しようとは思わないであろう. 何らか

の情報を得て行動すると考えると, ランダム・マッチングの仮定は現実的とは思われない.
問題はランダム・マッチング (独立性)の仮定をはずした場合にどのように数学的に表現す
るのが適切か, ということである. 本節では, 必ずしも独立ではない二つの確率変数によっ
て, このような状態を表現することを試みる.
ゲーム理論の分野で知られている Aumann は次のように述べている ([115], p.68).
In describing these phenomena, it is best to view a randomized strategy as a random

variable with values in the pure strategy space than as a distribution over pure strategies.
残念ながら彼の定式化は,本稿が基礎にしているコルモゴロフ流の確率論ではなく, Savage

流の主観確率 ([216])による定式化に基づいている. 彼の言う確率変数は本質的にはコル
モゴロフの公理を満たしている確率変数と同一であるが,どうも解釈の仕方が違うようで
ある.

定式化.

いま, タカ派とハト派の割合が p : 1− pであるような集団から二人のプレーヤーを選ぶ.
各々の属性 (タカかハト) を表す確率変数を X1, X2 とする. 2次元の確率変数 (X1, X2)
の分布を次のように仮定する.

仮定 7.1 各々の周辺分布は集団の割合と同じである. 式で表現すると,

Prob(X1 = H) = Prob(X2 = H) = p.

4第 34回数理社会学会 (2002.9.15-16, 於岩手県立大学) における研究発表の原稿に加筆
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ランダム・マッチングという場合は, X1 と X2 が独立な確率変数である, と仮定する場
合に相当する. 本節では, ハト派が争いを避けて選択的にハト同士で内輪に付き合う傾向
を表現したいわけであるから, 独立性を仮定することは出来ない. 一般に 2次元の確率変
数 (X1, X2) の分布は仮定 7.1 だけでは決まらない. あと一つのパラメータを自由に選ぶ
ことが出来る.
独立性を仮定しない場合, 相関係数を考えるのが普通であろうが, 相関係数の定義を思

い出してもらうとわかるように,「相関」という概念は実数値確率変数どうしの間でしか
定義できない. ところが, タカ・ハトゲームではとる値は実数ではない. 従って,「独立で
ない」, という現象を表現するために「相関係数」は使わないで, 条件付分布にパラメー
タを導入して独立でない事象を計量的に表現する. そこで, 分布を定めるパラメータ α と
β を次のように定める. ただし , 後に述べるようにこの二つのパラメータは独立ではない.
つまり, あとで述べるような関数関係がある.

(i) Prob(X2 = H/X1 = D) = (1− α)p,

(ii) Prob(X2 = H/X1 = H) = (1 + β)p.

ここで, Prob(A/B) は事象 B が与えられたときの事象 A の条件付確率を表す. ただし ,
Prob(B) = 0 のときは Prob(A/B) = 0 と約束する. 条件付確率は「確率」だから, 値は
0 と 1 の間を任意に取り得る. つまり, パラメータ α の範囲は −(1− p)/p ≤ α ≤ 1 であ
る. しかし , 我々の関心は α ≥ 0 の範囲にあるから正の範囲が pに関係しないのはむしろ
都合がよいと考えられる.
このとき, 仮定 7.1 と 上記の (i), (ii) より,

Prob(X2 = H) = p

= Prob(X2 = H/X1 = H) Prob(X1 = H)

+ Prob(X2 = H/X1 = D) Prob(X1 = D)

= (1 + β)p2 + (1− α)p(1− p).

従って, α と β の間には
βp = α(1− p)

なる関係がある. 容易にわかるように,

確率変数 X1 と X2 が独立 ⇐⇒ α = β = 0

である. α > 0 の場合には, ハト派は内輪づき合いをしていると理解することができる.
α = 1 の場合には, ハト派同士だけで付き合い, タカ派とハト派には交流がないことを意
味する.
さて, 以上によって, 分布が定まったから, タカ派の平均利得 W (H) とハト派の平均利
得 W (D) を計算する. これらは条件付平均を用いて次のように表される.
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W (H) = E[U(X1, X2)/X1 = H]

= U(H, H) Prob(X2 = H/X1 = H) + U(H, D) Prob(X2 = D/X1 = H)

=
V − C

2
(p + βp) + V (1− p− βp)

=
V

2
(2− p− α(1− p))− C

2
(p + α(1− p)).

一方,

W (D) = E[U(X1, X2)/X1 = D]

= U(D, H) Prob(X2 = H/X1 = D) + U(D, D) Prob(X2 = D/X1 = D)

=
V

2
(1− p + αp) .

ここで, 両者を比較して W (H) ≥ W (D) の条件を求めると,

p ≤ V

C
− α

1− α

を得る. この式を眺めると, V > C の場合, つまり従来ならばハト派が存在し得ない場合
でも α > 0 ならば可能性がある, ということが分かる. 定量的に言えば α > (V − C)/V

ならば p < 1 となり, ハト派が存在し得るという結論が得られる. この場合, タカ (H)と
ハト (D)の利得が等しくなるのは

p =
V

C
− α

1− α

のときであるから,この割合は,ある程度の内輪付き合い α(> (V −C)/V )を一定と仮定した
とき,ある種の均衡点 (多型安定)である,ということが出来る. 実際, p < V/C−α/(1−α)の
場合,上記の計算から W (H) > W (D)であり, pは増加して均衡点に達しようとする. 逆向
きの不等式の場合は減少して均衡点に達する. ただし ,この均衡点の定義はAumann([115],
[117])のいう correlated equilibriumとは異なる. 彼の定義によって我々のタカ・ハトゲー
ムを分析してみると, 奇妙なことに V/C > 1 の場合に, 以下でみるように α > 0 では均
衡戦略が存在しない. α < 0 の場合の均衡戦略を解釈するとハト派がむしろ内輪付き合い
をしない方が均衡戦略になってしまい, 解釈の点で矛盾を生じる. 数学的にはいろいろな
均衡の定義はあり得る可能性はあるが, 具体例に適用してみた場合に現実感がうまく反映
していないと数理モデルとしては具合が悪いであろう.

Aumannによる correlated equilibriumの定義を確率変数を用いて表現すると以下のよ
うになっている. ([115], [117], [190]参照)

N = {1, 2, . . . , n} をプレーヤーの集合 (n ≥ 2), Si, i ∈ N をプレーヤー i の選択肢の
集合 (有限集合) , S = Si× · · · ×Sn, s = (si, s−i) ∈ S, ui(s) = ui(si, s−i)をプレーヤー i

の pay off functions とする. Xi を Si に値をとる確率変数, (X1, . . . , Xn) を S に値を取
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る確率変数とする.

定義 7.1 (X1, . . . , Xn) (あるいはこれらの確率変数で決まる n 次元分布が,と言ってもよ
い)が correlated equilibrium であるとは, ∀i ∈ N, ∀s, ∀t ∈ Si に対して,

E[ui(Xi, X−i)/Xi = s] ≥ E[ui(t, X−i)/Xi = s]

が成立するときをいう. ここで, E[X/Y = s] は事象 {Y = s} 上での X の条件付平均を
表す. ただし , Prob(Xi = s) = 0 の場合, 上式は常に成立しているとみなす.

例. n = 2 の対称ゲーム (タカ・ハトゲーム) の場合でかつ (X1, X2) の各周辺分布が等
しい範囲内で (つまり我々の定式化の範囲内で) 上式の条件を書き直すと

(i) E[U(H, X2)/X1 = H] ≥ E[U(D, X2]/X1 = H],

と
(ii) E[U(D, X2)/X1 = D] ≥ E[U(H, X2)/X1 = D]

が成り立つことである. 以下, 0 < p < 1 の範囲の correlated equilibriumを求める. (i)を
書き直すと

(U(H, H)− U(D, H)) Prob(X2 = H/X1 = H)

≥ (U(D, D)− U(H, D)) Prob(X2 = D/X1 = H).

(ii) を書き直すと

(U(D, H)− U(H, H)) Prob(X2 = H/X1 = D)

≥ (U(H, D)− U(D, D)) Prob(X2 = D/X1 = D).

ここで,

Prob(X2 = H/X1 = H) = α + (1− α)p, Prob(X2 = D/X1 = H) = (1− α)(1− p),

Prob(X2 = H/X1 = D) = (1− α)p, Prob(X2 = D/X1 = D) = 1− (1− α)p

を代入して整理すると, (i) は
V

C
− α ≥ (1− α)p.

(ii) は

(1− α)p ≥ V

C

となる. したがって, 上記 (i), (ii)が両立するためには α ≤ 0が必要条件となる. α < 0 の
場合, (αが許される範囲は −(1− p)/p ≤ α ≤ 1だった) V, C, αが

V

(1− α)C
< 1
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を満たしていれば, (特に V/C > 1であっても) correlated equilibriumは αを固定しても
連続濃度存在することになる. 前述したように, α < 0 の場合はハト派の内輪付き合いと
は逆の意味になるから, この範囲で如何なる意味にしろ均衡戦略が存在するのは具合が悪
いように思われる.
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§8. 繰り返し囚人のジレンマ (ランダム停止時刻を持つ場合) 5

「囚人のジレンマ」とは, 最も簡単な 2人対称ゲームであって, 利得行列は次のように表
される.

プレーヤー II

プレーヤー I
C D

C R S
D T P

囚人のジレンマ,という場合は T > R > P > S と 2R > T +S を仮定する (2R > T +S

は仮定しない場合もある). この 2人対称ゲーム (利得がマトリックスで与えられるからマ
トリックスゲームともいう) の意味は,プレーヤー Iが戦略 C(ooperate)を,プレーヤー II
が同じく戦略 C を選択した場合のプレーヤー Iの (同じ戦略だからプレーヤー II も同じ)
利得が u(C, C) = R ,プレーヤー Iが戦略 C,プレーヤー IIが戦略 D(efect) を選択した
場合のプレーヤー Iの利得が u(C, D) = S , (この時,プレーヤー IIの利得は対称だから
u(D, C) = T ), . . .であることを示している. 2人対称ゲームは,プレーヤーの利得という
より, 各プレーヤーの戦略全体 (戦略セット, または戦略プロファイルという)に対する, 一
方の戦略の利得とみなすこともできる.
繰り返しゲームとはランダムに決められる停止時刻 ζ まで, 各回毎にプレーヤーは手 (C

又は D)をランダムに選ぶゲームであると考えられるからプレーヤー Iの一連の手は C ま
たは D に値を取る, 抽象確率空間 (Ω, F , Prob) 上で定義された確率変数の列

X = (X1, X2, . . .)

で表現することが出来る. プレーヤー IIについても同様に

Y = (Y1, Y2, . . .)

で表す.
記号の準備:
Fn(X) : X1, . . . , Xn から生成される sub σ-algebra.

Fn(X, Y ) : X1, Y1, . . . , Xn, Yn から生成される sub σ-algebra.
プレーヤー Iの効用 (利得) 関数 u:

u(C, C) = R, u(D, C) = T, u(C, D) = S, u(D, D) = P.

ζ : 自然数に値を取る確率変数 ＝ランダム停止時刻 ζ までゲームが続く, と仮定する.

ここで,ゲームのルールと戦略を定義する.

5科研費による研究集会「確率過程とその周辺 (2002.12.9-12.)於: 慶応大学」における講演原稿に加筆
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プレーヤー Iの一連の手 (各回にCを出すか, Dを出すか)を確率変数列X = (X1, X2, . . .)
で表現する. プレーヤー IIについても同様に Y = (Y1, Y2, . . .) とする. 従って, 実際に実
現した, あるゲームの n 回までの手は見本関数

(X1(ω), Y1(ω)), . . . , (Xn(ω), Yn(ω)) ; ω ∈ Ω

に他ならない.

ところで, 各回のゲームは相手の手とは独立であるから (非協力ゲームの仮定) 上記の確
率過程は常に次の仮定を満たす範囲で考える.

仮定:
(i) 1回目の手を表す確率変数 X1 と Y1 は独立である.
(ii)(各回の手も独立である＝条件付独立) : ∀n = 1, 2, . . . に対して,

Prob(Xn+1 = ∗, Yn+1 = ∗ ∗ /Fn(X, Y ))

= Prob(Xn+1 = ∗/Fn(X,Y ))× Prob(Yn+1 = ∗ ∗ /Fn(X, Y ))

が成り立つ. ここで, ∗と ∗∗は C 又は Dを表す. また, Prob(A/F ′)は sub σ-algebra F ′
に関する, 事象 A の条件付確率.
以上のような定式化によるプレーヤー Iの平均利得 u(X, Y) は次のように与えられる.

ζ は X, Y と独立であることを必ずしも仮定しない. (どちらか一方のプレーヤーのみが
停止時刻を決めることが出来るゲームも考えられているから)

u(X, Y) = E[
ζ∑

n=1

u(Xn, Yn)].

この時, 容易に

u(X, Y) =
+∞∑

k=1

E

[ k∑

n=1

u(Xn, Yn) ; ζ = k

]

=
+∞∑

n=1

+∞∑

k=n

E[u(Xn, Yn) ; ζ = k]

=
+∞∑

n=1

E[u(Xn, Yn) ; ζ ≥ n].

を得る.
さらに, ζ が (X, Y) と独立であり, その分布は幾何分布 G(δ) (i.e. Prob(ζ = n) =

(1− δ)δn−1 ; n = 1, 2, . . .) であると仮定すると,

u(X, Y) =
+∞∑

n=1

E[u(Xn, Yn)] Prob(ζ ≥ n)

=
+∞∑

n=1

E[u(Xn, Yn)] δn−1.
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となり, 経済学の分野でよく知られている割引因子による利得と一致する ([163]).

次にプレーヤーの「戦略」を定義する. 一般的に定義する前に, 直観的にも理解できて
よく知られている戦略が我々の定式化の下ではどのように表現できるか, を見てみよう.

定義 8.1. 相手の手の如何に係わらず常に Dを出す戦略を “all-D”戦略という (全面裏切
り). 意味は明らかであろう.

定義 8.2. X = (X1, X2, . . .)が “TFT”戦略 (Tit for Tat, オウム返し戦略,しっぺ返し戦
略) であるとは, 相手の任意の戦略 Y = (Y1, Y2, . . .) に対して

(i) X1 = C a.s.,
(ii) Prob(Xn+1 = C/Fn(X, Y ) ∧ {Yn = C}) = 1 a.s.,
(iii) Prob(Xn+1 = D/Fn(X, Y ) ∧ {Yn = D}) = 1 a.s.

を満たすときをいう. 意味は明らかであろう. C に対して C を返す, という意味ではしっ
ぺ返しというのはちょっと不適当な気がする. なお, (i)において, C を Dに置き換えた戦
略 (つまり, 最初は D を出す) を “D-TFT” 戦略という.

次に, よく知られた “トリガー”戦略を説明する. 言葉で説明すると, 最初は C を出し ,
相手が C (協力) を出す限り自分も C(協力) を出す. ただし , 相手が D (裏切り) を出した
次の回から決して相手を許さず D を出し続ける, という非寛容な戦略である. 確率変数を
使った定義をするために確率過程論ではよくやるように, C または D への到達時刻を次
のように定義する.

τC(Y ) = min{n ≥ 1 ; Yn(ω) = C}
= ∞ if { } = ∅.

同様に τD(Y )が定義できる. このように定義すると, マルコフ過程論でよく知られてい
るように τC(Y ) は増大する sub σ-algebra Fn(Y ) ; n = 1, 2, . . . に関してマルコフ時間に
なっている.

マルコフ時間の定義:
定義 8.3. 自然数または ∞に値を取る確率変数 τ が, 増大する sub σ-algebra F1 ⊂ F2 ⊂
· · · に対して “マルコフ時間”であるとは ∀n = 1, 2, . . . , {ω ; τ(ω) = n} ∈ Fn が成り立つ
ときをいう.

マルコフ時間に関しては, よく知られているように sub σ-algebra Fτ が次のように定義
される.

Fτ = {A ∈ F ; ∀n, A ∩ {τ = n} ∈ Fn}.
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定義 8.4. X = (X1, X2, . . .) が “Trigger” 戦略であるとは, 相手の任意の戦略 Y =
(Y1, Y2, . . .) に対して,

(i) X1 = C a.s.,
(ii) Prob(Xn+1 = D/Fn(X, Y ) ∧ {τD(Y ) ≤ n}) = 1, n = 1, 2, . . . a.s.,
(iii) Prob(Xn+1 = C/Fn(X, Y ) ∧ {τD(Y ) > n}) = 1, n = 1, 2, . . . a.s.

が成り立つときをいう.

定義 8.5. さて, 一般にこの繰り返しゲームにおけるプレーヤー Iの「戦略」とは確率過
程X1, X2, . . . の分布を次のようなルールで決めておくことである.

(i) 確率変数 X1 の分布を決定する.
(ii)プレーヤー IIの任意の「戦略」と自分の「戦略」の n 回までの実現値

(X1(ω), . . . , Xn, Y1(ω), . . . , Yn(ω))

を知った時の n + 1 回目の条件付確率

Prob(Xn+1 = ∗/Fn(X, Y )) ; n = 1, 2, . . .

を決めておく.

従って, プレーヤー Iの「戦略」から決まる確率変数列 (X2, X3, . . .) の分布は相手の
手 (Y1, Y2, . . .) にも依存して決まる. つまり, 「戦略」とは一意に決まるひとつの確率
過程ではないことに注意する. しかし , 相手も戦略を決めると, 仮定 (ii) より確率過程
((X1, Y1), (X2, Y2), . . .)が一意に決まる.

次に, マルコフ過程論で使うシフトオペレーターを真似て, ゲームが k 回まで終わった
後の「部分ゲーム」

(θkX, θkY) = ((θkX)1, (θkY )1), ((θkX)2, (θkY )2), . . .)

を次のように定義する.
(i) Prob((θkX)1 = ∗, (θkY )1 = ∗∗) = Prob(Xk+1 = ∗, Yk+1 = ∗ ∗ /Fk(X, Y )),
(ii) n = 1, 2, . . . , に対して,

Prob((θkX)n+1 = ∗, (θkY )n+1 = ∗ ∗ /Fn(θkX, θkY ))

= Prob(Xk+n+1 = ∗, Yk+n+1 = ∗ ∗ /Fk(X,Y ) ∨ Fn(θkX, θkY )).

我々の仮定 (ii)から, (θkX)1 と (θkY )1 は独立であり, 以下同様に確率過程

(((θkX)1, (θkY )1), ((θkX)2, (θkY )2), . . .)

は仮定 (ii)を満たすことが分かる.

53



さらに, 増大する sub σ-algebra Fn(X, Y )に関するマルコフ時間 τ が与えられて, 条件
Prob(τ < +∞) > 0 を満たすとき,

(i)

Prob((θτX)1 = ∗, (θτY )1 = ∗∗)
= Prob(Xτ+1 = ∗, Yτ+1 = ∗ ∗ /Fτ (X, Y ) ∧ {τ < +∞}),

(ii) n = 1, 2, . . . , に対して,

Prob((θτX)n+1 = ∗, (θτY )n+1 = ∗ ∗ /Fn(θτX, θτY ))

= Prob(Xτ+n+1 = ∗, Yτ+n+1 = ∗ ∗ /(Fτ (X, Y ) ∨ Fn(θτX, θτY ))

で定義される新しい確率過程 (θτX, θτY) はマルコフ時間の性質から仮定 (i), (ii) を満た
していることが容易に確認できる.

Remark: Xが “Trigger” 戦略ならば θτD(Y ) X は “all-D”戦略である.
X が “TFT” 戦略ならば θτD(Y ) X は “D-TFT” 戦略で, θτC(Y ) X は “TFT” 戦略であ

る.

定理 8.1. ランダム停止時間 ζ は両プレーヤーのすべての戦略と独立であると仮定する.
さらに, その平均 E[ ζ ] は有限であるとする. Prob(ζ = n) = ζn, ζ̄n =

∑+∞
k=n ζk とおく.

このとき,

(∗) ∀k, (R− P )
+∞∑

n=k+1

ζ̄n ≥ (T −R)ζ̄k

が成り立つならば “Trigger” 戦略は Nash 均衡である. つまり, X, X′ が “Trigger” 戦略
であるとするとき,

u(X′, X) ≥ u(Y, X)

が任意の戦略 Yに対して成立する. 逆に, 上の (∗)が成り立たないとすると, “Trigger” 戦
略は Nash 均衡ではない.

なお, “all-D” 戦略は常に Nash 均衡である. この方面の研究の目的は, (C, C) 状態の時
に, 次回に D を出すと長期的に見て損をするような戦略は何か, という観点から研究され
ている. 従って, “all-D” は “自明”なナッシュ均衡である, ということが出来る.

系. もし , n0 = max{n ; ζn > 0} < +∞を満たす n0 が存在するならば (i.e. 有限回でゲー
ムが終わる) “Trigger” 戦略は Nash 均衡ではない. 実際, 定理 1 において, 左辺は

+∞∑

n=n0+1

ζ̄n = 0

であるが, 右辺は
ζ̄n0 > 0
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であって, 定理の条件を満たさない.

例. ランダム停止時間 ζ の分布が幾何分布, つまり, ζn = (1 − δ)δn−1 であるならば,
ζ̄k = δk−1 かつ

∑+∞
n=k+1 ζ̄n = δk/(1− δ)だから.簡単な計算によって δ ≥ (T −R)/(T −P )

が得られる. これは既によく知られている不等式である.

定理 8.2. ランダム停止時間 ζ は両プレーヤーのすべての戦略と独立であると仮定する.
さらに, その分布は幾何分布であると仮定する. このとき, 不等式

δ ≥ max{(T −R)/(T − P ), (T −R)/(R− S)}
が満たされるならば “TFT”戦略は Nash 均衡である.

定理 8.1 の証明. X X′ を Trigger 戦略とする. このとき, ζ̄n =
∑+∞

k=n ζk,
Prob(τD(Y ) = n) = τn, n = 1, 2, . . . ,∞, とおくと, ζ は独立だから,

u(X′, X) = E

[ ζ∑

n=1

u(X ′
n, Xn)

]
= R E[ ζ ]

= R
+∞∑

k=1

E[ ζ ; τD(Y ) = k ] + R E[ ζ ]τ∞

= R
+∞∑

k=1

E[ ζ] τk + R E[ ζ ]τ∞

= R
+∞∑

k=1

+∞∑

n=1

ζ̄nτk + R E[ ζ ]τ∞

を得る. 同様に,

u(Y, X) =
+∞∑

n=1

ζ̄nE[u(Yn, Xn)]

=
+∞∑

n=1

ζ̄nE[u(Yn, Xn) ; τD(Y ) > n, ]

+
+∞∑

n=1

ζ̄nE[u(Yn, Xn) ; τD(Y ) = n ]

+
+∞∑

n=1

ζ̄nE[u(Yn, Xn) ; τD(Y ) < n ]

≡ I + II + III.

まず, τD(Y ) > n ならば, Yn = Xn = C であることに注意すると,

I = R
+∞∑

n=1

ζ̄n Prob(τD(Y ) > n )

= R
+∞∑

n=1

ζ̄n

( +∞∑

k=n+1

τk + τ∞
)

= R
+∞∑

k=2

(k−1∑

n=1

ζ̄n

)
τk + R E[ ζ ]τ∞
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を得る. 同様に, τD(Y ) = n ならば Yn = D かつ Xn = C であり, τD(Y ) < n ならば
Xn = D であることに注意すると,

II = T
+∞∑

n=1

ζ̄n τn,

かつ,

III ≤ P
+∞∑

n=1

ζ̄n Prob(τD(Y ) < n )

= P
+∞∑

n=2

n−1∑

k=1

τk = Prob
+∞∑

k=1

( +∞∑

n=k+1

ζ̄n

)
τk

(III = ⇔ ∀ n ≥ τD(Y ), Yn = D).

を得る. 以上の評価式から

u(Y, X) = I + II + III

≤ R
+∞∑

k=2

(k−1∑

n=1

ζ̄n

)
τk + R E[ ζ ]τ∞ + T

+∞∑

k=1

ζ̄kτk + P
+∞∑

k=1

( +∞∑

n=k+1

ζ̄n

)
τk.

が得られる. 従って

u(X′, X)− u(Y, X) ≥
+∞∑

k=1

(
R

+∞∑

n=k

ζ̄n − T ζ̄k − P
+∞∑

n=k+1

ζ̄n

)
τk.

が得られるから, 少々変形して最終的に, 定理の仮定から

R
+∞∑

n=k

ζ̄n − T ζ̄k − P
+∞∑

n=k+1

ζ̄n = (R− P )
+∞∑

n=k+1

ζ̄n − (T −R) ζ̄k ≥ 0.

を得る. (前半の証明終わり)

逆に, X を “Trigger”戦略とし ,

(R− P )
+∞∑

k=n0+1

ζ̄k < (T −R)
+∞∑

k=n0

ζk

を満たす自然数 n0 が存在すると仮定すると, 明らかに Prob(τD(Y ) = n0) = 1 を満たす
確率過程 Y = (Y1, Y2, . . .) を構成することが出来るから, 上記の評価式を考慮すると,

u(X′, X) < u(Y, X)

が得られて, このとき戦略セット (X, Y)はナッシュ均衡でない. (定理 8.1の証明終わり)

定理 8.2 の証明のために, 知られている次の Lemma を証明する.
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Lemma 8.1. δ が条件 1 > δ ≥ max{(T −R)/(T − P ), (T −R)/(R − S)} を満たすな
らば, n = 2, 3, . . . に対して,

R
n∑

k=0

δk ≥ T + P
n−1∑

k=1

δk + S δn.

が成り立つ.

証明. まず初めに, 囚人のジレンマというときに付加的に仮定する条件 2R > T + S がこ
こで効いてくることに注意する. すなわち, この仮定によって, δ < 1 で条件を満たすこと
が可能となる. また, 上記の不等式において, n = 1 の場合も, 右辺の第 2項をゼロと理解
することによって成り立つことに注意する.
さて, 上記の不等式の両辺に 1− δ を掛けて整理すると,

δ ∈ I =
[
max

{T −R

T − P
,

T −R

R− S

}
, 1

)

の範囲で

fn(δ) = −(T −R) + (T − P )δ + (P − S)δn − (R− S)δn+1 ≥ 0

を示せばよいことがわかる.

a =
T −R

T − P
,

fn(δ)
T − P

≡ gn(δ) = −a + δ +
P − S

T − P
δn

(
1− R− S

P − S
δ
)

とおく.

Case I: 1− R− S

P − S
δ ≥ 0 の場合, δ ∈ I ならば, −a + δ ≥ 0 かつ, 第 3項も非負だから,

gn(δ) ≥ 0 を得る. なお, T −R と P − S の大小関係は決められないことに注意する.

Case II: 1− R− S

P − S
δ < 0 の場合, δ ∈ I において,

gn+1(δ)− gn(δ) =
P − S

T − P

(
1− R− S

P − S
δ
)
(δ − 1)δn ≥ 0.

よって, 帰納的に δ ∈ I かつ Case II の範囲で, 0 ≤ g1(δ) ≤ g2(δ) ≤ · · · を得る. いずれの
場合も δ ∈ I の範囲で fn(δ) ≥ 0 となる. (Lemmaの証明終わり)

定理 8.2 の証明. ゲーム理論の教科書にもこの定理の「証明」は書いてあるが, 多分に
直観的で戦略が必ずしも正確に確率過程である場合も含まれているのか疑わしいように思
われる.
プレーヤー Iも IIも “TFT”戦略 X, X′ をとるとすると, 互いの手は常に C となるか
ら, その平均利得は

u(X′, X) = E

[ ζ∑

n=1

u(X ′
n, Xn)

]

=
R

1− δ
≡ U.
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次に,
A = sup

Y
u(Y, X)

とおく. ここで, supremum はあらゆる抽象確率空間上で定義された, あらゆる戦略 (Y,
X), X=TFT の範囲で考える. 定義より, 任意の ε > 0 に対して, プレーヤー IIの戦略
Y = (Y1, Y2, . . .)が存在して,

A− ε < E

[ +∞∑

n=1

u(Yn, Xn)δn−1
]

が成り立つ. X’=TFT と Y は独立であると仮定して, 次の評価式が得られる.

u(X′, X)−A + ε > E

[ +∞∑

n=1

(u(X ′
n, Xn)− u(Yn, Xn))δn−1 ; Y1 = C

]

+ E

[ +∞∑

n=1

(u(X ′
n, Xn)− u(Yn, Xn))δn−1 ; Y1 = D

]

≡ IC + ID.

IC = E

[ +∞∑

n=1

(u(X ′
n, Xn)− u(Yn, Xn))δn−1 ; Y1 = C, τD(Y ) = ∞

]

+ E

[ +∞∑

n=1

(u(X ′
n, Xn)− u(Yn, Xn))δn−1 ; Y1 = C, τD(Y ) < +∞

]

= E

[ τD(Y )−1∑

n=1

(u(X ′
n, Xn)− u(Yn, Xn))δn−1 ; Y1 = C, τD(Y ) < +∞

]

+ E

[ +∞∑

n=τD(Y )

(u(X ′
n, Xn)− u(Yn, Xn))δn−1 ; Y1 = C, τD(Y ) < +∞

]

= E

[
δτD(Y )−1

+∞∑

n=1

(
u(X ′

n+τD(Y )−1, Xn+τD(Y )−1)
−u(Yn+τD(Y )−1, Xn+τD(Y )−1)

)
δn−1 ; Y1 = C, τD(Y ) < +∞

]

= E

[
δτD(Y )−1

+∞∑

n=1

(
u((θτD(Y )−1X

′)n, (θτD(Y )−1X)n)
−u((θτD(Y )−1Y )n, (θτD(Y )−1X)n)

)
δn−1 ;

Y1 = C,

τD(Y ) < +∞
]

(θτD(Y )−1Xは “TFT”戦略であり, つぎの remarkも参照して)

≥ (U −A)E[ δτD(Y )−1 ; Y1 = C, τD(Y ) < +∞ ]

を得る.

Remark: τD(Y )− 1 はマルコフ時間ではないが, X が “TFT”戦略であることと τD(Y )
の定義から, 確率過程 (θτD(Y )−1Y, θτD(Y )−1X)が {Y1 = C, τD(Y ) < +∞} 上で定義可能
で, かつ我々の仮定 (i), (ii) を満たしている. さらに, θτD(Y )−1X は “TFT”戦略となるか
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ら, A (定数) の定義から上記の不葬式が得られる.
一方,

ID = E

[ +∞∑

n=1

(u(X ′
n, Xn)− u(Yn, Xn))δn−1 ; Y1 = D, τC(Y ) = ∞

]

+ E

[ +∞∑

n=1

(u(X ′
n, Xn)− u(Yn, Xn))δn−1 ; Y1 = D, τC(Y ) < +∞

]

= E

[
R

1− δ
−

(
T +

δP

1− δ

)
; Y1 = D, τC(Y ) = +∞

]

+ E

[ +∞∑

n=1

(u(X ′
n, Xn)− u(Yn, Xn))δn−1 ; Y1 = D, τC(Y ) = 2

]

+ E

[ +∞∑

n=1

(u(X ′
n, Xn)− u(Yn, Xn))δn−1 ; Y1 = D, 2 < τC(Y ) < +∞

]

≡ ID,1 + ID,2 + ID,3.

とおくと, δ に対する仮定より

ID,1 =
δ(T − P )− (T −R)

1− δ
Prob(Y1 = D, τC(Y ) = ∞) ≥ 0.

また,

ID,2 = (R + δ R− T − δ S) Prob(Y1 = D, τC(Y ) = 2)

+ E

[ +∞∑

n=3

(u(X ′
n, Xn)− u(Yn, Xn))δn−1 ; Y1 = D, τC(Y ) = 2

]

= (δ(R− S)− (T −R)) Prob(Y1 = D, τC(Y ) = 2)

+ E

[
δ2

+∞∑

n=1

(u((θ2X
′)n, (θ2X)n)− u((θ2Y )n, (θ2X)n))δn−1;

Y1 = D,

τC(Y ) = 2

]

( δ ≥ (T −R)
(R− S)

かつ θ2X は “TFT”戦略だから, IC の場合と同様にして)

≥ δ2(U −A) Prob(Y1 = D, τC(Y ) = 2)

となる. 最後に,

ID,3 = E

[ τC(Y )∑

n=1

(u(X ′
n, Xn)− u(Yn, Xn))δn−1 ; Y1 = D, 2 < τC(Y ) < +∞

]

+ E

[ +∞∑

n=τC(Y )+1

(u(X ′
n, Xn)− u(Yn, Xn))δn−1; Y1 = D, 2 < τC(Y ) < +∞

]

= E

[
R

τC(Y )−1∑

n=0

δn −
(

T + SδτC(Y )−1 + P

τC(Y )−2∑

n=1

δn
)

;
Y1 = D,

2 < τC(Y ) < +∞
]

+ E

[
δτC(Y )

+∞∑

n=1

(
u((θτC(Y )X

′)n, (θτC(Y )X)n)
−u((θτC(Y )Y )n, (θτC(Y )X)n)

)
δn−1 ;

Y1 = D,

2 < τC(Y ) < +∞
]

(Lemma 1 を考慮して, さらに θτC(Y )Xが “TFT”戦略だから IC の場合と同様にして)

≥ (U −A)E[δτC(Y ) ; Y1 = D, 2 < τC(Y ) < +∞].
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を得る. 以上を総合して,

U −A + ε ≥ (U −A)
(

E[ δτD(Y )−1 ; Y1 = C, τD(Y ) < +∞ ]
+ E[ δτC(Y ) ; Y1 = D, τC(Y ) < +∞ ]

)
.

ところが, τD(Y ) ≥ 2 on {Y1 = C} かつ τC(Y ) ≥ 2 on {Y1 = D}だから

E[δτD(Y )−1 ; Y1 = C, τD(Y ) < +∞] + E[δτC(Y ) ; Y1 = D, τC(Y ) < +∞] ≤ δ < 1

である. したがって, U −A + ε ≥ δ(U −A)が得られ, ε > 0 は任意だから, 結論

U ≥ A

を得る. (定理 8.2 の証明終わり)
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§9 Trigger v.s. T.F.T.:サンクションとしての有効性6

アクセルロッド ([3])以来, T.F.T (オウム返し ,しっぺ返し) 戦略が最良の戦略であるか
のごとき印象が世間的に広まっているが, あらゆる戦略に対して優越しているわけではな
く, あくまで平均的に強い, という意味である. 本節において, ある限られた状況下にお
いてではあるが, 理論的に言って, Trigger 戦略の方が T.F.T. 戦略より明らかに有利であ
ることを証明しよう. このことは例えば, 村社会のように閉鎖的, 安定な社会にあっては
Trigger 戦略を「村八分にすること」,と解釈すると日本社会において「村八分」がサンク
ションとして如何に強力な戦略であるか, ということの理論的説明でもある.

「村八分」と聞いて人は何を連想するであろうか. 大辞林で「村八分」を引いてみると,
(1)江戸時代以来, 村落で行われた制裁の一. 規約違反などにより村の秩序を乱した者や

その家族に対して, 村民全部が申し合わせて絶交するもの. 俗に, 葬式と火災の二つの場合
を例外とするからという.

(2)仲間はずれにすること.
とある. 一方, Yahooで「村八分法」で検索すると 2,600件ヒットする. (ちなみに,「村
八分」だけで検索すると 11,800 件ヒットするが, 同名の音楽グループがあるせいらしく,
「村八分 音楽」で検索すると 2,750 件ヒットする).
現在「村八分」, という言葉を用いる場合, 多くは上記 (2)の意味で使われており, さほ

ど深刻な状況ではないようである. 本来の意味については江戸時代, あるいはせいぜい明
治期まで日本の農村で行われていた, 近代市民社会ではあってはならない「封建的で前近
代的」な遅れた社会慣習である, という理解のされ方が普通ではないだろうか (7). 実際,
京都大学附属図書館ではキーワードとして「村八分」で検索しても「該当する書誌はあり
ません」と返される. いろいろ検索するうちに, 実は「村八分」が明治期以降の犯罪のひ
とつとして取り上げられていることが判明した (8). 現実に, 現代でも深刻な例は後をたた
ないようで, 同じくYahoo で検索してみると, 例えば兵庫県佐用町水根部落における人権
侵害事件裁判を知ることが出来る.
このように,「村八分」という概念は単なる比喩以上の意味で現代の日本社会にそれな
りに機能していると考えられる. ならば, それを単に人権を侵害する悪習である,と切って
捨てるのではなく, 何故日本社会にかくも深く浸透しているのであろうか, と考えてみる
価値はあるのではないだろうか.

ところで,「村八分」された場合, それはいつ解除されるのであろうか. どうも決まった
ルール, 了解事項はないように思われる. 仲介者を通していわゆる「詫びを入れる」 (全面
的に恭順の意を表する, 無条件降伏) という言い方はあるが, 一旦「村八分」にされると,
その程度で (と言ってこれ以上の方法は難しいが) 許されるのであろうか (9). ここまで考

6第 35回数理社会学会 (2003.3.15-16 於大分大学. 一般講演「「村八分」の進化ゲーム論的考察—Trigger
v.s. T.F.T.:サンクションとしての有効性— の原稿に加筆

7平凡社大百科事典: むらはちぶ (村八分) (福田アジオ)
8(1993) 磯川全次・田村 勇・畠山 篤共著『犯罪の民俗学』批評社, 第八章「村八分とその心意伝承」(1993).
9平凡社大百科事典: むらはちぶ (村八分) (福田アジオ)「期間が定められるということがほとんどなかっ
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察し ,ゲーム理論とをつきあわせて考えると,「村八分」とは「Trigger」戦略ではないだ
ろうか. という連想に辿り着く. 日本人の意識の中に根強く「村八分」という概念が存在
する以上, 進化ゲーム理論的に考えると,「Trigger」戦略が他の戦略に比べて何らかの意
味で長期的に見て, 有効なサンクションでなくてはならない.
本研究では,「村八分」に対する批判として対比される近代的刑法, つまり,「罪」に応

じて予め決められた「代価」を支払えば , それ以上のサンクションを科さない, 科してはい
けない (人権侵害である)という立場を「TFT」戦略 (オウム返し , 協力には協力で, 裏切
りには裏切りで対応する) とみなして,「割引率のある繰り返し囚人のジレンマ」の枠組
みを用いて, 両者の損得を比較する. その結果,「村八分」が実はそれなりに合理性がある
ことを数理モデルによって示す.
日本近代史の研究者田中によると (10),「 (江戸時代の) 多くの村の秩序は, 封建社会を

維持するために幕府や奉行所がつくったものではなく, 村人が自分たちの生活を成り立た
せるため, 自らの意志でつくり出したものであった」 (129頁) , あるいは,「村人がとりき
めた秩序 (拘束)は, 封建的秩序でもなければ身分的秩序でもなく, 生きていくために必要
な秩序で, それが生産の上で大切な役割を果たすかぎり, 現代でも必要なものであること
が納得できる」 (131頁 - 132頁) と述べている. この見方が正しいとするならば,「村八
分」のような村社会の「掟」は社会的秩序発生の生きた教材として進化ゲーム理論的に扱
うことはまったく自然な成り行きである.
ゲーム理論的に考えたときに, 戦略としての「村八分」がはたして Trigger 戦略と言え
るかどうかを考えてみたい.
福田 (11)によると,「村として違法行為と考えられることに対しては制裁処分が行われ

た. いま紹介したものだけでも, 閉門, 罰金, 除名, 追放が登場している. 」とある. 言葉か
ら類推すると, 罰金は一時的制裁 (TFT 戦略)であり, 追放は半永久的制裁 (Trigger 戦略)
であるように思われる. 閉門と除名についてはいつ解除されるのか, 解除するルールが存
在していたかどうかによって, 判断は分かれる. 言葉の印象からは罰金の方が追放に比べ
て軽い「制裁」ではないか, と思われる. つまり, TFT 戦略の方が Trigger 戦略に比して
サンクションとしての効果は小さい, という予見が成り立つ.
では,「村八分」はどのように位置付けられるであろうか. 福田 (同) によると,「天明
八年 (1788)の越前国大野郡大月村の「相定申証文之事」で, 5箇条の規程を記した末尾に,
「此上, 相背候者有之ば, 可為村八分候」としている. 」とあるところを見ると制裁の最後
の手段であったのかも知れない. ということは最強の「制裁」であったとも考えられる. と
するならば, 一旦「村八分」が発動された場合に福田が主張するごとく短期間でこの制裁
が終了したとは考えにくい. つまり, 本研究でモデル化しているように Trigger 戦略を対
応されるのが妥当である, と考えられる.
「村八分」が村の「掟」として生活の中で次第に形作られてきたと考えられるので, そ
の形態や, 刑罰としての軽重は当然江戸期を通じても地域差, 時間差はあると思われるが,
明治以降「村八分」という用語が定着し , もっぱら「仲間はずし」にすることという, 一定

たことは, 制裁がそれほど長時間でなかったことを示している」,とあるが, 根拠のない推測のように思われる.
10(2000) 田中圭一『百姓の江戸時代』ちくま新書 270(2000).
11塚本 学 編,『日本の近世 第 8巻 村の生活文化』中央公論社 (1992),「3. 村の共同と秩序 (福田アジオ)
」, 113頁
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の集団内の私的制裁として恐れられ, 時には近代的法意識からは逸脱した違法な制裁とし
て人権問題に発展するほど日本社会に根強く残る「規範」であることを考えると, もっと
科学的, 合理的分析方法による研究があってもよいのではないか, と考えたのが本研究の
動機である.

河上 ([13], 5頁)が「自発的遵守, ないし無自覚な習熟が, 法の妥当を保障しているので
あり, その源泉は歴史社会の基層にある」と主張するように「生ける法は国家権力の強制
によってその妥当性を担保するという必要はない. 」 (同書第 1編第 2章「生ける法の研
究—エールリッヒの法思想」 (飯野靖夫) 40頁) ,ここで権力による強制が担保されていな
い「法」とは, 1) 社会集団の成員に共有されること, 2) 個体の行動が規制されること, 3)
集団のメンバーが他個体にもこの規制がかかることを期待すること, 4) 逸脱を排除する何
らかの機構が働くこと, (同書第 4編第 2章 241頁「チンパンジー社会における規範と社会
意識」 (黒田末壽) と考えるのが妥当であろう. なお, 彼は「多数の成員が逸脱者に向ける
嫌悪が有効な懲罰になることは, 民族誌を紐解くまでもなく, 私たちの日常にありふれた
事柄である. 」 (同 240頁) とあるが, 江戸時代のように, 相当に整備された制裁としての
「村八分」は他の未開社会, 中世封建社会, 近代的市民社会を通じて日本独特である, とい
う印象を持つ (これらの報告例, 研究報告, 解説書を見出すことが出来なかった). 彼自身,
日本の「村八分」や「仲間はずし」をイメージしたのではないだろうか (チンパンジーの
社会でも. 「多数の成員が逸脱者に向ける嫌悪が有効な懲罰になり得る」ことがよく知ら
れている.)

ゲーム理論による定式化

非協力 (裏切り,「D」で表す)が常に短期的には有利であっても, 長い付き合いの過程
では協力 (「C」で表す)を選ぶ方が有利となる場合もあることは, 割引率 δ を持つ繰り返
し囚人のジレンマ・ゲームによって表現できることが知られている ([163]). 農耕を基盤と
する農村社会においては, まさに割引率を持つ繰り返し囚人のジレンマ・ゲームが行われ
ている, と考えるのは自然な定式化であろう. この枠内で「村八分」という戦略を考える
と, ある一人のプレーヤーが一度 Dを出した場合, 他の全員が永久に Dを出すこと (この
場合の Dは「非協力」というよりは「制裁」という意味になるが) , つまり Trigger 戦略
である,と捉えることが出来る. 「村八分」を封建的で遅れた, 非合理な習慣とみなす人た
ちの戦略は,このようなゲーム理論的枠組みでは,「TFT」戦略とみなすことが出来るであ
ろう. つまり,「村八分」がある種の合理性を持っていることを示すには,ゲーム理論的枠
組みの中で, Trigger 戦略が TFT 戦略より有利であることを示せばよい. なお,「Trigger」
戦略と 「TFT」 戦略はこの両者のみでは, たとえ両者が入り混じっていても見かけ上の
表現形態は常に Cが実現して区別できない. また,「all-C」や「all-D」戦略に対する利得
も両者で区別がない.
では, Trigger 戦略と TFT 戦略の優劣が分かるような相手の戦略は何であろうか. 本研
究では, パラメータ (0 < ε < 1)で表される「日和見」戦略のみを考察することにする. こ
こで,「日和見」戦略は実際の表現形態によって二通りに分かれる. 一つは 「all-C 的日
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和見」戦略, つまり, 原則として all-C 戦略であるが, 時々 (ランダムに) D を出してみる
戦略である. もう一つは「all-D 的日和見」戦略, つまり, 原則として all-D 戦略であるが
時々 (ランダムに) C を出してみる戦略である. この両者は数学的構造としては同じであ
る, とみなせる. つまり,「日和見」戦略とは, 繰り返し囚人のジレンマ・ゲームの n 回目
の手を確率変数 Yn で表した時, 確率変数列 Y = (Y1, Y2, . . .) が i.i.d.(独立同分布を持つ
確率変数列)として表現できる. Prob(Yn = C) = εとおくと, εが 1に近いときが「all-C
的日和見戦略」であり, 0に近いときが「all-D 的日和見戦略」である,とみなすことが出
来る.
通常のように, 1回の囚人のジレンマ・ゲームの戦略セットが (C, D) の時の C の利得

を u(C, D) = S とおく. 以下同様に u(C, C) = R, u(D, C) = T, u(D,D) = P とする.
囚人のジレンマだから, T > R > P > S と 2R > T + S を仮定する. 繰り返しゲームの利
得計算にあたってはいわゆる割引率 δ を考慮した無限和を用いる. 混合戦略であるから,
平均利得で比較する.
具体的には,プレーヤー Iの手を表す確率変数列 X = (X1, X2, . . .) とプレーヤー IIの

手を表す確率変数列 Y = (Y1, Y2, . . .)が与えられた時,プレーヤー I の利得 U(X, Y) は

U(X, Y) =
+∞∑

n=1

E[u(Xn, Yn)]δn−1

で表される.

Trigger 戦略者 X1 が日和見戦略者 Y と対戦した時の利得 U(X1, Y) と TFT 戦略者
X2 が日和見戦略者 Y と対戦した時の利得 U(X2, Y) を比較してみよう.
日和見戦略者が初めて D を出す時刻 (確率変数, マルコフ時間である) τD(Y ) および,

初めて D を出した後に初めて C を出す時刻 (確率変数) τ∗C(Y )は次のように定義できる.

τD(Y ) = min{n ≥ 1 ; Yn = D}, τ∗C(Y ) = min{n > τD(Y ) ; Yn = C}.

これらの概念を利用すると, 確率過程論のスタンダードなテクニックによって次のような
結果を得る. (証明は後述)

(9.1) U(X1, Y) =
ε

1− εδ
R +

(1− ε)
1− εδ

S +
ε(1− ε)δ

(1− δ)(1− εδ)
T +

(1− ε)2δ
(1− δ)(1− εδ)

P,

(9.2) U(X2, Y) =
ε(1− δ + εδ))

1− δ
R +

(1− ε)(1− δ + εδ)
1− δ

S +
ε(1− ε)δ

1− δ
T +

(1− ε)2δ
1− δ

P.

これらの結果より,

U(X1, Y)− U(X2, Y) =
(1− ε)ε2δ2

(1− εδ)(1− δ)
(T −R) +

(1− ε)2εδ2

(1− εδ)(1− δ)
(P − S) > 0

が得られる. つまり, δ と ε の値に拠らずに常に Trigger 戦略の方が TFT 戦略に比べて
日和見戦略に対して有利である. このことは「村八分」がサンクションとして近代的法治
主義より有効であることを意味しているのではないだろうか.
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次に, メイナード・スミス ([43])に従って, 進化ゲーム論的に考察してみよう.「村八分」
にしたグループとされたグループがランダムマッチングをするとも思えないが, 兎に角パ
ラメータ 0 < α < 1 を導入して, Trigger 戦略者の平均利得 U(Trigger) を

U(Trigger) = (1− α)U(X1, X1) + αU(X1, Y)

で定義する. 同様に日和見戦略者の平均利得 U(日和見) を

U(日和見) = (1− α)U(Y, X1) + αU(Y, Y)

で定義する.

U(Trigger)− U(日和見) = (1− α)(U(X1, X1)− U(Y, X1))

+ α(U(X1, Y)− U(Y, Y))

= U(X1, X1)− U(Y, X1)

+ α(U(X1, Y) + U(Y, X1)− U(X1 X1)− U(Y, Y))

≡ f(α)とおく.

よく知られているように, δ ≥ (T −R)/(T − P ) のとき, Trigger 戦略はナッシュ均衡戦略
であるから, f(0) ≥ 0 である. 一方,

f(1) = U(X1, Y)− U(Y, Y)

= −ε(1− ε)(1− δ − εδ)
(1− δ)(1− εδ)

(T −R)− (1− ε)2(1− δ − εδ)
(1− δ)(1− εδ)

(P − S).

であるから,

f(1) > 0 ⇐⇒ 1− δ

δ
< ε

が得られる. δ が 1に近く,かつ εが 1に近い (all-C 的日和見)に対しては, f(α)が線分
であることから, 0 < α < 1 のすべての値に対して f(α) > 0 となり, Trigger 戦略 (村八
分)が有利である. これにより,「村八分」という戦略がいかに強力なサンクションである
かがわかる.
これに対して近代法的法治主義である TFT戦略を同様に解析すると,

f(1) = −ε(1− ε)(T −R)− (1− ε)2(P − S) < 0

となるから, たとえ δ が十分 1 に近くても (この場合は TFTもナッシュ均衡戦略であり,
f(0) ≥ 0であるが) ε の値の如何に関わらず, αが 1に近いと, つまり, 日和見戦略者の割
合が高くなると, TFT戦略がサンクションとして機能しなくなることがわかる. (最近の
日本社会が連想されるのではないだろうか.)
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discussion

千葉正士は (12)は「現代社会における未開のサンクション (primitive sanction)の問題
が提起される. 現代人は組織的なかんずく法的サンクションをサンクションの典型ないし
大部分とかんがえて, 現代社会にも実に多種多様な非限定的・インフォーマルないし社会
的・道徳的・宗教的なサンクションが, やはり時には法的サンクションよりも強力である
ことをとかく忘れる. . . . そうしてみると, サンクションは, 未開社会のそれが現代社会
のそれと区別して問題とされるよりも, 未開社会と現代社会と双方を通じて, 未開のサン
クションと文明化したサンクション (civilized sanction)との連続群が問題にされ, その諸
形態・諸機能が分析されるべきではなかろうか. 」と述べている. 江戸時代の村の「掟」の
発生は, 未開社会と現代社会における「規範」を連続的に捉えるためのキーになるのでは
なかろうか.
石部雅亮 (13) を拾い読みしてみると,「ヴェーバーは, 習俗 (Sitte), 習律 (Konvention)

と法との間はきわめて流動的であり相互に移行しあうものととらえられている. 習俗とい
うのは, 習慣や無反省の模倣に基づく行為の事実上の規則性である. このような段階から,
やがてそれは諒解 (Einverständenisse)に基づく共同社会行為に進み, 一定の習慣となった
行為が拘束力をもつという観念が成立するにいたる. 」「習俗, 習律から法への移行は, 法
規範の成立の道の一つであり, とくにそこには伝統の力が強く作用しているとみられる. .
. . ヴェーバーにとって, 法形成の主体は個人であって, 民族のような超個人的有機体では
ない. . . . このように個人の創意から新しい内容の共同社会行為,したがって諒解が成立
するが, それが永続的なものとなりうるかどうかは, また外的な生活条件に適合している
かどうかにかかっている. 」とある. ここには意識されていないにしろ, 法規範の成立, 発
展が共同体個々人をプレーヤーとする進化ゲーム論的に分析, 理解し得るという可能性を
示唆しているように思われる.
それでは, 何故に「村八分」はサンクションとして強力なのであろうか. 仲間はずれに
する者と, された者が互いに「制裁する」,「制裁された」, という共通の意識を持ってい
なければ「村八分」は「制裁」として機能しないであろう. ここで, 土居健郎の「甘えの
構造」がひとつの示唆を与えているように思われる. 土居は「「甘え」とは一体感を求める
ことである」(14)と述べている. 一体感を求めようとする相手を拒絶すること, あるいは
拒絶されるのではないだろうか, と思い, 思わせること,は双方にとって,「制裁された」,
「制裁する」という共通了解が生れる基盤であるように思われる. 結局,「村八分」と「甘
えの構造」は表裏一体となって相互に補完し強め合っているのではないだろうか. である
からこそ,「村八分」と「甘え」とは日本人の社会慣習の中に根強く残っているのである.
「甘え」は母子関係を基礎にしていることは明白であるから, 万国共通どの民族におい
ても観察されるであろうという考え方もあるが, 日本における社会関係の中での「甘え」
はやはり一種独特のものがある.

12川島武宣編『法社会学講座 9, 歴史・文化と法 1』岩波書店「第 3節 (千葉正士) 未開社会におけるサン
クションの諸形態」(1973), 48頁 - 49頁.

13川島武宣編『法社会学講座 7, 社会と法 1』岩波書店「第 2節 (石部雅亮)ヴエーバーの理論」(1973), 85
頁ー 86頁.

14大塚久雄, 川島武宣, 土居健郎: 『「甘え」と社会科学』弘文堂選書 (1976), 55頁.
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たとえば, 斎藤 (15)によると, 友人関係において, 相互に何かをしてあげた,してもらっ
た (一種の「甘え」) の認識は日米で相当に違う, との実証研究がある. 彼によると (同, 2
頁) , 日本の学生は「お互いがお互いの行動をモニターし , それに合わせた行動を心がける
結果として, 関係性内の人々は自分たちの関係性について共通した認識を有する」のに対
してアメリカ文化では (日本文化と比較した場合) , 互いの行動をモニターする程度は低
く, 従って, 関係性内の人々が自分たちの関係性について共通認識を有する傾向は小さくな
る」と述べている.

式 (9.1)と式 (9.2) の証明.

Y = (Y1, Y2, . . .) は独立同分布確率変数列であるから, τD(Y ) の分布は幾何分布

Prob(τD(Y ) = k) = (1− ε)εk−1, k = 1, 2, . . . .

である. いま, X1 を Trigger 戦略, Y を日和見戦略とするとき,

U(X1, Y) = E

[ ∞∑

n=1

u(Xn, Yn)δn−1
]

= E

[ τD(Y )−1∑

n=1

u(Xn, Yn)δn−1
]

+ E[ u(XτD(Y ), YτD(Y ))δ
τD(Y )−1 ]

+ E

[ ∞∑

n=τD(Y )+1

u(Xn, Yn)δn−1
]

≡ I + II + III

とおく. ここで,

E[δτD(Y )−1] =
∞∑

k=1

δk−1(1− ε)εk−1 =
1− ε

1− εδ

であるから, Trigger 戦略の定義と τD(Y ) の定義 (意味) から

I = R E

[ τD(Y )−1∑

n=1

δn−1
]

= R
1−E[ δτD(Y )−1 ]

1− δ
=

R

1− δ

(
1− 1− ε

1− εδ

)

=
εR

1− εδ
.

II = SE[ δτD(Y )−1 ] =
1− ε

1− εδ
S.

III = E

[ ∞∑

τD(Y )+1

u(Xn, Yn)δn−1
]

=
∞∑

k=1

E

[ ∞∑

n=k+1

u(Xn, Yn)δn−1 ; τD(Y ) = k

]

=
∞∑

k=1

∞∑

n=k+1

(εT + (1− ε)P )δn−1(1− ε)εk−1

=
δ(1− ε)

(1− δ)(1− εδ)
(εT + (1− ε)P ).

15斎藤耕太,「文化と互恵性」平成 15年度 (2003)人間・環境学研究科修士論文
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が得られる. これらを合わせて, (9.1)式

U(X1, Y) = I + II + III

=
ε

1− εδ
R +

(1− ε)
1− εδ

S +
ε(1− ε)δ

(1− δ)(1− εδ)
T +

(1− ε)2δ
(1− δ)(1− εδ)

P

を得る.
TFT 戦略に対する同様の計算は少々難しい. 本質的に,「マルコフ性」よりも強い性質

である「強マルコフ性」を用いるからである. ただし , 今の場合は離散時間だから丁寧に
計算して行けばよい. まず, (Y1, Y2, . . .)が i.i.d.だから,

Prob(τ∗C(Y ) = n/τD(Y ) = k) = ε(1− ε)n−k−1

が得られる. ここで, Prob(A/B) は事象 B の下での, 事象 A の条件付確率を表す.
これによって,

E[δτ∗C(Y )−1] =
∞∑

k=1

E[δτ∗C(Y )−1/τD(Y ) = k](1− ε)εk−1

=
∞∑

k=1

∞∑

n=k+1

δn−1ε(1− ε)n−k−1(1− ε)εk−1

=
∞∑

k=1

∞∑

m=1

δm+k−1εk(1− ε)m

=
εδ

1− εδ

∞∑

m=1

δm−1(1− ε)m

=
δε(1− ε)

(1− εδ)(1− δ + εδ)

が得られる. 従って, いま, X2 を TFT 戦略, Y を日和見戦略とするとき,

U(X2, Y) = E

[ ∞∑

n=1

u(Xn, Yn)δn−1
]

= E

[ τD(Y )−1∑

n=1

u(Xn, Yn)δn−1
]

+ E[ u(XτD(Y ), YτD(Y ))δ
τD(Y )−1 ]

+ E

[ τ∗C(Y )−1∑

n=τD(Y )+1

u(Xn, Yn)δn−1
]

+ E[ u(Xτ∗C(Y ), Yτ∗C(Y ))δ
τ∗C(Y )−1 ]

+ E

[ ∞∑

n=τ∗C(Y )+1

u(Xn, Yn)δn−1
]

≡ I + II + III + IV + V

を個別に計算する. TFT 戦略の定義と τD(Y ), τ∗C(Y ) の定義 (意味)から I, IIは Trigger
戦略の場合と同じであるから,

I =
εR

1− εδ
, II =

1− ε

1− εδ
S.
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III, IV については,

III = P E

[ τ∗C(Y )−1∑

τD(Y )+1

δn−1
]

=
P

1− δ
E[ δτD(Y ) − δτ∗C(Y )−1 ]

=
P

1− δ

((1− ε)δ
1− εδ

− ε(1− ε)δ
(1− εδ)(1− δ + εδ)

)

=
(1− ε)2δ

(1− εδ)(1− δ + εδ)
P,

IV = T E[ δτ∗C(Y )−1 ] =
(1− ε)εδ

(1− εδ)(1− δ + εδ)
T.

V については少々注意が必要である. Trigger の場合とは決定的に異なる変形が必要で
ある. つまり, マルコフ時間 τ∗C(Y )だけシフトした後に始まる部分ゲームの概念が必要で
ある. 厳密な定義については [197] を参照されたい. (直観的に理解することは可能)

V = E

[ ∞∑

n=τ∗C(Y )+1

u(Xn, Yn)δn−1
]

= E

[ ∞∑

k=1

u(Xτ∗C(Y )+k, Yτ∗C(Y )+k)δ
τ∗C(Y )+k−1

]

= E

[
δτ∗C(Y )

∞∑

k=1

u((θτ∗C(Y )X)k, (θτ∗C(Y )Y )k)δk−1
]

= U(X2, Y)E[ δτ∗C(Y ) ]

= U(X2, Y)
ε(1− ε)δ2

(1− εδ)(1− δ + εδ)

を得る. 従って,
U(X2, Y) = I + II + III + IV + V

において, V の中に U(X2, Y) を含むから, 上記の方程式を U(X2, Y) について解くと
(9.2)式が得られる.

(Y, Y′) を二つの独立同分布の見極め戦略とした場合, U(Y, Y′) の計算は容易で

U(Y, Y′) =
ε2

1− δ
R +

ε(1− ε)
1− δ

T +
ε(1− ε)
1− δ

S +
(1− ε)2

1− δ
P

となる.
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§10. 繰り返し囚人のジレンマ (マルコフ連鎖として)

混合戦略のところですでにふれたように, 1回のゲームで混合戦略をとる,ということの
意味は混合戦略セットをひとつの確率変数とみなしたとき, 独立同分布な確率変数列に関
する強大数の法則より, 多数回の試行の算術平均が確率 1で 1回の混合戦略セットの平均
に収束する, という確率論における有名な定理によって基礎づけられている. しかしなが
ら, くり返しゲームにおいては, 各回の戦略セット (確率変数) が独立ではなく, 例えば前
回の相手の戦略によって次回の自分の戦略を変える, ということを定式化しようとすれば
より一層明白に確率過程の概念が必要であることが理解されるであろう.

「確率過程」とは確率分布の時間的変化を考察する, ということだけではない. 例えば,
平均 0, 分散 t > 0が時間を表すとして, 正規分布

p(t, x) =
1√
2πt

exp(−x2

2t
)

を考えてみよう. 容易に分かるようにグラフは, 時間 tが小さいときは山が高くなり, tが
0 に近づく時はいわゆるディラックのデルタ関数に測度の意味で近づくが, ディラックの
デルタ関数は普通の意味の関数ではないので, 関数の意味では原点を除いて 0に各点収束
する. 一方, tが無限大に近づくときは山はどんどんなだらかになって, 直線上の一様分布
に近づくが全測度は 1 に保たれたままなので, 測度の意味では収束しないが, 恒等的に 0
という関数に一様収束する. p(t, x) の確率分布としての興味はこの程度である. なお, 確
率論では, 個別の現象は確率的にしか理解できないから, 確率過程は全体的平均量しか表
現していない, と思われがちであるが, それは正しくない.
確率過程 {X(t, ω) ; 0 ≤ t < +∞, ω ∈ Ω}において ω =根元事象を固定して X(t, ω) を

t の関数として考えた時, sample (見本, 標本) または sample function (見本関数, 標本関
数)といい,これが個別の行動を表している. そして, 例えば tを無限大にした時に, 確率 1
で標本が一定の性質を持つということが証明された場合は個別の状態は全体の性質でもあ
ることになる (ミクロ・マクロの相互関係) . ただし , モデルによっては見本関数が何を表
すか明確でない場合もある. 多くのモデルでは各 1回の実験データの系列が見本関数であ
る. つまり, 確率モデルとは, 確率変数 (random variables)で何かを表現すること. 確率変
数はコルモゴロフの公理系によって, 数学的に厳密に定義された概念である (主観確率で
はない). すなわち, ある確率空間 ( 予め適当に定めておく) Ωから状態空間 (State Space)
S への可測写像 (measurable map)である. マルコフ連鎖を考える場合は可測性の議論は
必要ないので省略する. 写像であるから, Ω 3 ω に対して, S 3 X(ω) が定義されている.
この X(ω) を X の実現値という, 普通の関数の場合 f と f(x) を混同して使うが厳密に
は f は関数自身を表し , f(x) はこの関数の, 点 x に於ける値 (この場合, 実現値とは言わ
ないが)を表す. 確率変数 X と X(ω)の関係は普通の関数 f と f(x)の関係と同じことで
ある.

注意: いろいろな事象の確率は確率変数の分布と見なせるが, 確率分布を定めるだけで
は現象を表現したことにならない. 分布は同じでも確率変数としては違い得る.
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マルコフ連鎖を定義するために, 最小限度の数学的準備をしておく.

定義 10.1. 確率過程 (stochastic process)({Xt; t ∈ T}, または {X(t) ; t ∈ T} で表す. )
とは, 空でない任意の集合 T をパラメーター空間として持つ確率変数の族 (family)であ
る. つまり, 各 t ∈ T を固定する毎に, Xt または X(t)が確率変数であることを意味する.
特に T = 自然数ないし整数の時には, 確率変数列という. T が 1次元ユークリッド空間
(の一部) でない時は, 確率場 (stochastic field)という言葉も使う.

マルコフ連鎖 (Markov Chain) についての original 論文は
A. A. Markov; Extension of the law of large numbers to dependent variables. (in Russian)
Izv. Fiz-Mat. Obsc. pri Kazansk. Univ. (2 Ser. )vol. 15, no. 4(1906), pp. 135-156.
— ; Investigations of general experiments connected by a Markov chain. Zap. Akad.
Nauk Fix. Mat. Otdel. VIII Ser. 25-3(1910). (in Russian) Collected Works, Izd. Akad.
Nauk SSSR, 1951, pp. 465-509.
注意: マルコフ過程 (Markov process) とマルコフ連鎖 (Markov chain) の違い.

(1)数学辞典第 3版 1176頁:「状態空間 Sが可算集合であるような Markov過程をMarkov
連鎖と呼ぶ. 」
(2)J. L. Doob; Stochastic processes. Wiley series in Probability and Mathematical Statis-
tics (1953). Chapiter V. Sect. 1. Markov chains – definitions. “A Markov chain is defined
as a Markov process whose random variables can only assume values in a certain finite
or denumerably infinite set. ”

2, 3の確率論の有名な専門家に尋ねたところ, 彼らの間でも必ずしも定義は一定してい
ない. 時間が離散な場合をマルコフ連鎖と呼ぶ人は専門家の中にも多い.
有限マルコフ連鎖 (finite Markov chain) の「有限」は状態空間 S が有限集合の場合に

用いる. 以下簡単のために状態空間 Sが有限集合の場合を考える.

S = {s1, s2, . . . , sN}

とする. 数学上は可算無限集合であっても定義の部分はそのまま成立する. しかし , 以下に
述べる定理については, 有限集合の場合と無限集合の場合は大いに異なる場合もある.

定義 10.2. 事象 B が与えられた時の, 事象 A の条件付き確率

Prob(A/B) =
Prob(A

⋂
B)

Prob(B)
.

定義 10.3. {Xn ; n = 0, 1, 2, . . .} が独立確率変数列であるとは, 任意の n = 1, 2, 3, . . .

任意の s0, . . . , sn, に対して,

Prob(Xn = sn/X0 = s0, . . . , Xn−1 = sn−1) = Prob(Xn = sn)

が成立する時をいう.
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定義 10.4. {Xn ; n = 0, 1, 2, . . .} がマルコフ連鎖であるとは, 任意の n = 1, 2, 3, . . . 任
意の s0, . . . , sn に対して,

(10.1) Prob(Xn = sn/X0 = s0, . . . , Xn−1 = sn−1) = Prob(Xn = sn/Xn−1 = sn−1)

が成立する時をいう. (10.1) をマルコフ性 (Markov property)という.

定義 10.5.

Prob(Xn = j/Xn−1 = i) = P
(n)
i,j , P (n) = (P (n)

i,j ), n = 1, 2, . . .

P (n) をステップ n− 1 における推移確率行列 (transition probability matrix) という. 定
義から, P (n) は, 状態空間 S の要素の数を N とすると, N 次正方行列である.

定理 10.1. マルコフ連鎖は n = 1, 2, . . . に対する推移確率行列 P (n) と, 初期分布

Prob(X0 = i) = µi i = s1, . . . , sN

によって一意に定まる. (確率空間が一意に定まる, という意味ではない. 確率法則, すな
わち任意の有限次元結合分布が一致する場合に 2つの確率過程は同じとみなす. )

注意: 有限状態空間を持つ任意の確率変数列 {Xn ; n = 0, 1, 2, . . .} に対して,

Prob(Xn = j/Xn−1 = i) = P
(n)
i,j , P (n) = (P (n)

i,j ) n = 1, 2, . . .

を定義することは出来るが,これらと初期分布とだけでは確率法則は定まらない. 3次元以
上の結合分布に関する情報がないからである. マルコフ性を仮定した場合は, 3次元以上の
結合分布が 2次元結合分布から決定出来ることを意味する. ちなみに, 独立確率変数列の
確率法則は 1次元分布から決定できる.

定義 10.6. P (n) が nに依存しない時, 時間的に一様なマルコフ連鎖という. 多くの教科
書では, いちいち断らなければ時間的一様性ははじめから仮定することが多い.

さて, くり返しのあるゲームを我々の立場で定式化すると次のようになる. 第 k 回目の
ゲームにおける戦略セットを ~Xk = (X1,k, . . . , Xn,k) とする (n はプレーヤーの数). ここ
で, 任意有限次元の確率法則を定めると確率過程 { ~Xk ; k = 1, 2, . . .} が定まって, くり返
しのあるゲームがひとつ定式化されたことになる. 現実のゲームはその実現値である. 特
に, 前回の相手の戦略だけを考慮に入れて次回の戦略を決めるのであれば , この確率過程
は離散時間のマルコフ過程となる. さらに, 各自の戦略集合が有限集合であれば , マルコフ
連鎖であり, その規則が時間に依存しなければ, 時間的に一様なマルコフ連鎖となる. 時間
的に一様なマルコフ連鎖については数学的によく研究されている. ここで必要なことだけ
を述べておく.
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定理 10.2.
(i)有限状態を持つ既約エルゴード的マルコフ連鎖は唯一の定常分布 ~µ ∈ P(S(n)) を持つ.
(ii)この時,

∀i , lim
T→+∞

1
T

ui( ~XT ) =
∫

S(n)
ui(s1, . . . , sn) d~µ(s1, . . . , sn)

が確率 1で成り立つ (強大数の法則).

マルコフ連鎖で定式化出来る, よく知られたくり返しゲームは Tit for Tat (TFT) と呼
ばれる戦略である. これはしっぺ返し戦略またはオウム返し戦略と訳されている. 言葉通
り, 相手が協力してくれれば, 次回は自分も協力し , 相手が裏切れば, 次回は自分も裏切り
戦略を選ぶのである. ただし , 最初は無条件に協力を選ぶ (初期分布). アクセルロッドは
コンピュータシミュレーションによってさまざまな戦略の中で, TFT 戦略が平均的に極め
て優れた戦略であることを示して以来一躍有名になった (戦略としては以前からよく知ら
れていた). ただ,この戦略の難点はノイズに弱いことである. つまり, 相手も TFT 戦略を
採用しているとして, 相手の協力戦略を誤って裏切りと誤解すると, 次回は裏切り返し , そ
れを見た相手も次次回裏切る, . . .つまり, お互いに裏切り続ける, という悲惨な結果にな
る. 小さな誤解が取り返しのつかない悲劇を生むことになる点, 徹底した TFTはあまりお
すすめ出来ない. イスラエルとパレスティナの関係を見ればわかるであろう. その改良版
として TF2T つまり 2回続けて裏切られたら, 次回から裏切り返すが 1回なら許す, とい
う戦略等々確率変数としての独立性の仮定をはずすといろいろな可能性が出てくる. TFT
は定義からマルコフ連鎖であるが, TF2Tは 2重マルコフと呼ばれる確率過程になる. 2戦
略の場合, M. Nowak ([84])が時間的に一様なマルコフ連鎖 (つまり, 前回相手が協力して
くれたか裏切ったかによって次回自分が協力する確率を変える) の場合の囚人のジレンマ
のくり返しゲームについて詳細に分析している. 以下に概略を紹介しよう.

純粋戦略は S = (C,D) の 2点集合である. Zn = (Xn, Yn) ; n = 0, 1, . . . は S × S の値
を取る時間的に一様なマルコフ連鎖とする. 従って, 推移確率行列は 4次の行列で表され
る. 各状態は (C, C), (C, D), (D, C), (D, D)の順に並んでいるものとする. ここで, 例えば
Zn(ω) = (C, D) は根元事象 ω (実現値) において, n 回目にプレーヤー Aが戦略 C を出
し ,プレーヤー Bが戦略 D を出したことを意味する. この時推移確率行列 P が次式で与
えられているとする.

P =




pp′ p(1− p′) (1− p)p′ (1− p)(1− p′)
qp′ q(1− p′) (1− q)p′ (1− q)(1− p′)
pq′ p(1− q′) (1− p)q′ (1− p)(1− q′)
qq′ q(1− q′) (1− q)q′ (1− q)(1− q′)


 .

ここで, p または q はプレーヤー B が直前にそれぞれ C または D を出した時, プレー
ヤ A が C を出す条件付き確率である (D を出す条件付き確率はそれぞれ (1 − p)およ
び (1− q)). プレーヤー Bに対しても同様にプレーヤ A の直前の手によって C を出す条
件付き確率をそれぞれ p′ または q′ とする. その上で互いに独立に戦略を決める. 従って,
例えば第 1行第 1列成分は直前に A, B 共に C だった時, 次に A, B 共に C を出す条件
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付き確率を表している. また, 初期分布は次のような場合に限る. すなわち, A, B は互い
に独立に C をそれぞれ確率 y , y′ で出すものとする. 従って, 独立性から初期分布は

π0 = (yy′, y(1− y′), (1− y)y′, (1− y)(1− y′))

と表される. このとき,プレーヤー Aの戦略とは 3次元ベクトル (y, p, q), 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤
p ≤ 1, 0 ≤ q ≤ 1 をひとつ決めることである. 例えば上で述べた TFT は (1, 1, 0) で表さ
れる. また, 相手の手の如何に関わらず最初から最後まで C を出す戦略は (1, 1, 1)で表さ
れる (この戦略を All Cと記す). また, 相手の手の如何に関わらず最初から最後まで D を
出す戦略は (0, 0, 0) で表される (この戦略を All D と記す). 残念ながら TF2T は単純マ
ルコフ過程ではないから, この定式化では表されない.
では, 利得関数はどう表されるのであろうか. 戦略 C,D に対しては囚人のジレンマを
仮定しているから, 利得関数は

f(C,C) = R, f(C, D) = S, f(D, C) = T, f(D,D) = P,

T > R > P > S, R > (S + T )/2

である. しかし ,プレーヤー Aとプレーヤー Bの戦略は独立ではないし , 1回毎に分布は異
なる. 従って,プレーヤー Aが戦略 ~a = (y, p, q)を取り,プレーヤー Bが戦略~b = (y′, p′, q′)
を取った時のプレーヤー A の利得 u(~a,~b) は最終的に無限に時間をかけて安定した (もし
実現し得るならば) 時の利得とする, すなわち,

(10.2) u(~a,~b) = lim
n→ Eπ0 [f(Xn, Yn)]

である. ここで, Eπ0 [·]は初期分布 π0 と推移確率行列によって一意に決まったマルコフ連
鎖 Zn ; n = 0, 1, 2, . . . の分布による平均である. この極限が存在しない時は, マルコフ過
程が周期的な場合であるから, いわゆる算術平均をとれば (非周期的な場合も含めて) 極限
が存在して定義可能である. すなわち,

(10.3) u(~a,~b) = lim
n→

1
n

n∑

k=1

Eπ0 [f(Xk, Yk)].

で定義する.
有限マルコフ連鎖の一般論より, このマルコフ連鎖が既約 (従って正再帰) , 非周期的で

あれば (10.2) の極限は, 初期分布に依存せず推移確率行列によってのみ一意に決まる定常
分布による積分で表される. すなわち,

r = p− q, r′ = p′ − q′, s =
q′r + q

1− rr′
, s′ =

qr′ + q′

1− rr′

とおくと,
(i) Case I; |rr′| < 1. この時, マルコフ過程は既約, 非周期的であって, 定常分布は

π = (ss′, s(1− s′), (1− s)s′, (1− s)(1− s′))
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である. 従って,

u(~a,~b) = Rss′ + Ss(1− s′) + T (1− s)s′ + P (1− s)(1− s′)

= (R− S − T + P )ss′ − (P − S)s + (T − P )s′ + P.

となって, 当然初期分布のパラメーター y, y′ には依存しない.
(ii) Case II; r = r′ = 1. この時,マルコフ過程は状態 (C, C)と (D, D)がそれぞれ trapで,
(C,D), (D, C) の 2点がひとつの再帰類を作り,しかも周期は 2である. 従って, (10.3)は

u(~a,~b) = Ryy′ +
S + T

2
(y(1− y′) + y′(1− y)) + P (1− y)(1− y′)

= (R− S − T + P )yy′ +
S + T − 2P

2
(y + y′) + P.

(iii) Case III; r = r′ = −1. この時は, 再帰類が (C,C), (D, D) と (C, D), (C, D) の 2つ
できて, いずれも周期は 2である.

u(~a,~b) =
R + P

2
(yy′ + (1− y)(1− y′)) + Sy(1− y′) + T (1− y)y′.

(iv) Case IV; r = 1, r′ = −1. この時は, (C,C) から出発したマルコフ連鎖は (C, C) ⇒
(C,D) ⇒ (D, D) ⇒ (D, C) ⇒ (C, C) と順に回って行くから, 周期は 4でかつ

u(~a,~b) =
R + S + T + P

4

となる. Case II と III の場合だけは初期分布に依存する.
上記の枠組みでもパラメーター (R, S, T, P, y, p, q) は結構多いので多くの場合分けが必

要であるが, Nowak の結論のいくつかを以下に紹介しておく.
(1) ESS は存在しない.
(2) TFT(~a = (1, 1, 0)) は被侵入不能戦略である. ただし , 戦略 ~a = (y, 1, 0), y < 1 はナッ
シュ均衡戦略ではない. (相手を信頼するならば最初から信頼した方がよい.)
(3)被侵入不能戦略であるための必要条件は p = 1 である (協力に対しては必ず協力で返
すこと) . ただし , q (裏切られても協力するお人好し)は度が過ぎると (一定値を越えると)
より非協力な戦略が侵入可能.
以上の結果は上記の枠組みの中で可能なすべての戦略の中で議論したが, 最初から取り

得る戦略に制限を設けるとどうなるであろうか. ノイズによって, 確実には協力, 非協力が
返せない状況を考える. すなわち p, q に次のような制限を設ける.

ε > 0 を固定して ε ≤ p ≤ 1− ε, ε ≤ q ≤ 1− ε

とする. この時の結論の一部を紹介する.
(1)この枠内での All D=(0, ε, ε) は唯一の強ナッシュ均衡戦略である (従って, ESS ).
(2)この枠内の TFT =(1, 1− 2ε, ε)は

ε

2ε(1− r)
< q を満たす戦略に支配される. ここで,

プレーヤー i の戦略 νi ∈ P(Si)が戦略 ν ′i ∈ P(Si) を (弱) 支配するとは,

∀~µ, ui(~µ−i ; νi) ≥ ui(~µ−i ; ν ′i)
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が成立すること, ただし , 少なくともひとつの戦略に対しては真に不等号が成立する時を
いう.
少し悲観的結論ではある. 完全なる悪人はいないにしても性善説は所詮幻想に過ぎない

のかもしれない. しかし , いくつかの結論は R, S, T, P の値に依存するので,これらの値を
うまく決めてやるともう少しましな結論が導かれる. 希望を失ってはいけない.

繰り返し囚人のジレンマ・ゲームに関連する文献は [68], [69], [89], [182], [183], [196],
[217] 等文字通り山のようにあるが, ここで定式化した方法や目的, 解釈が異なるので詳細
は省略する.
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以下, 参考文献として最初にあげてあるものは主に,ゲーム理論, 進化ゲームに関する一
般的入門書ないし多少専門的な教科書およびゲーム理論的視点を生かした一般教養書で,
ゲーム理論を知っているとより興味がもてると感じた書物をあげてある (もちろん, 筆者
の目にとまったものに限られているが). その後にに分野別に纏めた文献は筆者が目にした
ゲーム理論関係の文献を本文とは一応無関係に集めた. ゲーム理論が多方面の分野に応用
されている様子がこの文献表からも感じられるであろう.
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