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1 knot の Vassiliev invariant

この章では Birman-Lin[3]に従って，Vassiliev 不変量について解説する．

1.1 Vassiliev invariant

Definition 1.1. Abelian group (実数や複素数のときもある) に値をとる knot in-

variant v が与えられたとき, 次の式で singular knot の invariantに拡張できる.

v
(
�
��3
Q

QQk r
)

= v
(
�
��3
Q

Qk
)
− v

(
Q
QQk �3
�

)
. (1)

ここで singular knotとは S1 の R3 への immersionで singularityは transversalな

double point のみのものをいう.

図 1: : singular knot

singular knot は flat vertex graph として取り扱う. つまり, vertex には局所的に

diskが張られていると考え，disk を保つ ambient isotopyで移りあうとき，同値で

あると定義する．同じ vertexに接続している edge の順を入れ替えることは出来な

い．
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6≈

Kn を n 個の double points を持つ singular knot とする. knot invariant v が

v(Kn) = 0 (n > i) (2)

を満たし，v(K i) 6= 0となる K i が存在するとき, v を order iの Vassiliev invariant

と呼び, vi と書く.

knot invariantが finite typeであるとは 　ある自然数mが存在して,その invariant

が order m の Vassiliev invariant であることを意味する.

Remark 1.2. 実数に値をとる（ R-valued ）order i 以下の Vassiliev invariant 全

体はベクトル空間をなす.

Definition 1.3. K を knot, Dを crossingが n+1個以上の K の diagramとする.

また, C を n+1 個の D の crossingの集合とし , X を C の部分集合とする．DX で

X に含まれる crossing で crossing changeして D から得られる diagram を意味す

る. knot invariant v が次の式を満たすとき, v を order n 以下の Vassiliev invariant

という. ここで 　]X は X の元の個数をあらわす．

∑
X⊂C

(−1)]Xv(DX) = 0. (3)

Proposition 1.4. Definition 1.1 と Definition 1.3 は同値である.

Sketch proof. (n = 2 のときの証明)

K
(
�
��3
Q
QQk r

�
��3
Q
QQk r

�
��3
Q
QQk r

)
は 　３つの double point を持つ singular knot であり，各

double pointは局所的な状態を表しているものとする．Definition 1.1 より次の式が

得られる．
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v(K
(
�
��3
Q
QQk r

�
��3
Q
QQk r

�
��3
Q

QQk r
)
)

(1)
= v(K

(
�
��3
Q

Qk
�
��3
Q
QQk r

�
��3
Q

QQk r
)
)− v(K

(
Q

QQk �3
� �

��3
Q
QQk r

�
��3
Q
QQk r

)
)

= v(K
(
�
��3
Q

Qk
�
��3
Q

Qk
�
��3
Q

Qk
)
)− v(K

(
�
��3
Q

Qk
�
��3
Q

Qk
Q
QQk �3
�

)
)

−v(K
(
�
��3
Q

Qk
Q
QQk �3
� �

��3
Q

Qk
)
) + v(K

(
�
��3
Q

Qk
Q
QQk �3
� Q

QQk �3
�

)
)

−v(K
(

Q
QQk �3
� �

��3
Q

Qk
�
��3
Q

Qk
)
) + v(K

(
Q
QQk �3
� �

��3
Q

Qk
Q

QQk �3
�

)
)

+v(K
(

Q
QQk �3
� Q

QQk �3
� �

��3
Q

Qk
)
)− v(K

(
Q
QQk �3
� Q

QQk �3
� Q

QQk �3
�

)
).

v を order 2 の Vassiliev invariant とすると v(K
(
�
��3
Q

QQk r
�
��3
Q
QQk r

�
��3
Q
QQk r

)
) = 0.

ここで, K
(
�
��3
Q

Qk
�
��3
Q

Qk
�
��3
Q

Qk
)
は各 double pointを図の crossingに置き換えた knot

を意味している．これをDefinition 1.3の K とし , C を 図の３つの crossingの集合

とすると (3)が得られる. 逆に (3)が成立していると上記の逆をたどると Definition

1.1 の (2)が得られることになる.

Theorem 1.5 (Birman-Lin[3], Birman[2], · · · ).
Qq を K の quantum group invariant とする.

Px(K) =
∑∞

i=0 Ui(K)xi を Qq(K) に q = ex を代入して ex を Taylor 展開して得

られる巾級数とする. このとき xi の係数 Ui(K) は i = 0 のときに 1, i ≥ 1 のと

きは order iの Vassiliev invariant である. ここで 　quantum group invariant とは

braid group の R-matrix 表現の trace として得られる knot invariant のことであり，

Jones, HOMFLY, Kauffman polynomialなどはすべて quantum group invariant で

ある．

Example 1.6. Jones polynomialについて上の定理を確かめてみる.

t−1V
�
��3
Q

Qk (t)− tV
Q

QQk �3
�

(t) = (
√

t− 1√
t
)VHY �*
� H

(t).
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まず, (1)により, singular knot の invariantに拡張する. (1) 式と

V
�
��3
Q

Qk (t) = t2V
Q

QQk �3
�

(t) + (t3/2 − t1/2)VHY �*
� H

(t)

により,

V
�
��3
Q
QQk r (t) = (t2 − 1)V

Q
QQk �3
�

(t) + (t3/2 − t1/2)VHY �*
� H

(t).

V
�
��3
Q

QQk r (t) は double point を１つもつ singular knot の Jones polynomial をあらわ

す．ここでKj
1···j を j 個の double point を持つ singular knotとする．1 · · · j は 各

double point をあらわしている. 次式が得られる.

VKj
1···j

(t) =
∑

σ

(t2 − 1)pσ(t3/2 − t1/2)qσVKσ(t). (4)

ここで, Kσ は j 個の double pointを (−)-crossingか smoothingしたものに置き換

えた link (diagram)であり, σ = (σ1 · · · σj) (σk = −1 or 0)で各 double pointをどち

らに置き換えたかの情報をあらわす．−1は (−)-crossingを 0は smoothingを意味

している．pσ は Kσ の (−)-crossing の数, qσ は Kσ の smoothingした交点の数で

ある.

ここで, t = ex とおき, VK(ex) = WK であらわす.

WKj
1···j

=
∑

σ

(e2x − 1)pσ(e3x/2 − ex/2)qσWKσ . (5)

ex の Taylor 展開により,

e2x − 1 = (2x) +
(2x)2

2!
+ · · · .

e3x/2 − ex/2 =

{
1 +

(
3

2
x

)
+

(
3
2
x
)2

2!
+ · · ·

}
−

{
1 +

(x

2

)
+

(
x
2

)2

2!
+ · · ·

}

= x +
1

2!

{(
3

2

)2

−
(

1

2

)2
}

x2 + · · · .
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式 (5)の右辺の最低次数は (2x)pσxqσ = 2pσxpσ+qσ より，pσ+qσ 以上である．pσ+qσ =

j より i < j のとき xi の係数は 0, いいかえると xi の係数は i < j となる j 個の

double pointを持つ singular knotに対しては 0, 即ち Definition 1.1を満たすことに

なる.

Jones polynomial に対しては V
(i)
K (1) (t で i 階微分したのち t = 1 を代入したも

の) も order i の Vassiliev invariant である.

1.2 Vassiliev invariant と [i]-configuration

Definition 1.1 にもとづいて order i の Vassiliev invariant を計算する. i個の

double point をもつ singular knot を Ki とする．

vi

(
K i+1

�
��3
Q

QQk r

)
= vi

(
Ki

�
��3
Q

Qk

)
− vi

(
K i

Q
QQk �3
�

)
= 0

であるから,

vi

(
Ki

�
��3
Q

Qk

)
= vi

(
Ki

Q
QQk �3
�

)
.

i 個の double point をもつ singular knot は crossing changeしても 　vi の値は変

わらない. よって, vi (K
i
· ) は Ki の埋め込みによらない. 言い換えると, vi の値は

singular knot を 4-valent graph としてみたときの graph の typeによって決まる.

Definition 1.7. [i]-configurationとは S1 上の 2i個の点を i個の対に分ける分け方

の指定である. S1 上の対となる点を i本の chordで結んだ graphを order iの chord

diagramと呼び，[i]-configurationを order iの chord diagramであらわす．singular
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knotを S1 の immersionと考え double pointの preimageの点を対とみることによ

り，singular knot K i に対してある chord diagram を対応させる.

図 2: : order 4 の chord diagram

例えば,図３の singular knotは crossing changeで移り合うので同じ [2]-configuration

を持つ.

図 3: : 同じ [2]-configuration を持つ singular knot

←→

↗↙↖↘

Definition 1.8. [i]-configurationが inadmissibleであるとは 　その [i]-configuration

をあらわす chord diagramにおいて他の chord と交わらない chordが存在すること

である. また inadmissible でないとき admissible [i]-configuration と呼ぶ．
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図 4: : inadmissible configuration

⇐⇒

他の chordと交わらない chordは singular knotの cut-vertexとなるような double

point に対応させることができる. またこのような singular knot を inadmissible

[i]-configurationに対応する good model という.

Definition 1.1 (1) により, inadmissible [i]-configuration に対応する good model

の Vassiliev invariantは 0 である.

Definition 1.9 (initial data).

以下の２つを order i の Vassiliev invariant vi に対する initial data という.

(1) 任意の自然数 k に対して vk(±°
²¯

) = 0, ここで ±°
²¯
は trivial knot.

(2) 2 ≤ j ≤ i に対する admissible [j]-configuration を持つ singular knot (model

graphと呼ぶ) Kj の vi の値.

同じ configuration を持つ singular knot は crossing change によってうつりあう.

よって Definition 1.1 (1), (2) と initial dataにより, vi(K)は決定できる. 実際には

次のような resolution tree を考え計算する．

・左に下る (↙)：crossing change (同じ [i]-configuration を持つmodel graph に

なるように)

7



K↘
double point 1 つ

↙
K ′
↘↙

↙···↙

↙
↙···↙

↘
double point 2 つ

↘↙···↙

図 5: : resolution tree

・右に下る (↘)：��
�3
Q

Qk , Q
QQk �3
� → �

��3
Q

QQk r (double pointが増える)

initial data の決定: model graphに対する vi の値は次のようにして決定される．

vi( )− vi( ) = ±{vi( )− vi( )}

= ±{vi( )− vi( )}.

Definition 1.1 (1) より, double point を crossing に変えると，上の関係式が成立

する. 符号は向きによって決まる．逆に上の関係式を満たせば initial dataとなり得

る．この関係式は triple pointをずらしたものと考えることができる．ここで, triple

point を１つ持つ singular knot とそれに対応する特別な configuration を考える.

〈j〉-configuration : [j − 2]-configuration + triple point

8



上図は triple point と chord diagram において triple point に対応する点をあら

わしている．triple point をずらすことにより，一般の singular knot と対応する

[j]-configurationが得られる．

上の６つの図が関係式の図に対応している．即ち，〈j〉-configuration と対応する

triple point をもつ特別な singular knotから関係式が得られることになる．

1.3 低い order の Vassiliev invariant

前節にもとづいて 　低い order の Vassiliev invariant を求めてみる.
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order 0

v
(
�
��3
Q

Qk
)
− v

(
Q
QQk �3
�

)
= v

(
�
��3
Q

QQk r
)

= 0

により, すべての knotが同じ値をとる.

order 1

[1]-configurationは であり model graph での値は v1( ) = 0

よって, resolution tree を考えることにより, この場合すべての knot が 0の値をと

る.

order 4 以下の Vassiliev invariantについて

admissible [j]-configuration (j ≤ 4)を全部持ってくる.

j = 4 のときは crossing change によらないので, model graph は要らない. よっ

て以下の７つの chord diagram を考えればよい. chord diagram の vi の値は 　その

chord diagram をもつ model graph の vi の値である．

図 6:
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j = 3, 2 のときは model graph も必要となる．

j = 3

j = 2

図 7:

図６の chord diagram の vi の値を順に x1～x7，図７の model graph の vi の値

を y1, y2, z1 とおく．まず x1～x7に関する式を initial data の満たすべき条件式から

導く．

すべての 〈4〉-configuration ([2]-configuration + triple point (３点の配置))を用意

する. 各 〈4〉-configurationから関係式が得られる．vi を省略してあらわすと次のよ

うになる．
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: −

= −

= −

x4 − x3 = 0− x2.

以下同様にして, 次の関係式が得られる．

: x5 − x7 = 0− x3.

: x4 − x3 = 0− x2.

: x3 − x5 = x2 − x6.

また, inadmissible [2]-configuration + triple pointから

12



: x6 − x5 = 0− x4.

: x2 − x3 = x1 − x2.

次に yi に関する関係式を求める．

〈3〉-configuration ([1]-configuration + triple point) を用意し , triple point を以下の

ようにずらしてできる singular knot を Φ1, . . . , Φ6 とする.

Φ1 Φ2 Φ3 Φ4 Φ5 Φ6

図 8: : singular knot Φ1, . . . , Φ6

13



よって, 満たすべき式は

v(Φ1)− v(Φ2) = v(Φ3)− v(Φ4)

= v(Φ5)− v(Φ6).

v(Φ3)− v(Φ4) + v(Φ6) = 0.

ここで, Φ4, Φ6は model graphであり, Φ3と Φ6は同じ configurationを持つ. よって

v(Φ3)− v(Φ6) = v( ) = x6.

従って,

2y1 − y2 + x6 = 0

が得られる.

結局 initial dataは 



x2 − x3 + x4 = 0.

x3 + x5 − x7 = 0.

x4 − x5 + x6 = 0.

x1 − 2x2 + x3 = 0.

−x2 + x3 − x5 + x6 = 0.

2y1 − y2 + x6 = 0.

を満たす. これを解くと
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x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7

y1

y2

z1




= a




−3

−2

−1

1

1

0

0

0

0

0




+ b




2

1

0

−1

0

1

0

0

1

0




+ c




1

1

1

0

0

0

1

0

0

0




+ d




0

0

0

0

0

0

0

1

2

0




+ e




0

0

0

0

0

0

0

0

0

1




とあらわされる. 以上の結果から order 2, 3, 4 の Vassiliev invariant を計算するた

めの initial data の表（actually table）を作ることができる．
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actually table ( Vassiliev invariant を計算する上での実用的な表)

order 2 j = 2 (1)

order 3

j = 3

(1) (2)

j = 2

(0)

16



order 4

j = 4

(−3, 2, 1) (−2, 1, 1) (−1, 0, 1) (1,−1, 0)

(1, 0, 0) (0, 1, 0) (0, 0, 1)

j = 3

(0, 0, 0) (0, 1, 0)

j = 2

(0, 0, 0)

17



例えば, K の order 3 の Vassiliev invariant v3(K)は actually table より

v3(K) = Av3( ) + Bv3( ) + Cv3( )

= (A + 2B)v3( )

となる.

order n 以下の Vassiliev invariant 全体はベクトル空間をなす. 上の計算よりその

次元は次のようになる.

order 0, 1 1 次元

order 2 2 次元

order 3 3 次元

order 4 6 次元

Vassiliev invariant を計算するための initial data を求めた．ここから 　具体的な

Vassiliev invariantの例について考えていく．よく知られている order nの Vassiliev

invariant として次の２つが挙げられる．

• an : Conway polynomial ∇(z) の zn の係数.

• V
(n)
K (1) : Jones polynomial の n階微分した後 t = 1 を代入したもの.

更に 　次の定理も知られている．

18



Theorem 1.10 (Bar-Natan[1],· · · ).
f , g を それぞれ order p, order q の Vassiliev invariantとする. このとき f ·g(K) =

f(K)g(K) で定義される f · g は order p + q 以下の Vassiliev invariant である.

order 4 までの Vassiliev invariant を実際の不変量を用いて具体的に求めてみる．

・order 2

order 2 以下の Vassiliev invariant の次元が（定数を含めて）2より，v2(K) = A +

Ba2(K) と書ける．即ち 　どんな order 2 の Vassiliev invariant v2 も定数A,Bを用

いて A + Ba2(K) の形をしており，具体的に knot や singular knot を K に代入す

ることにより，A, B が決まる.

v2( ) = A.

v2( ) = v2( )

= v2( )− v2( )

= −v2( ) + v2( )

= −A + v2( )

= −A + A + B

= B.

19



結局, 次のように書ける.

v2(K) = v2( ) + v2( )a2(K)

= v2( ) +





v2( )− v2( )





a2(K).

・order 3

v3(K) = A + Ba2(K) + CV
(3)
K (1).

v3( ) = A.

v3( ) = −v3( ) + v3( )

= −A + (A + B + 54C)

= B + 54C.

v3( ) = v3( )− v3( )

= A + B − 18C − (A + B + 54C)

= −72C.

20



よって B, C は次のように決まる.

C = − 1

72
v3( )

=
1

72
v3( )− 1

72
v3( ).

B = v3( )− 54C

= −v3( ) +
3

4
v3( ) +

1

4
v3( ).

order 4のときも v4(K) = A+Ba2(K)+CV
(3)
K (1)+Da2

2(K)+Ea4(K)+FV
(4)
K (1)

を用いて同様に計算できる.
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2 chord diagram と web diagram

singular knotに [i]-configurationを対応させ，[i]-configurationは order iの chord

diagram によってあらわされた．この章では chord diagram の一般化と Vassiiev

invariant の関係について述べる．詳しい証明等は Bar-Natan[1]と Ng-Stanford[21]

を参照のこと．

chord diagram singular knot

↔

Definition 2.1.

order i の chord diagram が生成する additive group において，図 9 のような関係

式を 4T-relation と呼ぶ．

図 9: : 4T-relation

=− −

4T-relationは前章の initial data の条件式に対応するものである．
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Definition 2.2.

rational Vassiliev invariant v (有理数に値をとるVassiliev invariant)に対して v(K1]K2) =

v(K1) + v(K2) が成立するとき v は additive であるという．ここで ] は connected

sum を意味する．

Theorem 2.3 (Bar-Natan[1], Gusarov[5], · · · ).
rational Vassiliev invariant 全体の集合は additive invariant によって生成される

algebra をなす.

更に 　次の Lemma 2.4も成立する．

Lemma 2.4 (Ng-Stanford[21]).

K を order n − 1 以下のすべての additive invariant が 0 であるような knot とす

る. このとき任意の order n の additive invariant v に対して

v(K) =
r∑

i=1

aiv(Di)

が成り立つ. ここで, ai は整数, Di は order n の chord diagram である.

Lemma 2.5 (Ng-Stanford[21]).

v を order n の additive invariant，C を order n の split chord diagram とすると

v(C) = 0 である．ここで, split chord diagram とは chord が互いに交わらない２つ

の部分に分れるような chord diagram である.

chord diagramの一般化である web diagramの概念が Bar-Natan[1]によって導入

された．

Definition 2.6.

order i の web diagram G とは 2i 個の vertex から成る trivalent graph である. G
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は subgraph として circle を持ち，external circle と呼ばれる．それ以外の部分は

internal graph と呼ばれる．

G = (external circle) ∪ (internal graph G′).

更に 　次の性質を満たす． 



・external circle のみに

orientationが付いている.

・各 vertexには接続する

edgeに cyclic orderが付いている.

web diagramの生成する additive groupにおいて 　図 10の関係式は STU-relation

と呼ばれる．

.

図 10: : STU-relation

= −

またこれは図 11 の IHX-relation, AS-relation と呼ばれる関係式を生成する.

An :
order n の chord diagramによって

生成される additive group

/

4T-relation
.
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.

: IHX-relation
= −

.

: AS-relation

図 11: : IHX,AS-relations

= −

Bn :
order n の web diagramによって

生成される additive group

/

STU-relation

とすると, chord diagramの web diagramへの inclusionがAnと Bnの同型を induce

する.

更に 　特別な種類の web diagramを定義する．

Definition 2.7 (Ng-Stanford[21]).

internal graph G′が standard n-treeに isomorphicな web diagram Gを one-branch

tree diagram と呼ぶ．ここで, standard n-tree とは図 12 の graph である.

次のように external circle 上の vertex に label をつける; standard n-tree の
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· · ·
n 0

n− 1n− 2 3 2 1

図 12: : standard n-tree

図 13: : one-branch tree diagram

branch 0に対応する vertexに label 0. 以下, external circleの orientationに従って

1, 2, . . . , n と label をつける.

G′ (standard n-tree) の branch i に対して external circle の vertex の label σ(i)

を対応させると n 次対称群 Sn の元 σ が得られる．逆に 　Sn の元 σ を与えると，

one-branch tree diagramが唯一つ決まる．以下 　one-branch tree diagramを σ ∈ Sn

を用いて Tσ であらわす．

one-branch tree diagramに関して 　次の結果が成立する．

Lemma 2.8 (Ng-Stanford[21]).

Bn は order n の split diagram と one-branch tree diagram で生成される.

Lemma 2.9 (Ng-Stanford[21]).

K と K ′ を order n − 1 以下のすべての additive invariant が等しい knot とし，v
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を order n の additive invariantとする．このとき

v(K)− v(K ′) =
∑
σ∈Sn

aσv(Tσ).

ここで, aσ は整数, Tσ は order n の one-branch tree diagram である.

order nの additive Vassiliev invariantは，order n− 1 以下の値を法とすると，本

質的に one-branch tree diagram の値によって決定されることになる．更に，one-

branch tree diagramが Cn-move と密接に関係していることが５章において解説さ

れる．
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3 n-trivial, n-similar と Vassiliev invariant

任意に自然数 nと knot K を与えたとき，order n 以下の Vassiliev invariantが K

と同じ結び目を構成することが本章の目標である．与えられた finite type invariant

が等しい knotは無限個存在するのである．

3.1 n-trivial と n-similar

Definition 3.1. Kを knot, K̃を Kの diagramとする．また A1, A2, . . . , Anを K̃の

crossingの（空でない）集合とする．以下の条件を満たすとき, K̃は {A1, A2, . . . , An}
に関して n-trivial diagram であるという.

(1) Ai ∩ Aj = ∅ (i 6= j).

(2) {A1, A2, . . . , An}の任意の（空でない）subfamilyの crossingで crossing change

すると, K̃ は trivial knot の diagramになる.

Example. 　821 の diagram 8̃21 において A1, A2, A3 を図 14 のような crossing の

集合とする．

A1

A2

A3

図 14: : 8̃21
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A1 で crossing change −→ trivial.

A2 で crossing change −→ trivial.

A3 で crossing change −→ trivial.

A1 ∪ A2 で crossing change −→ trivial.

A2 ∪ A3 で crossing change −→ trivial.

A3 ∪ A1 で crossing change −→ trivial.

A1 ∪ A2 ∪ A3 で crossing change −→ trivial.

{A1, A2, A3}の全ての subfamily で crossing change して,どれも trivial knot の

diagramになったので, 8̃21は {A1, A2, A3}に関して 3-trivial diagram である.

Definition 3.2. knot Kが n-trivial diagram を持ち, (n + 1)-trivial diagram を持

たないとき,

O(K) = n

とする. また, knot Kが任意の自然数 nに対して n-trivial diagram を持つときは,

O(K) = ∞と定義する.

結び目の n-trivialに関して次の結果が知られている．

Proposition 3.3 (M. Yamamoto[36]).

任意の knot は, 2-trivial diagram を持つ. つまり, O(K) ≥ 2 である.

Theorem 3.4 (Ohyama[22]).

任意に自然数 n(≥ 2) を与えたとき, n-trivial diagram を持つ non-trivial knot Kが

存在する.

また 　n-trivial と Conway polynomial の関係は次のようになる.

29



Theorem 3.5 (Ohyama[22], Ohyama-Ogushi[25]).

knot Kが n-trivial diagram を持つならば, Kの Conway polynomial ∇K(z)は次の

形になる.

(1) nが奇数のとき, ∇K(z) = 1 + an+1z
n+1 + · · · .

(2) nが偶数のとき, ∇K(z) = 1 + a′nzn + · · · (a′n:even).

Theorem 3.5を用いて Theorem 3.6が得られる．

Theorem 3.6 (Ohyama-Ogushi[25]).

任意に自然数 n(≥ 2)を与えたとき, O(K) = nとなる non-trivial knot が無限個存

在する.

Proof. Knを 図 15 のような knot とする. Knは {A1, A2, . . . , An}に対し , n-trivial

diagram. さらに, Knは変形すると alternating knotになることがわかる.

Kn :=

A1 A2 A3 An

図 15:

Knの Conway polynomialは次のようになる．

nが 3以上の奇数のとき, ∇Kn(z) = 1 + nzn+1 + · · ·+ nz2(n−1).

nが 2以上の偶数のとき, ∇Kn(z) = 1− 2zn + · · · − nx2(n−1).

よって, Theorem 3.5より, O(Kn) = n である.
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更に無限個構成することを考える．

K l
n :=

A1 A2 A3 An

l-full twist

図 16:

図16のK l
nは n-trivial diagram. ∇Kl

n
(z) = ∇Kn(z).よって, O(K l

n) = O(Kn) = n.

Kanenobu[9]により， K l
nの Jones polynomialは

VKl
n
(t) = (t2 − 1)(VKn(t)− 1)

l−1∑
i=0

(t−2i) + VKn(t).

VKn(t)の tの最大次数と最小次数の差は 3nであることも分かっているので, VKn(t) 6=
1である. よって, l < l′に対して, VKl

n
(t) 6= VKl′

n
(t). 従って, K l

n 6' K l′
n .

次に, n-trivial の一般化として, n-similar という概念を導入する.

Definition 3.7 (Taniyama[32]). Definition3.1において, あらかじめ knot Lを

与えておき, (2)の条件を”K̃ が Lの diagram になる”とかえる. このとき K̃ は

{A1, A2, . . . , An}に関して, knot Lに n-similar であるという.

Theorem 3.6 より次が得られる.

Corollary 3.8. 任意に knot Lと自然数 n(≥ 2)を与えたとき, Lに n-similar な

knot が無限個存在する.
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3.2 Lに n-similar な knot の Vassiliev invariant

K̃ を Lに n-similarな (oriented) knot diagram，{A1, A2, . . . , An}を n-similarの

条件を満たす crossingの集合から成る familyとする．また 　各AiをAi = {ci1, ci2, . . . , ciα(i)}
とおき, εij を crossing cijの 符号とする.

K
(

1 2 ··· k
i1 i2 ··· ik

)
で, K̃から次の操作で得られる singular knot を表す.

K̃において

c11 · · · c1i1−1

c21 · · · c2i2−1

...

ck1 · · · ckik−1





で crossing change,

c1i1

c2i2

...

ckik





で crossing を double

pointにする.

K̃の Vassiliev invariant の値をこれらの記号を用いて書き下すことを考える.

K̃の Vassiliev invariant を A1 を用いて計算する. K
(

1∞
)
を K から A1 のすべて

の crossing で crossing changeして 得られる knot とする．

K̃
c11−→ c12−→ · · · c1α(1)−→ K

(
1∞

) ∼ L

↘ ↘ ↘
K

(
1
1

)
K

(
1
2

)
K

(
1

α(1)

)

この図式より

v(K̃) = v(K
(

1∞
)
) +

α(1)∑
i=1

ε1iv(K
(

1
i

)
). (6)
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さらに, K
(

1
1

)
, K

(
1
2

)
, . . . , K

(
1

α(1)

)
の Vassiliev invariant を A2を用いて求める．

(1)式右辺 = v(K
(

1∞
)
) +

α(1)∑
i=1

ε1i



v(K

(
1 2
i ∞

)
) +

α(2)∑
j=1

ε2jv(K
(

1 2
i j

)
)





= v(K
(

1∞
)
) +

α(1)∑
i=1

ε1iv(K
(

1 2
i ∞

)
) +

α(1)∑
i=1

α(2)∑
j=1

ε1iε2jv(K
(

1 2
i j

)
).

また,

L ∼ K
(

2∞
) c11−→ c12−→ · · · c1α(1)−→ K

(
2 1∞ ∞

) ∼ L

↘ ↘ ↘
K

(
2 1
∞ 1

)
K

(
2 1
∞ 2

)
K

(
2 1
∞ α(1)

)

より,

v(K
(

2∞
)
) = v(K

(
2 1∞ ∞

)
) +

α(1)∑
i=1

ε1iv(K
(

2 1
∞ i

)
).

∴
α(1)∑
i=1

ε1iv(K
(

2 1
∞ i

)
) = 0.

よって,

v(K̃) = v(K
(

1∞
)
) +

α(1)∑
i=1

α(2)∑
j=1

ε1iε2jv(K
(

1 2
i j

)
).

この計算を繰り返していくと，次の Lemma 3.9 が得られる．（厳密には帰納法で

証明する）

Lemma 3.9 (Ohyama[23]).

Kが Lに n-similar であるならば, Kの order m の Vassiliev invariant は, 以下の

式で表される.

vm(K) = vm(L) +
∑

1 ≤ ij ≤ α(j)

j = 1, 2, . . . , n

ε1i1ε2i2 · · · εninvm(K
(

1 2 ··· n
i j ··· in

)
).
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K
(

1 2 ··· n
i j ··· in

)
が n個の double point を持つことより, m < nのとき,

vm(K
(

1 2 ··· n
i j ··· in

)
) = 0.

すなわち, Lに n-similar な knot Kの orderが n− 1 以下の Vassiliev invariantは,

Lと同じ値である. Corollary 3.8 より，次の Theorem 3.10が得られる．

Theorem 3.10 (Ohyama[23]).

任意の自然数 n と knot K を与えると, order n 以下のVassiliev invariant が K と

同じ knot が無限個存在する.

他の方法でも 　finite type invariantが等しい knotが構成されている．以下いく

つかの例をあげる．

Pk を k-string pure braid group，P n
k を Pk の n階 lower central seriesとする.

pure braid とは, 置換としては trivial な braid のことをいう. また, ある群Gの n

階 lower central series とは, 以下のように定義される.

G = G0, G1, · · · , Gn+1 = [G,Gn]

ただし , A,B ∈ Pkに対して, [A,B] = ABA−1B−1 である.

Theorem 3.11 (Stanford[31]).

Lと L′が 図 17 のように braid b ∈ P n
k だけ異なる knot とする. このとき, Lと L′

の order n以下の Vassiliev invariant が一致する.

Theorem 3.11 より，次が証明される．

Theorem 3.12 (Stanford[31]).

任意の knot Kと自然数 nに対して, order が n以下の Vassiliev invariant が Kと

一致する prime (non-split) alternating knot が無限個存在する.
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K = K =⇒ K ′ = b K

b ∈ P n
k

図 17:

←→
2-similar

A1
cc
##

A2 cc
##

図 18:

Corollary 3.13. braid index, minimal crossing number は finite type invariant で

はない.

Remark 3.14. Theorem3.11 も n-similar の概念を用いて証明できる (図 18 参照).

また 　以下のような結果も知られている．

Theorem 3.15 (Lin[12]).

Kを knot, K(m)でm回Kの untwisted doubleをとったものとする. K(m)の order

m + 1以下の Vassiliev invariant は, trivial knot のものと等しい.

Theorem 3.15は, 以下の Lemma 3.16 と Proposition 3.3からも得られる.
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Lemma 3.16 (Taniyama[32]).

Kを n-trivial diagram を持つ knot とする. Kの untwisted double は (n + 1)-trivial

diagram を持つ.

Theorem 3.15 の knotはすべて unknotting number 1 より，

Corollary 3.17. unknotting number も finite type invariant ではない.
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4 local move としての Cn-move

n-similarが生成する同値関係において同値な knotは order n−1以下のVassiliev

invariantが等しくなる．この逆も成立することが証明された（ [5]）．更に次のよう

な理想的な結果が Goussarov[6] と Habiro[8]によって独立に示されたのである．

Goussarov-Habiro Theorem.

２つの knot K と J が Cn+1-equivalent であるための必要十分条件は K と J の

order n 以下の Vassiliev invariantが一致することである．ここで 　２つの knotが

Cn+1-equivalent であるとは 　それらが Cn+1-move の有限回の操作で互いに移りあ

うことである．

この章では Cn-move を local move として説明し，Goussarov-Habiro Theorem

（以後 G-H Theorem と呼ぶ）の local move の立場からの証明の方針を簡単に解説

する．

4.1 Cn-move

Definition 4.1. tangleとは unit 3-ball B3に properに埋め込まれた arcの disjoint

union のこととし，tangle T が trivial であるとは B3内に proper に埋め込まれた

disk で T を含むものが存在することとする (すなわち, rational tangle).

local moveを以下の条件を満たす trivial tangleの pair (T1, T2)とする；∂T1 = ∂T2

であり, かつ T1の component t に対して, ∂t = ∂u となる T2の component uが存

在する.
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T1

←→

T2

local move

T1

←→

T2

これは, 上の定義では
local move ではない.

２つの local move (T1, T2), (U1, U2)が equivalent，(T1, T2) ∼= (U1, U2)，であると

は orientation preserving homeomorphism φ : B3 −→ B3 が存在して，φ(Ti)が Ui

と ambient isotopic rel. ∂B3 (i = 1, 2) となるときをいう．

２つの knot K1, K2が local move (T1, T2)によって relatedであるとは orientation

preserving embedding h : B3 −→ S3 が存在してKi ∩ h(B3) = h(Ti) (i = 1, 2)かつ

K1 − h(B3) = K2 − h(B3) となるときをいう．

←→

K1 K2

T1 T2

図 19:

Remark 4.2. ２つの knot K1, K2 が local move (T1, T2) によって related であり

(T1, T2) ∼= (U1, U2)ならば K1 と K2 は local move (U1, U2)によって relatedである.

Definition 4.3.

(1) (T1, T2) を local move とし , ∂t1 = ∂t2 となる arc ti ∈ Ti (i = 1, 2) を選ぶ．Ni

を N1 ∩ ∂B3 = N2 ∩ ∂B3 となる tiの regular neighborhood とする．

図 20 のような B2 × [0, 1]を考える．写像 ψiを

ψi : B2 × [0, 1] −→ Ni; homeomorphism
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: B2 × [0, 1]

α

図 20:

とする. ただし , ψi(B
2 × {0, 1}) = Ni ∩ ∂B3. ここで, ψ1(∂α) = ψ2(∂α).

((T1− t1)∪ψ1(α), (T2− t2)∪ψ2(α))を (T1, T2)の component t1, t2 に関する double

という. （簡単にいうと，local move の対応する arcを αに置き換える操作をその

local move の double ということになる．）

(2) C1-move を図 21 の local move と定義し , Ck-move の double を Ck+1-move と

定義する.

←→

図 21:

Example 4.4.

C2-move

←→ ∼= ∆-move
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C3-move

←→

←→

この 2つの C3-moveは, 一見異なるように見えるが，equivalent である.

Remark 4.5. 定義より, Cn-moveがいくつかの local move の族であることが分か

るが, すべての Cn-moveは図 36の C ′
n-moveひとつから生成できる (Habiro[7]).

C ′
n-move
←→

図 22:

local move (T1, T2)が Brunnian であるとは, 任意の t1 ∈ T1, t2 ∈ T2 (∂t1 = ∂t2)

に対して, T1 − t1が T2 − t2に B3内で ambient isotopic rel. ∂B3 であるときをいう.

Lemma 4.6. Cn-move は, Brunnian である.

Proof. C1-moveは, Brunnian，かつ Brunnian local moveの doubleは Brunnianに

なることにより示される.
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次の lemmaは前章の結果を用いて示すことができる．

Lemma 4.7. ２つの knot K と J が Cn+1-equivalent ならば K と J の order n 以

下の Vassiliev invariant は一致する．

Proof. Kが Cn+1-move 1回で Jに移るときを考えれば十分である.

T1 = t1 ∪ t2 ∪ · · · ∪ tn+2, T2 = u1 ∪ u2 ∪ · · · ∪ un+2 (∂tn+2 = ∂un+2)

とする. T1は trivial tangleなので, T1を含む embedded disk Dが存在する. (T1, T2)

が Brunnian であることより,

t1 ∪ t2 ∪ · · · ∪ tn+1 = u1 ∪ u2 ∪ · · · ∪ un+1

とできる．図 23 のようなD上の diagram を考える．

D上の diagram

K

t1

t2
t3

tn+1

tn+2 J

u1

u2

u3

un+1

un+2

図 23:

uiと un+2の crossing のうち, un+2が uiの over pass となっている crossing の集

合を Aiとする.すると A = {A1, A2, . . . , An+1}に関して Jは Kに (n + 1)-similar

となり，証明される.

4.2 G-H Theorem の証明の方針

Lemma 4.7 の逆を考える．まず Cn-move を link の band-sum と見なす.
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Definition 4.8. 図 24のように αを B3内に properに埋め込まれた arc，β を ∂B3

上の arc とし 　∂α = ∂β とする．2 component link α ∪ β を C1-link model (α, β)

と呼ぶ．

α

β

図 24:

Ck-link model (α, β)が定義されているとする．



α : B3内の k + 1本の arc,

β : ∂B3上の k + 1本の arc, ∂α = ∂β,

α ∪ β : k + 1 component link.




γ を α ∪ βの 1つの component，N を B3内の γの regular neighborhood，V を

図 25のような handlebody とし，V の底面を Dとおく．ψ(D) = N ∩ ∂B3 を満た

す orientation preserving homeomorphism ψ : V −→ Nを考える．

V =

β0

α0

図 25:
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このとき, Ck+1-link model を

((α− γ) ∪ ψ(α0), (β − γ) ∪ ψ(β0))

で定義する．また 　上の操作を Ck-link model (α, β)の γ に関する doubleと呼ぶ．

Example 4.9.

★ C1-move と

C1-link model C1-move
←→

↘ ↗

C1-link model

★ C2-move と

C2-link model C2-move
←→

⇓ 以下の move と equivalent.

←→

↘ ↗

C2-link model

43



example のように２つの kont K と Lが Cn-move (T1, T2)によって relatedであ

るなら, Kは, Lとある Cn-link model の band sum で表される. さらに, Cn-move

の inverseも Cn-moveなので, Lも, KとあるCn-link modelの band sumで表され

る. よって, 次の Lemmaが成り立つ.

Lemma 4.10. Kと Jが Cn-equivalent ならば, JはKといくつかの Cn-link model

の band sum で表される.

J =

K

link model

link model

図 26:

Lemma 4.11. JをKと Ck-link model の band sum とするとき, Ck-link model の

band と knot の一部分の arc との crossing change は, Ck+1-move で実現される.

Sketch proof. k = 1のとき,

←→

この moveは, C2-move そのもの. 後は, k に関する帰納法で証明する.
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knot 全体の集合を K と表すことにすると, K/Cn-equiv. は群になる. 以下でその

ことを確認する.

knot K を任意に選ぶ. C2-move と ∆-moveは local move として equivalent なの

で, K は trivial knot と C2-equivalent である.

K −−−−→
C2-move

−−−−→
C2-move

· · · −−−−→
C2-move

±°
²¯

.

上のことと Lemma 4.10より, trivial knot をKとある C2-link model との band

sumの形に表す． Lemma 4.11 より, C3-moveで C2-link modelの bandを自由に滑

らせることができ,

K

︸ ︷︷ ︸
trivial knot

C3-moves
K

︸ ︷︷ ︸
K#K2

K2

'

&

$

%

図 27:

trivial knot と C3-equivalent な knot K#K2 が得られる. すなわち,

K#K2 −−−−→
C3-move

−−−−→
C3-move

· · · −−−−→
C3-move

±°
²¯

.
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trivial knot は knotK#K2 といくつかの C3-link model の band sum であらわせ

られる．上と同様に band を C4-move で滑らせて, trivial knot と C4-equivalent な

knot K#K2#K3 を得る.

これを繰り返すと，trivial knot と Cn-equivalentな knot K#K2# · · ·#Kn−1 が

得られる．

以上により, 次が示せた.

Lemma 4.12. 任意の knot Kに対して, K#K ′ が trivial knot と Cn-equivalent と

なるような knot K ′ が存在する.

この Lemmaは, 逆元の存在を保証するものである. よって,

K/Cn-equiv. は, connected sumに関して abelien group となる.

そこで, 自然な写像 v

v : K −→ K/Cn-equiv.

を考えると, これは, singular knot 全体の集合K∗から K/Cn-equiv.への写像

v̄ : K∗ −→ K/Cn-equiv.

に拡張できる. この写像 v̄に関して, Knを n個の double pointを持つ singular knot

とすると

v̄(Kn) = 0

を示すことができる (ここの証明に非常に多くの議論が必要である).

これを認めると, v̄が order n− 1 以下のVassiliev invariantであると言える. よっ

て, knot Kと Lの order n− 1 以下の Vassiliev invariantが一致するならば

v̄(K) = v̄(L)
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である. これはすなわち, Kと Lが Cn-equivalent であることと同値である.

以上のような方針で G-H Theoremは証明される（ Habiro[8]を参照のこと）．

Lemma 4.10と Lemma 4.11 は local move の性質としてもとても有益である．こ

の性質を用いて link の local move に関する結果（Nakanishi-Ohyama[19], [20]）も

得られている．
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5 Cn-move と web diagram

Cn-moveは order n−1以下の Vassiliev invariantは変えない. order nの Vassiliev

invariant をどのくらい変えるかを考察する．

任意の Cn-move は 図 22の C ′
n-move で実現できる（Habiro[7]）ので，この章で

は C ′
n-move を Cn-move と呼ぶことにする. C2-move は ∆-move と C3-move は

clasp-pass move と equivalent であり，次の結果が知られている．

C2-move : ∆-move

C3-move : clasp-pass move

図 28:

↔

↔

Theorem 5.1 (T. Tsukamoto[34]).

(1) K と K ′ が 互いに１回の C2-move で移り合うとき

v2(K)− v2(K
′) = ±v2( ).
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(2) K と K ′ が 互いに１回の C3-move で移り合うとき

v3(K)− v3(K
′) = ±v3( ) or 0.

まず２つの knot K と K ′ が 互いに１回の Cn-move で移り合うときの vn(K) と

vn(K ′) の差を singular knot の Vassiliev invariant であらわす.

Proposition 5.2. K, K ′ を (singular) knot とし, K ′ は K から 符号の異なる２つ

の crossing c1 と c2 で crossing change することにより得られたとする. このとき

vn(K)− vn(K ′) = sign(c1){vn(K(ċ1))− vn(K(c̄1ċ2))}.

ここで, K(ċ1)は K から c1 を double pointにして得られた singular knot, K(c̄1ċ2))

は K から c1 で crossing changeして, c2 を double point にして得られた singular

knot を意味する.

Proof. resolution tree を用いて計算する.

K
c1−→ K(c̄1)

c2−→ K ′

↘ ↘
K(ċ1) K(c̄1ċ2))

Vassiliev invariant の定義式より，

vn(K) = vn(K(c̄1)) + sign(c1)vn(K(ċ1))

= vn(K ′) + sign(c2)vn(K(c̄1ċ2)) + sign(c1)vn(K(ċ1)).

よって,

vn(K)− vn(K ′) = sign(c1){vn(K(ċ1))− vn(K(c̄1ċ2))}
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が得られる．

���

���

�

� �

���

� �

���

�

���

���

���

���

K K ′

図 29:

←→

Lemma 5.3. 図 29のように K と K ′ が互いに１回の Cn-move で移り合うとき

vn(K)− vn(K ′) = ±
∑

ij = ±1

j = 2, . . . , n

{∏
ij vn

(
K

(
1 2 ··· n
1 i2 ··· in

))}
.

ここで, K
(

1 2 ··· n
1 i2 ··· in

)
は K から以下の操作で得られる singular knot である.





c1を double point にする.

ij = 1 ⇒ cj1を double point にする.

ij = −1 ⇒ cj1で crossing changeし

cj2を double point にする. (j = 2, . . . , n)
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Proof. K と K ′ は c1 で crossing change すると同じ knotになるので

vn(K)− vn(K ′) = {vn(K(c̄1))± vn(K(ċ1))}

−{vn(K ′(c̄1))± vn(K ′(ċ1))}

= ±{vn(K(ċ1))− vn(K ′(ċ1))}.

ここで, K(ċ1) = K
(

1
1

)
, K ′(ċ1) = K ′( 1

1

)
とおく. K

(
1
1

)
とK ′( 1

1

)
は A2 = {c21, c22}

で crossing change すると同じ singular knotになる. よって Proposition 5.2 より,

vn (K ( 1
1 ))− vn (K ′ ( 1

1 ))

= ±{vn (K ( 1 2
1 1 ))− vn (K ( 1 2

1 −1 ))}

− [±{vn (K ′ ( 1 2
1 1 ))− vn (K ′ ( 1 2

1 −1 ))}]

= ± [{vn (K ( 1 2
1 1 ))− vn (K ( 1 2

1 −1 ))}

− {vn (K ′ ( 1 2
1 1 ))− vn (K ′ ( 1 2

1 −1 ))}]

= ±
{ ∑

i2=±1

i2vn (K ( 1 2
1 i2 ))−

∑
i2=±1

i2vn (K ′ ( 1 2
1 i2 ))

}

= ±
∑

i2=±1

i2 {vn (K ( 1 2
1 i2 ))− vn (K ′ ( 1 2

1 i2 ))} .

K ( 1 2
1 i2 ) と K ′ ( 1 2

1 i2 ) は A3 = {c31, c32} で crossing change すると同じ singular

knotになる. これを繰り返すと,

vn(K)− vn(K ′)

= ±
∑

ij = ±1

j = 2, . . . , n− 1

∏
ij

{
vn

(
K

(
1 2 ··· n−1
1 i2 ··· in−1

))− vn

(
K ′ ( 1 2 ··· n−1

1 i2 ··· in−1

))}
.
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K
(

1 2 ··· n−1
1 i2 ··· in−1

)
を An = {cn1, cn2} で crossing change すると

K ′ ( 1 2 ··· n−1
1 i2 ··· in−1

)
になる. Proposition 5.2 より,

vn(K)− vn(K ′)

= ±
∑

ij = ±1

j = 2, . . . , n− 1

∏
ij {vn (K ( 1 2 ··· n

1 i2 ··· 1 ))− vn (K ′ ( 1 2 ··· n
1 i2 ··· −1 ))}

= ±
∑

ij = ±1

j = 2, . . . , n

∏
ij vn (K ( 1 2 ··· n

1 i2 ··· in )) .

∑

ij = ±1

j = 2, . . . , n

∏
ijK ( 1 2 ··· n

1 i2 ··· in ) を web diagram であらわす.

以下, K ( 1 2 ··· n
1 i2 ··· in ) で, n 個の double point を持つ singular knot とともにその web

diagram をあらわすものとする.

∑

ij = ±1

j = 2, . . . , n

∏
ijK ( 1 2 ··· n

1 i2 ··· in )

=
∑

ij = ±1

j = 3, . . . , n− 1

∏
ij {K ( 1 2 3 ··· n

1 1 i3 ··· in )−K ( 1 2 3 ··· n
1 −1 i3 ··· in )} .

c21, c22どちらかを double pointにしているので, web diagramは
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図 30:

となる. STU-relation より,

∑

ij = ±1

j = 2, . . . , n

∏
ijK ( 1 2 ··· n

1 i2 ··· in ) = ±
∑

ij = ±1

j = 3, . . . , n

∏
ijK ( 1 2 3 ··· n

1 · i3 ··· in ) .

ここで, K ( 1 2 3 ··· n
1 · i3 ··· in )は となる web diagramである.

同様に，

±
∑

ij = ±1

j = 3, . . . , n

∏
ijK ( 1 2 3 ··· n

1 · i3 ··· in )

=
∑

ij = ±1

j = 4, . . . , n

∏
ij {K ( 1 2 3 ··· n

1 · 1 ··· in )−K ( 1 2 3 ··· n
1 · −1 ··· in )} .

図 31:

STU-relationにより,
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∑

ij = ±1

j = 3, . . . , n

∏
ijK ( 1 2 3 ··· n

1 · i3 ··· in ) = ±
∑

ij = ±1

j = 4, . . . , n

∏
ijK ( 1 2 3 ··· n

1 · · ··· in ) .

ここで, K ( 1 2 3 ··· n
1 · · ··· in )は となる web diagram である.

これを繰り返すと, 結局次を得る.

∑

ij = ±1

j = 2, . . . , n

∏
ijK ( 1 2 ··· n

1 i2 ··· in ) = ±K ( 1 2 ··· n
1 · ··· · ) .

この右辺は internal graphが standard n-treeとなっている web diagramである.

以上より，次の定理が得られる．

Theorem 5.4 (Ohyama-Tsukamoto[28]).

K と K ′ が 互いに１回の Cn-move で移り合うとき,

vn(K)− vn(K ′) = ±vn(Tσ).

ここで, Tσ は order n の one-branch tree diagram である.

例えば図 32 の場合

vn(K)− vn(K ′) = ±vn( )

となる．
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図 32:

−→

Remark 5.5.

・Tσ が同じならば, knotのどこで Cn-moveを行っても vn(K)の変化は同じである.

・Cn-move (n ≥ 3) を行っても knot typeが変わらない例がある.

図 33:

≈ ≈
C5-move
←→

G-H Theorem と Theorem 5.4 より，Lemma 2.9は次のように一般化される．
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Lemma 5.6 (Lemma 2.9 の一般の場合).

Abelian group に値をとる Vassiliev invariant を考える．２つの knot K と K ′ の

order n− 1 以下の Vassiliev invariant が一致するならば

vn(K)− vn(K ′) =
∑
σ∈Sn

aσvn(Tσ)

が成立する．ここで, aσ は整数, Tσ は order n の one-branch tree diagram である.

具体的に Vassiliev invariantが与えられたときに Cn-move１回でその値がどの程

度変わるか，実際の計算例をあげる．

an を Conway polynomial ∇(z) の zn の係数，V
(n)
K (1) を Jones polynomial の n

階微分した後 t = 1 を代入したものとする．

Kn

�
��3
Q
QQk r ···��

�3
Q
QQk r をn個の double pointを持つ singular knotとしたとき，[Kanenobu-

Miyazawa[10]]より次の式が成立する．

an

(
Kn

�
��3
Q
QQk r ···��

�3
Q
QQk r

)
= an−1

(
Kn−1
HY �*
� H �

��3
Q
QQk r ···��

�3
Q

QQk r

)
.

： 対応する chord diagram の変形

図 34:

V
(n)
Kn

�
��3
Q
QQk r ···�

��3
Q

QQk r
(1) = nV

(n−1)

Kn−1

Q
QQk �3
� �

��3
Q

QQk r ···�
��3
Q

QQk r
(1) + 2nV

(n−1)
HY �*
� H �

��3
Q
QQk r ···��

�3
Q

QQk r (1).
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図 35:

Theorem 5.4 の one-branch tree diagram を chord diagram の一次結合であらわ

し , [Kanenobu-Miyazawa[10]]の結果を用いると具体的に計算は可能となる.

Theorem 5.7 (H. Miyazawa [15]).

link L と L′ が１回の Cn-move (n ≥ 3) で移り合うとき

an(L)− an(L′) ≡ 0 (mod 2).

Remark 5.8.

・n = 2 のとき, a2(K)− a2(K
′) = ±1 (Okada [30], Tsukamoto[34]).

・L と L′ が knot のときは Theorem 3.5で既に示されている．

Theorem 5.9 (H. Miyazawa [15]).

link L と L′ が１回の Cn-move (n ≥ 3) で移り合うとき

V
(n)
L (1)− V

(n)
L′ (1) ≡ 0 (mod 6n!).

Remark 5.10. orderが低い場合，より厳密に計算されている．

(1) K と K ′ が１回の C2-move で移り合うとき

|V (2)
L (1)− V

(2)
L′ (1)| = 6 (Tsukamoto [34]).

(2) K と K ′ が１回の C3-move で移り合うとき

|V (3)
L (1)− V

(3)
L′ (1)| = 36 or 0 (Tsukamoto [34]).
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(3) K と K ′ が１回の C4-move で移り合うとき

|V (4)
L (1)− V

(4)
L′ (1)| = 288 or 144 or 0 (Matsuzaka [13]).
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6 unknotting number one knotと Vassiliev invari-

ant

この章では前章の Theorem 5.4 と Lemma 5.6 を用いて，次の結果を示す．

Theorem 6.1 (Ohyama-Taniyama-Yamada[27], Ohyama[24]).

任意に自然数 nと knot K が与えられたとき, order n 以下の Vassiliev invariantが

K と一致する unknotting number one knot が無限個存在する.

Proof.

図 36:

←→

図 36 の local move は Cn-move と equivalent であり，ここではこの local move

を用いる．

与えられた knot K に対して order n までの Vassiliev invariant が K と等しい

knot を 図 37の trivial knot K0 から構成していく.
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K0

図 37:

K と K0 は order 1 の Vassiliev invariantが等しい. Lemma 5.6 より,

v2(K)− v2(K0) =
∑
σ∈S2

aσv2(Tσ).

ここで, Tσ は order 2 の one-branch tree diagram であるので,

aσ > 0 のとき v2(Tσ) 変化させる C2-move を aσ 回

aσ < 0 のとき −v2(Tσ) 変化させる C2-move を |aσ| 回





K0に施し ,できた knot

を K1 とする.

K1

図 38:

Theorem 5.4より, Kと K1は order 2以下のVassiliev invariantが等しい. Lemma

5.6 より,

v3(K)− v3(K1) =
∑
σ∈S3

aσv3(Tσ).
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ここで, Tσ は order 3 の one-branch tree diagram であるので, 前と同様に必要な

C3-move を K1 に施し , できた knot を K2 とする. Theorem 5.4 より, K と K2 は

order 3 以下の Vassiliev invariantが一致, 以下これを繰り返す.

K2

図 39:

K と Kn−1 は order n 以下の Vassiliev invariant が一致している. そこで,

vn+1(Tσ) 6= 0 となるような order n + 1 の one-branch tree diagram Tσ を選び,

対応する Cn+1-move を Kn−1 に繰り返し施す. それらを

Kn−1 = J1, J2, J3, . . .

とすると, {Ji}は order n 以下の Vassiliev invariantは K と同じで, order n + 1 の

Vassiliev invariant がすべて異なるような unknotting number one knot の集合であ

る.

Theorem 6.1 の unknotting numberという条件を ∆ unknotting numerに置き換

えた結果も成立する．
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Theorem 6.2 (H. Yamada [35]).

任意に自然数 nと knot K が与えられたとき, order n 以下の Vassiliev invariantが

K と一致し, 次の条件を満たす無限個の knot J1, J2, J3, . . . が存在する.

(1) a2(K) 6= 0 のとき U∆(Jm) = |a2(K)|.
(2) a2(K) = 0 のとき U∆(Jm) = 2 (m = 1, 2, . . . ).

ここで, U∆(·) は ∆ unknotting number である.

a2(K) = r > 0 a2(K) = r < 0

︸ ︷︷ ︸
r 個の trefoil

︸ ︷︷ ︸
r 個の figure-eight

a2(K) = 0

trefoil ] figure-eight

図 40:
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Idea of Proof. a2(K)の値によってスタートの knot (Theorem 6.1の証明における

K0) を図 40のように用意する. これを Cn-move と equivalnet な図 41の C ′′
n-move

で変形していく.

���

���

�

� �

���

� �

���

←→

�

���

���

���

���

図 41:

前の２つの Theoremの条件を満たし，更に order 3の Vassiliev invariantの条件

を付け加えた次の結果も得られている．Theorem 6.1, Theorem 6.2 の証明のアイデ

アを基に，より精密に knotを構成することによって証明される．詳しい証明は [29]

を参照のこと．

Theorem 6.3 (Ohyama-H. Yamada [29]).

任意に自然数 nと knot K が与えられたとき, order n 以下の Vassiliev invariantが

K と一致し, 次の条件を満たす無限個の knot J1, J2, J3, . . . が存在する.

(1) U(Jm) = 1 (m = 1, 2, . . . ).

(2) a2(K) 6= 0 のとき U∆(Jm) = |a2(K)|.
a2(K) = 0 のとき U∆(Jm) = 2 (m = 1, 2, . . . ).

(3) a2(K) = p で V
(3)
K (1)− V

(3)
Tp

(1) = 36q としたとき
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dcp(Jm, Tp) = q (|q| ≥ 2).

dcp(Jm, Tp) ≤ 3 (|q| = 1).

dcp(Jm, Tp) ≤ 2 (q = 0) (m = 1, 2, . . . ).

ここで, U(·) は unknotting number，dcp(·, ·) は clasp-pass (C3-move) distance で

２つの knotが clasp-pass move で移りあうときの必要な clasp-pass move の最小回

数を意味する．また Tp は a2 の値が p である twist knot とする.

図 42: : Tp
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7 spatial graph と Vassiliev type invariant

この章では Vassiliev invariant の spatial graph への拡張とその応用について述べ

る．

Gを finite graph, Gの R3への embedding 全体の集合を SE(G)と書くことにす

る. f ∈ SE(G)あるいは f(G)を spatial graph と呼ぶ. また, 連続写像で, 多重点

が辺同士の transversal な double point (crossing vertex と呼ぶ)のみであるような

ものを singular embedding と呼び, double point がちょうど i個のとき, i-singular

embedding と呼ぶことにする. Gの R3への i-singular embedding 全体の集合を

SEi(G)と表す.

7.1 spatial graph の Vassiliev type invariant

Definition 7.1. Gの edgeに任意に orientationをつけておく. Rを unit 1を持つ

可換環とする. ambient isotopy invariant v : SE(G) −→ Rが与えられると,

v(i)(�
��3
Q

QQk r ) = v(i−1)(�
��3
Q

Qk )− v(i−1)( Q
QQk �3
� )

によって 　ambient isotopy invariant v(i) : SEi(G) −→ Rに拡張できる．

v(n+1) : SEn+1(G) −→ Rが zero mapとなるような最小値 nをとり, v を order n

の Vassiliev type invariant と呼ぶ.

f ∈ SEi(G)に対して, crossing vertex の逆像である G上の 2点を chord で結

んだ図形を order i の chord diagram といい，chord diagram の realization とは

i-singular embedding fで, crossing vertexが与えられた chord diagramに対応して

いるものをいう.
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ここで subgraph の Vassiliev invariant から spatial graph の Vassiliev invariant

を構成する．cycle をもつ graph に対しては，knot の Vassiliev invariant を用いて

Vassiliev type invariant を定義することが可能になるのである.

Definition 7.2. G を a finite graph，Ω(G) を Gの subgraph 全体の集合，Γ を

Ω(G) の subsetとする．

γ ∈ Γ ⊂ Ω(G)に対して, order nの Vassiliev invariant vγ : SE(γ) −→ R が与え

られているとする. また, ω : Γ −→ R を map とする.

v = v({vγ}, ω) : SE(G) −→ R

を次の式で定義する.

v(f) =
∑
γ∈Γ

ω(γ)vγ(f |γ) (f ∈ SE(G)).

(Γ = G, ω(G) = 1のとき, Definition 7.1 の Vassiliev invariantになっている.)

Proposition 7.3. v = v({vγ, ω})は spatial graphに対する order n以下のVassiliev

type invariant である.

Proof. f ∈ SEn+1(G)とし , c1, c2, . . . , cn+1で f(G)の crossing vertex を表す. P を

{1, 2, . . . , n + 1} の subset とする．更に fP を SE(G)の element で f から以下の

操作で得られるものとする；

i ∈ P ならば ciを + crossingにし，

i 6∈ P ならば ciを− crossingにする．
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このとき, v(n+1)(f)は Definition7.1より，以下のように書ける.

v(n+1)(f) =
∑

P⊂{1,... ,n+1}
(−1)n+1−|P |v(fP )

=
∑

P⊂{1,... ,n+1}
(−1)n+1−|P |

(∑
γ∈Γ

ω(γ)vγ(fP |γ)
)

=
∑
γ∈Γ

ω(γ)


 ∑

P⊂{1,... ,n+1}
(−1)n+1−|P |vγ(fP |γ)


 .

よって任意の γ ∈ Γに対して,

∑

P⊂{1,... ,n+1}
(−1)n+1−|P |vγ(fP |γ) = 0

を示せばよい.

ある ciが f |γの crossing vertex でないとき, fP |γと fP−{i}|γが ambient isotopic

より

∑

P⊂{1,... ,n+1}
(−1)n+1−|P |vγ(fP |γ)

=
∑

P ⊂ {1, . . . , n + 1}
i ∈ P

((−1)n+1−|P |vγ(fP |γ) + (−1)n+1−(|P |−1)vγ(fP−{i}|γ))

= 0.

すべての ciが f |γの crossing vertexであるとき, vγは order nの Vassiliev invariant

より

∑

P⊂{1,... ,n+1}
(−1)n+1−|P |vγ(fP |γ)

= (vγ)(n+1)(f |γ)

= 0.
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任意の spatial graphにおいて order nの Vassiliev invariantが等しいということ

は次のように言い換えられる．

Theorem 7.4.

v を order n の Vassiliev invariant とする．このとき次の条件は互いに同値である.

(1) 任意の f, g ∈ SE(G)に対して, v(f) = g(f).

(2) 任意の i-singular embedding f ∈ SEi(G) (1 ≤ i ≤ n)に対して, v(i)(f) = 0.

(3) Gの任意の order i の chord diagram c (1 ≤ i ≤ n) に対して, その realization

fc ∈ SEi(G)で, v(i)(fc) = o となるものが存在する.

Proof.

(1) ⇒ (2) (1)より,

v(1)(f) = v(f+)− v(f−) = 0.

よって, 任意の f ∈ SE1(G)に対して, v(1)(f) = 0. 以下, これを繰り返せばよい.

(2) ⇒ (1) 任意の f, g ∈ SE(G)に対して g(G)は f(G)から crossing changeによっ

て得られる．v(1)(f) = 0 より v(f) = v(g).

(2) ⇒ (3) 明らか.

(3) ⇒ (2) 任意に f ∈ SEn(G)を選び，fの chord diagram を c とする．fcを

v(n)(fc) = 0

となる cの realizationとする．fと fcは edgeの crossing changeで移り合う. また,

任意の g ∈ SEn+1(G)に対しては, v(n+1)(g) = 0．よって

v(n)(f) = v(n)(fc) = 0.

この操作を繰り返していけばよい．
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Remark 7.5.

Conwayと Gordon([4])により，次の結果が示されている．

(1) 任意の f ∈ SE(K6)に対して, f(K6)は subgraphとして non-split linkを含む.

(2) 任意の f ∈ SE(K7)に対して, f(K7)は subgraph として non-trivial knot を

含む.

[4]の証明において，(1)に対しては linking number modulo 2，(2)についてはArf

invarinatが用いられているのであるが，次のようにDefinition 7.2の特別な Vassiliev

type invariant をもちいていると解釈することができる．

(1) G = K6, Γ = {K3 tK3}とし γ ∈ Γに対して, ω(γ) = 1とおく. vγ を order 1 の

Vassiliev invariant である linking number modulo 2 とおく．

v(vγ, ω) =
∑
γ∈Γ

lk(γ) (mod 2).

任意の f, g ∈ SE(K6)に対して,

v(vγ, ω)(f) = v(vγ, ω)(g)

であることがわかり，さらに, ある f ∈ SE(K6)について,

v(vγ, ω)(f) = 1 (mod 2)

より 　任意の f ∈ SE(K6)に対して f(K6) は linking number が奇数の link を

subgraph として含むことになる．

(2) G = K7, Γ = {Hamilton cycle}とし γ ∈ Γに対して, ω(γ) = 1とする. vγ を Arf

invariant（a2(γ) (mod 2)）とおき，(1)と同様な方法で示すことができる．

spatial graph の他の同値関係のもとで，次のような結果も成立する．詳しい証明

等に関しては [26] を参照のこと．

69



Definition 7.6 (Taniyama[33]).

f, g ∈ SE(G)に対して,

• g(G)が f(G)から同一の edge の crossing changeで得られるとき, fと gとは

“edge-homotopic”であるという.

• g(G)が f(G)から adjacent edge (同一の vertexを端点とする edge)の crossing

change で得られるとき, fと gとは “vertex-homotopic”であるという.

Theorem 7.7 (Ohyama-Taniyama[26]).

v を order n の Vassiliev invariant とする．このとき次の条件は同値である.

(1) 任意の f, g ∈ SE(G)に対して, fと gが edge-homotopic ならば, v(f) = g(f).

(2) 任意の i-singular embedding f ∈ SEi(G) (1 ≤ i ≤ n)に対して, f(G)が同一辺

上に少なくとも 1つの crossing vertex を持つならば, v(i)(f) = 0.

(3) Gの order i の chord diagram (1 ≤ i ≤ n)で同一辺に端点を持つ chord が少

なくとも 1つあるものを cとする. このとき c の realization fcで, v(i)(fc) = o

となるものが存在する.

Theorem 7.8 (Ohyama-Taniyama[26]).

v を order n の Vassiliev invariant とする．このとき次の条件は同値である.

(1) 任意の f, g ∈ SE(G)に対して, fと gが vertex-homotopicならば, v(f) = g(f).

(2) 任意の i-singular embedding f ∈ SEi(G) (1 ≤ i ≤ n)に対して, f(G)が

adjacent edge間に少なくとも 1つの crossing vertexを持つならば, v(i)(f) = 0.
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(3) Gの order i の chord diagram (1 ≤ i ≤ n)で adjacent edge に端点を持つ

chord が少なくとも 1つあるものを cとする. このとき c の realization fcで,

v(i)(fc) = 0 となるものが存在する.

7.2 spatial graph への応用

前節で定義した spatial graph の Vassiliev type invariantを spatial graph 独自の

問題に応用する．

{c1, c2, . . . , cr}を Gの cycle全体とする. また,各 cycleに対して任意の embedding

fi : ci → R3 (i = 1, 2, . . . , r)が与えられているとする. このとき Gから R3への

embedding fで, f |ci
が fi と ambient isotopicとなるものが存在するならば, graph

Gは adaptable であるという.

Example 7.9. 今まで知られている adaptable, non-adaptable graph.

adaptable graph の例:

θ-curve (Kinoshita [11])

K4 (Yamamoto [36])

¡
¡¡@
@@q

q

q

q
q

(Yasuhara [37])

q

q

q

q

(Yasuhara [37])

non-adaptable graphの例:

K5,K3,3 (Motohashi and Taniyama [16])

G5 =

"!

#Ãq
q

qq
q

(Corollary 7.11)
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e1
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e3

e4

em

d1

d2

d3
d4

dm

図 43:

図 43のように m-cycle（m本の edge からなる cycle）の edge をすべて double

{ei, di}(i = 1, 2, · · · ,m)にした graphを Gm とおく.

ω : Ω(Gm) → Rを以下で定義する.

ω(γ) :=





1 : γ が m-cycle で {d1, d2, . . . , dm}のうち偶数個を含む
−1 : γ が m-cycle で {d1, d2, . . . , dm}のうち奇数個を含む
0 : それ以外.

また, vγを

vγ :=





v (ordernの Vassiliev invariant) : γ が m-cycle

0 : それ以外

とする.

Theorem 7.10 (Ohyama-Taniyama[26]).

n < m/2 のとき v = v(vγ, ω)は zero map になる.

Proof. n < m/2のとき, 任意の order iの chord diagram (1 ≤ i ≤ n)には chordの

端点がない edge ej, djが存在する. ej, djのつくる 2辺形が disk を張る embedding

72



fc を考えると

v(i)(fc) = 0.

Theorem 7.4 より, 任意の f, g ∈ SE(Gm)に対して,

v(f) = v(g)

また Gmの plannar embedding に対して v = 0．よって任意の f ∈ SE(Gm) に対

して

v(f) = 0.

Corollary 7.11. G5 は non-adaptable である.

Proof. G5 が adaptable であると仮定する. 1つの m-cycle に trefoil, それ以外を

trivial にする embedding を f とする．また vγを order 2の Vassiliev invariant と

おく．すると

v(vγ, ω)(f) = ±1.

m = 5, n = 2 とすると Theorem 7.10に矛盾. よって G5 は non-adaptable．

G5は non-adaptable な planar graph の最初の例である（今ではいくつか他の例

も知られている）．

一般に同じ辺上の crossing vertex cで cから cへの arc が disk を張るとき, cを

nugatory self-crossing と呼ぶ.

vertex pを端点とする adjacent edge e, d間の crossing vertex cで e上の pと cを結

ぶ arcと d上の pと cを結ぶ arcとで diskを張っているとき, cを nugatory crossing

of adjacent edges という.
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@
@I

nugatory self-crossing c

nugatory crossing of
adjacent edges c

p
e
d

f ∈ SE(G)が nugatory self-crossing か nugatory crossing of adjacent edges を持

つならば

v(i)(f) = 0 (1 ≤ i ≤ n).

G = Gm, v = v({vγ}, ω)のとき，elと dlが disk を張ると, v = 0となることと上

の事実を用いると次の結果が得られる．

Theorem 7.12 (Ohyama-Taniyama[26]).

G = Gm, v = v({vγ}, ω) とするとき以下が成立する．

(1) n < (m + 2)/2ならば, vは edge-homotopy invariant.

(2) n < (m + 1)/2ならば, vは vertex-homotopy invariant.

更に次のような言葉を用意する.

• Λを {1, 2, . . . ,m}の subset とする. Gmの i-singular embedding fが Λに関

して locally parallel であるとは, f(
⋃

l∈Λ(el ∪ dl))には f の crossing vertex が

存在しなくて,かつ各 l ∈ Λにおいて, elと dlは, f |S
l∈Λ(el∪dl) で parallelになっ

ているときをいう.
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例) Λ = {1, 2}
1

2

• f が Λに関して up to edge-homotopy (resp. vertex-homotopy) で locally

parallel であるとは, f(
⋃

l∈Λ(el ∪ dl))は crossing vertex を持たなくて, かつ

f |S
l∈Λ(el∪dl)が各 l ∈ Λに対して elとdlが parallelとなるようなh ∈ SE(

⋃
l∈Λ(el∪

dl))に edge-homotopic (resp. vertex-homotopic)になっていることとする.

Theorem 7.13 (Ohyama-Taniyama[26]).

|Λ| = kとする. n ≤ k − 1かつ f ∈ SE(Gm)が Λに関して locally parallel なら,

v(f) = v({vγ}, ω)(f) = 0.

Proof. 1 ≤ i ≤ kとなる iに対して, Ti(Gm)を |∆| = k − iとなる∆ ⊂ Λに関して

locally parallel な i-singular embeddings の集合とする.

g ∈ Ti(Gm)ならば, l ∈ ∆となるような lに対して el, dlが parallelとなる embed-

ding h ∈ Ti(Gm)に crossing changeで移る. v(g)と v(h) = 0との差は, Ti+1(Gm)の

embedding vの値によって決まる.

i = kのとき, 任意の g ∈ Tk(Gm)に対して v(g) = 0 (n ≤ k − 1)なので, 任意の

f ∈ Tk−1(Gm)に対して v(f) = 0. 順次繰り返していくと, 任意の f ∈ T1(Gm)に対し

て v(f) = 0. f ∈ SE(Gm)かつ fが Λに関して locally parallelならば v(f) = 0.

Theorem 7.14 (Ohyama-Taniyama[26]: 前定理の edge-homotopy version).

f, g ∈ SE(Gm)が任意の |Λ| = k ≤ m− 1となる Λ ⊂ {1, 2, . . . , m}に関して locally
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parallel up to edge-homotopy であるとする. n ≤ kで fと gが edge-homotopic なら

ば, v(f) = v(g).

Proof. 1 ≤ i ≤ kとなる iに対して, Ti(Gm)をある∆ ⊂ Λ (|∆| = k − i + 1)に関し

て up to edge-homotopy で locally parallel な i-singular embedding の set とする.

任意の h ∈ Ti(Gm)について，locally palallel な embedding を u とすると次の図

式が得られる．

h −→ −→ · · · −→ u −→ −→ · · · −→
ある l ∈ ∆があって,
elと dlが parallelに
なっている embeddingself-crossing change crossing change

↘ ↘ · · · ↘ ↘ ↘ · · · ↘
︸ ︷︷ ︸

Ti+1(Gm)の元

i = kのとき, 任意の g ∈ Tk(G)について,

g −→ −→ · · · −→ u −→ −→ · · · −→
ある l ∈ ∆ (|∆| = 1)が
あって, elと dlが parallelに
なっている embeddingself-crossing change crossing change

↘ ↘ · · · ↘ ↘ ↘ · · · ↘
︸ ︷︷ ︸

k + 1個の crossing vertex を持つ
つまり v = 0

よって, v(g) = 0.

順次繰り返すと, 任意の f ∈ T1(Gm)に対して v(f) = 0. f, gが任意の Λ (|Λ| = k)

に関して up to edge-homotopyで locally parallelかつ fと gが edge-homotopic な

ので，f から gへの self-crossing change の際出現する 1-singular embedding hは

h ∈ T1(Gm)となる．

f −→ −→ · · · −→ g
↘ ↘ · · · ↘
︸ ︷︷ ︸
ある∆に関して up to edge-homotopy で locally parallel
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G̃3
′ G̃4

′

• • •

図 44:

よって v(f) = v(g).

Example 7.15. Theorem 7.14を用いて vertex-homotopicであるが edge-homotopic

でない例を構成することができる．

図 44の G̃m
′は任意の |Λ| = m − 1となる Λ ⊂ {1, 2, . . . ,m} に対して locally

parallel. G̃m を Gmの planar embedding とすると同様に任意の Λに対して locally

parallel.

G̃m
′と G̃mは図より vertex-homotopic である．更に edge-homotopic であると仮

定する.

Theorem 7.14 より G̃m
′と G̃mが edge-homotopic ならば, n ≤ m− 1で

v(G̃m
′) = v(G̃m) (v = ({vγ}, ω))

とならなければいけない．
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vγ =





Vγ
(n)(1) : γが m-cycle

0 : それ以外

ω(γ) =





1 : γが m-cycle で {d1, d2, . . . , dm}のうち偶数個を含む
−1 : γが m-cycle で {d1, d2, . . . , dm}のうち奇数個を含む
0 : それ以外

と定める.

G̃m
′において d1, d2, . . . , dmの m-cycleによる knot を Jm とおくと,

VJm(t) = 1 + (1 + t−2)m−3(t2 + t + 1)(1− t−1)m−1.

V
(m−1)
Jm

(1) = 3 · (m− 1)! · 2m−3.

n = m− 1のとき,

v(G̃m
′) = ±(−1)m · 3 · (m− 1)! · 2m−3.

v(G̃m) = 0.

よって G̃m
′と G̃mは edge-homotopic ではない.
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