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超幾何関数と統計への応用
高山信毅 述
小山民雄 記

2013.9.2-2013.9.3

毎年１月に超幾何方程式研究会というのを神戸でやっていますが、今年
から最低４年間、超幾何学校というのを夏に開こうということで、今回は、
この第１回です。
早速、話題に移りたいですが、私の話では、こういう超幾何関数

∫ x

0

t
n
2−1e−

1
2dt

を題材にして、我々がHGM (holonomic gradient method)と呼んでいるもの
の統計への応用を話す予定です。今年の朝ドラ 1を見ていて北三陸編と東京
編に分けるとスイッチできてよいと分かったので、これを参考にして、今日
が代数編で明日が統計編になります。両方、かなり独立しています。

1 holonomic系の積分イデアル
今日は代数編ということで、ホロノミック系の積分イデアルについて話しま
す。ホロノミック系の積分イデアルを考えると、またホロノミック系になる
という非常に基本的な定理があるのですが、それを証明するのが１日目の目
標です。

1.1 Hilberlt 多項式
最初の４５分間でHilbert 多項式について説明しましょう。まずは、簡単な
話題から。Fkというのを

Fk = {(x, y) ∈ N2
0|x+ y ≤ k}

1NHK連続テレビ小説「あまちゃん」のこと
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という格子点からなる集合だとしましょう (図 1、左、灰色の丸)。
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Figure 1: Hilbert 関数

このときに、Fkの要素の数を勘定すると、これは

#Fk =

(
2 + k

2

)
=

(k + 2)(k + 1)

2

=
1

2!
k2 +O(k).

ここで、O(km)は kの関数であって、
∣∣∣O(km)

km

∣∣∣が k → ∞で有界であるものと
します。
これは一番易しい例ですが、次の場合はどうなるでしょう？

Fk\(p+N2
0).

図で描くと、これは図 1、右の図の灰色の丸の個数を勘定する問題になる訳
ですね。これは、どうなるかというと、外側の大きい三角から内側の三角を
引いてやればよろしいので、

#
(
Fk\(p+N2

0)
)
=

(
2 + k

2

)
−
(
2 + k − |p|

2

)

=
(k + 2)(k + 1)

2!
− (k − |p|+ 2)(k − |p|+ 1)

2!
= Ck +O(1)

= O(k)

という数になるわけです。ここで、|p| = p1 + p2, p = (p1, p2).
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一般的な問題としては、

#

(
Fk\

m⋃

k=1

(P (i) +N2
0)

)

という個数の勘定します。図で描くと図 2の灰色の丸の個数を勘定しなさい

k

k

Figure 2: Hilbert 関数

という問題になる訳ですね。これは、今やった考え方が使えるはずです。全
体の中から、これ引いてこれ引いて 2、引き過ぎた分を足してやったりする
と、この個数は二項係数の和と差で書ける訳です (kが十分大きいとき)。し
たがって、二項係数の部分は kの多項式で書けるので、個数は kの多項式と
して書けるということが推測できると思います。
さて以後、K と書いたらQ, Cのどちらかの体を表すことにして話を進

めさせてください。

聴講者B: R(実数体)は使わないんですか？

実数体でも大丈夫です。
二変数の多項式環K[x1, x2]を考えます。この多項式環のイデアル Iとし

て、ある単項式 xp1
1 xp2

2 で生成されるものを考えます。さっき Fkという記号
を導入しましたが、ここで新たに新 Fkという記号を導入します。さっきの
Fkとは違いますよ。新 Fkというのは、

Fk = {
∑

|α|≤k

cαx
α1
1 xα2

2 |cα ∈ K}

2音声を字にするとこうなります。図から想像して下さい。
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というものだとしましょう。ここで (講義記録音声で)絶対値と呼んでる | · |
は、本物の絶対値じゃなくて、成分ごとの和をとった値 α1 + α2です。新 Fk

はK-ベクトル空間になっているのて、この次元を勘定しなさいという問題
を考えます。すると、以下の命題のように、さっきの二項係数の式と全く同
じものが出てきます。
命題 1. I = ⟨xp⟩ (xp = xp1

1 xp2
2 ) の時、商線形空間 Fk/(Fk ∩ I) の K 上の次

元は、次で与えられる。

dimK Fk/(Fk ∩ I) =

(
k + 2

k

)
−
(
k − |p|+ 2

2

)

Proof. まず、定義に戻って考えれば、xα = xα1
1 xα2

2 ∈ I であるための必要十
分条件は α ∈ p+N2

0で与えられます。これは、xαが Fk ∩ Iに入っていると
いう条件は、ちょうど αが p+N2

0と旧Fkとの共通部分に入っていることと
同値であることを意味します。なので、さっきと全く同じ勘定をすることが
できて、命題の等式が言えます。つまり、β ∈ Fk\(p+N2

0) とすると、xβが
Fk/(Fk ∩ I)のK-ベクトル空間としての base であるということです。

一般にモノミアルで生成されるイデアル I = ⟨xp(1) , . . . , xp(m)⟩ に対して
は、次が成り立ちます。
命題 2. dimK Fk/(Fk ∩ I)は kが十分大で kの多項式となる。
これは、次元の計算を格子点の数え上げに帰着することで、証明できま

す。怪訝な顔をしている人もいるので、例をやってみると、K[x1, x2]のイデ
アル I = ⟨x1x2, x2

1⟩について、商ベクトル空間 Fk/(Fk ∩ I)の base は図 3 の

k

Figure 3: I = ⟨x1x2, x2
1⟩

灰色の丸に対応するモノミアル 1, x1, x2, x2
2, . . . , x

k
2で与えられます。
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この次元を表す多項式を I の Hilbert 多項式と呼びH(k; I)と書きます。
さらに、H(k; I) = O(kd)のとき、dを IのKrull 次元と呼びます。(Krull次
元 dは V (I)の直感的次元と一致します。例えば V (I) が manifold であれば
d は manifold としての次元に一致します。)
話を微分作用素環に移しましょう。微分作用素環Dn = K⟨x1, . . . , xn, ∂1, . . . , ∂n⟩

とは、次の計算規則を持つ環です。

∂ixj = xj∂i + δij
xixj = xjxi

∂i∂j = ∂j∂i

もちろん、こんな風に定義してやって、結合法則とか分配法則とか成り立た
せると、そのうち矛盾してくるかもしれないと不安になってきますが、それ
は大丈夫であることが、証明されています。本当に微分作用素環をきちんと
定義するときには、多項式環をKベクトル空間と見てやって、多項式環から
多項式環へのK準同形が生成する代数で、多項式のかけ算と derivationで生
成される部分代数として定義している訳ですね。これは問題を解くときに、
非常に有用な考え方ですが 3、今は一応こうゆうことにして、矛盾は生じな
いと信じてもらうことにします。
今、multi-index で xα∂β = xα1

1 · · · xαn
n ∂1

1 · · · ∂n
n と書かれた単項式の間の

全順序を

xα∂β > xα′
∂β′

⇔ |α|+ |β| > |α′|+ |β′|
or (|α|+ |β| = |α′|+ |β′| かつ (α, β)− (α′, β′)の最初の 0でない成分が正)

で定めることにします。この順序を Graded lexicographic order と呼びます。
微分作用素 ℓ = cαβxα∂β + (<についての低次項) に対して多項式環K[x, ξ]
の元

in<(ℓ) = cαβx
αξβ ∈ K[x, ξ]

を<についての ℓの initial と呼びます。微分作用素環Dnの左イデアル Iに
対して、その (順序<についての)イニシャルイデアルを

in<(I) = ⟨in<(ℓ)|ℓ ∈ I⟩ ⊂ K[x, ξ]

で定めます。in<(I)はモノミアルイデアルです。左イデアル I の Hilbert多
項式を

H(k; I) = H(k; in<(I))
3問 1.2を参照
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で定義しましょう。前半で、モノミアルイデアルに対する Hilbert 多項式を
定義した訳ですが、これで、一般の左イデアルに対する Hilbert 多項式を定
義します。こんなもの計算できるのと疑問に思う訳ですが、グレブナ基底を
使うと Hilbert 多項式は計算できて、現在ではいろんな computer algebra の
ソフトウェアで hilbertなんとか... と入れると、すぐに計算してくれます (十
分小さな問題なら)。

例 3. 一個くらい例をやっておきたいので、I = ⟨∂1, . . . , ∂n⟩ とすると、この
イニシャルは、in<(I) = ⟨ξ1, . . . , ξn⟩となります。これはグレブナ基底を使う
ことで示せます (この場合は使わなくても出来る)。K[x, ξ]/in<(I) ∼= K[x]な
ので、hilbert 多項式はH(k; I) =

(
k+n
n

)
= O(kn)と n次式で書ける。

新たに Fk = {
∑

|α|+|β|≤k cαβx
α∂β} をとってくると、次の定理が成り立ち

ます。

定理 4. kが十分大で

dimK Fk/(Fk ∩ I) = H(k; I) = H(k; in<(I))

この定理の証明は、グレブナ基底の理論を勉強すれば出来ますが、これ
をやりだすと話が他所へそれてしまうので、今日はやりません ([2] の 1.6節,
6.6節参照)。一言で、グレブナ基底は何をやっているのかというと、イデア
ル Iについての情報を得たいときには、in<(I)についての情報をとってきて
やれば大体分かるよというのが、一言で言うとグレブナ基底の理論ですから、
こういうふうにやることが出来る訳です。
表題にあったホロノミック系について、説明したいのですが、そのため

には、もう一つ定理が必要になります。

定理 5 (Bernstein 不等式). Dn とは異なる Dn の左イデアル I に対して、
H(k; I) = O(km)ならばm ≥ nとなる。

こういう非常に不思議な定理が成り立ちます。多項式環のイデアルであ
れば、そのKrull次元は任意の非負整数をとれる訳ですね。1でも 2でも 3で
も 4でもね。だけど、微分作用素環の 左イデアルに対するKrull 次元相当の
ものは必ず n以上になる、それ以上は小さくなれないという非常に強い結果
が成り立ちます。
さっきの、例 3 を見てもらうと、このイデアルのKrull 次元は nで lower

bound を達成します。少し考えてもらえば分かるんですが、このイデアルに
どんな微分作用素を足しても、イデアルは全体Dnになってしまい、Krull 次
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元を n − 1とか n − 2とかにはできません。絶対できないということを保証
しているのが、Bernstein の不等式です。
この定理の証明も時間の関係で省略します。たとえばグレブナ道場 [2] の

6.8 節に証明が書いてあるので、気になる人は読んでみてください。
m = nとなる Iを holonomic ideal と呼びます。また、商加群M = Dn/I

は holonomic Dn-module と呼ばれる物の一つの例になっています。ホロノ
ミックは定義が難しいですが、難しい分いろいろよい性質を満たしていると
いう仕組みになっています。
これで前半一コマ目の 45分が終わりましたが、いつも講義しているとき

はここで５分間休憩して私はのんびりするんですが、今日はのんびりせずに
何か質問があれば質問してください。何かないですか？

聴講者B:あの、I を与えたときに holonomic かどうかというの
は...

グレブナ基底を計算して initial出しますね。initial出したら、今度は Hilbert
関数を計算しますね。その計算できます。

聴講者B:例えば、イデアルの generator を与えたときに、holo-
nomic かどうかを判定してくれるソフトウェアなんかはあるんで
すか？

あります、あります。Macaulay2には is.holonomicという関数があります。
それか Risa/asir にも ns twistedlog.holonomic 4 という関数があります。

聴講者B: initial idealの生成系というのは、イデアルの generator
の initial だけでは不足していますよね。そういうのを自動的に増
やして計算してくれる訳ですか？

そうですね。どこまで計算すれば十分であるかというのを、判定するのがグ
レブナ基底の理論です。

Holonomicの必要十分条件というのは、いっぱいあって、そのどれかをチェ
ックすれば良い訳ですが、一般に超幾何系が与えられたとき、その holonomic
性の判定は難しいものも多いです。
他に何かないですか？

聴講者C: グレブナ基底じゃなくて、抱合基底の一般的な判定法
はありますか？

4import("ns twistedlog.rr"); でパッケージを読み込むと使える.
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involutive base の一般的な判定法もグレブナ基底かな。

聴講者C: ブラケットで閉じていることを...

ブラケットで閉じているような系を作るときもグレブナ基底を用います。例
えば、今のような順序でグレブナ基底を作ってやると、必ず blacket で閉じ
ます。
今日証明したい代数編の main theorem はこれです。この定理はホロノ

ミック系の理論の黎明期に得られた基本定理です。この定理に出てくる積分
加群の構成をグレブナー基底で遂行するアルゴリズムを与えたのが大阿久氏
でご本人の解説本 [4] にとてもわかりやすい解説が書いてあります。グレブ
ナー道場 [2] 6章には明日解説する HGM への応用とともにこの定理が解説
してあります。ここでは Björk の本 [3] に掲載の証明法を紹介します。

定理 6. Dn/Iが holonomic Dn-module ならば、積分加群Dn/(I + ∂nDn)は
holonomic Dn−1-module

M = Dn/I,Mk = Fk/(Fk ∩ I)と置く。I の積分module はM/∂nM と同
型になる。以下、∂ = ∂n, x = xnとおく。

∂ : M → M が単射のときは、∂Mk−1 ⊂ Mkなので、

dimk Mk/(∂M ∩Mk) ≤
(m
n!
kn +O(kn−1)

)
−
(m
n!
(k − 1)n +O(kn−1)

)

= O(kk−1)

Kベクトル空間としての同型 Fk/(Fk ∩ (I + ∂D)) ∼= Mk/(∂M) ∩Mk が成り
立つのでOK.

∂ : M → M が単射でないとき。

N = {m ∈ M |∃k ∂km = 0 in M}

このとき、

(ア) N は左Dn-module

(イ) N ⊂ ∂M

が成り立つとすると、M̄ = M/N は左Dn-module で ∂ : M̄ → M̄ は単射と
なる。左Dn-module としての同型M/∂M ∼= M̄/∂M̄ が成り立つので、単射
の場合に帰着する。
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(ア)の証明. 定義よりN は左Dn⟨∂n⟩-module m ∈ N に対して xnm ∈ N
を示せばよいが、これは ∂km = 0のとき

∂k+1(xnm) = xn∂
k+1m+ (k + 1)∂km

= 0

より成り立つ。
(イ)の証明. m ∈ N が ∂km = 0を満たすとすると、

∂kxk = xk∂k +
k∑

i=1

1

i!
(k(k − 1) · · · (k − i+ 1))2 xk−i∂k−i

および
xi∂i = (∂x− 1)(∂x− 2) · · · (∂x− i)

より、

∂kxkm = xk∂k +
k∑

i=1

1

i!
(k(k − 1) · · · (k − i+ 1))2 xk−i∂k−im

= ∂(. . . )m+ k!
k∑

i=1

(−1)k−ik!

i!(k − i)!
m

したがって、m = ∂(. . . )m ∈ ∂M
最後に、Dn/(I + ∂nDn)は左Dn−1module として有限生成であることを

示す。代表元から ∂k
nは全部消せる。したがって、

∃m0∀m > m0x
m
n ≡

m0∑

i=0

ℓix
i
n, ℓi ∈ Dn−1

を示せばよい。
このとき、生成元は 1, xn, x2

n, . . . , x
m0
n となる。Vk = {

∑
αn−βn≤k cαβx

α∂β}
とおく。これは kashiwara-malgrange filtration と呼ばれていて、M が holo-
nomic のとき

∃b(s) ∈ K[s]∃ℓ ∈ V−1 s.t. b(∂nxn) + ℓ ∈ I

が成り立つことが知られています (簡単な可換環論を用いた証明は [6, Theo-
rem 5.1.2, 5.1.3])。このような b(s)で次数が最小のものを b関数と呼ぶ。

xm
n (b(∂nxn) + ℓ) = b(∂nxn −m)xm

n + xm
n ℓ

= ∂n(. . . )x
m
n + b(−m)xm

n + xm
n ℓ

となるので、b(−s) = 0の最大非負整数根 m0 より大きい mに対しては
mod I + ∂nDnで xm

n は xnについてm次未満のもので書ける。
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2 HGM, χ2分布を例として
二回目は、東京編で、一回目とは独立した話です (交わりはあるのですが)。
今日は、holonomic gradient method を χ2 分布を例として説明したいと思い
ます。

聴講者 B: (黒板に書かれた HGMという文字を見て) hypergeo-
metric module なんて言うんじゃないのですか？

じゃないです。holonomic gradient method.

2.1 不完全 Γ 関数が統計学に出てくる理由
最初の４５分間は不完全 Γ 関数が統計学に出てくる理由を説明しましょう。
実数上の関数 Tn(x)を

Tn(x) =

{
x

n
2−1e−

x
2 /NT (n) x > 0

0 x ≤ 0

で定義します。ここで、NT (n)は、上の関数を積分したときに 1になるため
の正規化定数で

NT (n) =

∫ ∞

0

x
n
2−1e−

x
2 = 2

n
2Γ
(n
2

)

で与えます。こんな風に定義してやると、関数Tn(x)は非負で等式
∫∞
−∞ Tn(x)dx =

1が成り立つので、Tn(x)は確率密度関数になります。関数 Tn(x)を確率密度
関数とする分布には、名前が付いていて χ2分布と呼ばれています。超幾何
関数を勉強した人にとっては、これはガンマ関数に関係することが直に分か
る訳ですね。
分布として χ2分布より、もっと有名で基本的なものには、密度関数が

e−
(x−m)2

2σ2 /N, N =
√
2πσ2

で定義される平均m、分散 σ2の正規分布N(m, σ2)があります。正規分布と
いうのは、確率統計において、一番基本的な分布ですが、χ2分布は、正規分
布に従う独立な確率変数の 2乗和が従う確率分布として現れます。
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命題 7. X1, . . . , XnをN(0, 1)に従う独立な確率変数とすると、

Y =
n∑

i=1

X2
i = (X1, . . . , Xn)

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

X1

·
·
·

Xn

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠

は自由度 nの χ2分布に従う。

証明に入る前に、確率変数 (random variable) とは何かについて説明する
と、ちゃんとした定義では、確率空間 (Ω,F , P )から (R,B)への可測写像の
ことを確率変数と呼ぶのですが、直感的には乱数だと思ってください。例え
ば、確率変数を 1個持ってきて、乱数を生成してヒストグラムを描いたら、
密度関数のグラフと大体同じ形になるというのが「従う」の直感的な意味で
す。ちゃんとした定義は証明の中で述べます。

Proof. 証明は nに関する帰納法です ([8] の命題 7.5 (p.171) の証明)。まず、
n = 1のときを考えましょう。確率変数 Y = X2が定数 c ≤ 0より小さくな
る確率は

P (Y < c) = P (−
√
c < X <

√
c)

と書けますが、確率変数XがN(0, 1)に従うことの定義は

P (a ≤ X ≤ b) =

∫ b

a

1√
2π

e−
1
2x

2
dx (a ≤ b)

だったので、変数変換 y = x2を用いると

P (Y < c) =

∫ √
c

−
√
c

1√
2π

e−
1
2x

2
dx = 2

∫ √
c

0

1√
2π

e−
1
2x

2
dx

=

∫ c

0

1√
2π

y−
1
2 e−

1
2ydy =

∫ c

0

T1(y)dy

となって、Y が自由度 1の χ2分布に従うことが言えました。
次に、nまで定理が成り立っているとしましょう。次の定理を使います。

定理 8. 確率変数X,Y が独立で、XとY の分布の密度関数がそれぞれf(x), g(y)
で与えられたとする。このときX+Y の分布の密度関数はf∗g(x) =

∫∞
−∞ f(x−

t)g(t)dtで与えられる。
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この定理は、分布の定義に戻って計算すれば、簡単に得られます。そう
すると計算するべきことは Tn ∗ T1で、これが Tn+1なること言えば良い訳で
す。この計算は簡単なベータ関数の計算になります。実際にやってみると、

(Tn ∗ T1)(x) =
1

NT (n)NT (1)
e−

x
2

∫ x

0

(x− t)
n
2−1t−

1
2dt

となり (Tnと T1の台に注意せよ)、変数変換 t = xsを用いると右辺の積分は

x
n−1
2

∫ 1

0

(1− s)
n
2−1s−

1
2dt = x

n−1
2
Γ(n2 )Γ(

1
2)

Γ
(
n+1
2

)

となるので証明が完了する訳です。
これを多変量の正規分布でやる、すなわち確率変数の値域がRdの場合

に、これと同じような構成をやると所謂 matrix hypergeometric 1F1という、
zonal 多項式がモノミアルの代りになる超幾何関数が自然に出てきます。
次に、早わかり検定論です。みなさんはまだ健康診断で赤信号が出るよ

うな年じゃないですが、例えば、「尿酸値の値が高くてね」という時にお肉
を食べると尿酸値の値が高くなるという結果があるんですが、そういうのは
統計的な検定論の結果なんです。
例えば、「コインを３回投げたら３回表が出た」という状況を考えます。

このときに帰無仮説 (否定したい仮説) “このコインは公平である。すなわち、
表が出る確率も裏が出る確率も 1

2” を検定するという問題を考えます。この
とき、統計的な仮説検定では、三回表がでるのと同じくらいかそれ以上珍し
いことの起こることの確率を求めよ。こういうことをします。“これ以上珍し
いこと”とというのが数学的じゃないので、問題や実験に応じて、いろいろ
決めると私は理解しているのですが、そんなんでいいんですか聴講者A君。

聴講者A そうですね。どういう量を基準に検定するかは、検定
統計量といい, その場その場に応じて経験的に決まっています。

この場合、コインが出るパターンを書いてみると (1 が表, 0 が裏)

0 0 0
0 0 1
0 1 0
0 1 1
1 0 0
1 0 1
1 1 0
1 1 1
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の 8通りあります。帰無仮説が正しいとすると、

P ({表が２回、裏が１回出る }) = P ({表が１回、裏が２回出る }) = 3

8

P ({表が３回、裏が０回出る }) = P ({表が０回、裏が３回出る }) = 1

8

と成ります。この場合は、「表が３回出る」ことと「裏が３回出る」ことを同じ
くらい珍しいと思いたいです (異論があるかも知れませんが)。これらが起こる
確率のことを統計ではP値と読んでいます。すると、この値は 1

8+
1
8 = 1

4 = 25%
と成ります。統計では伝統的に P値が 5%または 1%以下のときに、帰無仮
説を捨てます。この場合には P値が 25% なので、帰無仮説は否定できない
となります。否定できないからといって、肯定できる訳ではなくて、もっと
実験が必要と成ります。つまり、こんな結果が出たからといって、まだ不公
平だと結論は出来ないですよということです。これが統計的検定の一番簡単
な例です。
ちょっと人工的な例題をやります。

人工的例題: ソフトウェアAには正規分布 N(0, 0.25) に従う乱数を生成する
関数 rk()があると宣伝している。命題 7 を用いて、上の宣伝を検定せよ。
命題 7 によれば,

∑n
k=1 rk()

2/(0.25)2 は自由度 n の χ2 分布に従うので
以下の手順で検定する.

1. n回 rd()を呼び出して値の 2乗和 yを求める。

2. y
(0.25)2 = ȳとおく。

3. ȳ がどれくらい珍しいか？
∫∞
ȳ Tn(x)を計算して判断。5%以下なら帰

無仮説を棄却。
例 9. 一様分布 (平均 0、分散 (0.25)2)を rd()とする。n = 50まで大きく取
ると、P値が 5%以下になって帰無仮説が棄却される場合もある。ただし試
行を繰り返すとP値が 5%以下にならない場合もある。n をもっと大きくと
ると (たとえば n = 500) 確実に棄却されることとなる。ここに掲載するのは
統計ソフトウエア R による P値の計算である。

Listing 1: p-value
> N<−50 ;
> a<−runif (N)−0.5 ;
> b<−sum( a ˆ2)/ ( 0 . 2 5 ) ˆ 2 ;
> p<−1−pchisq (b , df=N) ;
> p

13



[ 1 ] 0 .2052216
#上をもう一度実行して
[ 1 ] 0 .01388657
#上をもう一度実行して
[ 1 ] 0 .02053797
#累積確率密度関数のグラフを描く .
> curve (pchisq (x , df=50) , from=0, to =100);

なお、この例題は命題 7 のような定理をどのように検定等に使うかの精
神の説明のための例題で、実際の乱数の検定ではもっとスマートな方法を用
いています。たとえば D.Knuth, 準数値算法, 乱数を参照。
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Figure 4: χ2分布の累積分布密度関数 pchisq,
∫ x

0 Tn(t)dt

2.2 HGMによるP値の計算
そしたら次の話題に行きましょう。関数

γ(x) =

∫ x

0

t
n
2−1e−

t
2dt

の数値計算を考えます。上の人工的な例題の場合では 1− γ(ȳ)/γ(+∞) が P -
値になるのでこの数値計算は統計で重要です。
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区間 [0, x]の積分を扱うのは、何かと不便なので、関数 γ(x)をHeaviside
関数を用いて ∫ ∞

−∞
H(x− t)H(t)t

n
2−1e−

t
2dt

の形に書きます。ここで、Heaviside 関数というのは、

H(t) =

{
1 t ≥ 0

0 t < 0

で定義される関数です。
今からやりたいのは、この積分表示を元にして、γ(x)の満たす超幾何方

程式を求めることです (やっと超幾何という言葉が出てきました)。昨日やっ
た積分加群を使って考えることにします。単に微分方程式を求めるだけでな
く、微分方程式を満たす理由を込みで説明しましょう。まず、超関数の基本
的な関係式を復習すると

∂tH(t) = δ(t)

tδ(t) = 0

という公式がありました。ここで、δ(t)は delta 関数です。これらの関係
式を組み合わせると t∂tH(t) = 0が得られます。従って、f(t, x) = H(x −
t)H(t)t

n
2−1e−

t
2 と置くと, 積の微分公式から

∂tf(t, x) = H ′(t)H(x− t)g(t)−H(t)H ′(x− t)g(t) +H(t)H(x− t)g′(t)

となってくれるわけです。delta関数の性質に注意すれば、この両辺に (x−t)t
を掛けると右辺の第一項と第二項は消えてしまって、

(x− t)t∂tf(t, x) = H(t)H(x− t)g′(t)

が得られます。g′(t)は計算すると有理式と g(t)の積で書けることが分かるの
で、以上を整理すると、微分作用素

ℓ1 := (x− t)

(
t∂t −

(n
2
− 1
)
+

1

2
t

)

ℓ2 := (x− t)∂x

が関数f(t, x)を消去することが言えた訳です。今、微分作用素環D = K⟨x, t, ∂x, ∂t⟩
の左イデアル I = Dℓ1 +Dℓ2を考えると、Iに属する微分作用素は f を零化
します (つまり ℓ ∈ I なら ℓ • f = 0 となる)。
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さて今、(I + ∂tD) ∩K⟨x, ∂x⟩ ∋ ℓ ̸= 0 とします。すると、

ℓ = P1 + ∂tP2(P1 ∈ I, P2 ∈ D) (1)

と書けるので、

ℓ •
∫ ∞

−∞
f(x, t)dt =

∫ ∞

−∞
P1f(x, t)dt+

∫ ∞

−∞
∂tP2f(x, t)dt

= [P2f ]
∞
−∞ = 0

となって、ℓ • γ(x) = 0 が求める常微分方程式 (O. D. E. ) であることが分か
ります。ここで漸く、北三陸編じゃないや (笑)、昨日の代数編と繋がってで
すね、以下のような議論をします。

命題 10. D/I はホロノミック

Proof. グレブナー基底の考え方を使います。x > t > ∂x > ∂t であるような
graded lexicographic order で考えます. このとき in<(ℓ1) = 2xtξt, in<(ℓ2) =
xξx です。ここで ξt = in<(∂t), ξx = in<(∂x) とおきました. ⟨xtξt, xξx⟩ の
Hilbert 多項式の次数は 3 です (計算練習)。調べるモノミアルが足りないの
で, ∂xℓ1 − (2t∂t)ℓ2 − (t− n+ 2)ℓ2 を計算すると, 2t∂x + 2t∂t + t− n+ 2 とな
り, ⟨xtξt, xξx, tξx⟩ の Hilbert 多項式の次数は 2 です (計算練習)。今 I で零化
される超関数が存在するので I = D とはなりません。したがって, Bernstein
の不等式より D/I は ホロノミックです。

さてK⟨x, ∂x⟩/(I + ∂tD) ∩K⟨x, ∂x⟩ は定理 6 の積分加群の部分加群とな
るので, ホロノミックです (詳しくは道場 [2] 6.7節から 6.10節を参照)。した
がって (I + ∂tD)∩K⟨x, ∂x⟩ (これを積分イデアルと呼びます) は 0 で生成さ
れるイデアルではありません。よって (1) のように書ける ℓ が存在すること
が言えます。これは γ(x) の満たす微分方程式です。
実際、今の場合に Risa/Asir (コラム Risa/Asir とは、を参照)で積分イ

デアルを計算すると J = ⟨2x∂2
x + (x− n+ 2)∂x⟩となります。

Listing 2: 積分イデアル
import ( ” n k r e s t r i c t i o n . r r ” ) ;
L=[(x−t )∗ ( t ∗dt−(n/2−1)+t /2) ,

(x−t )∗dx ] ;
G=nk r e s t r i c t i o n . i n t e g r a t i o n i d e a l (L , [ t , x ] , [ dt , dx ] , [ 1 , 0 ] ) ;

最後に holonomic gradient method (HGM)について説明しましょう。γ(x)
や正規化定数 NT (n) = γ(+∞) の数値計算は前節で説明したように応用上重
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Risa/Asir とは✓ ✏
Risa/Asir の利点の一つは簡潔で安定した計算代数環境が無償で提供さ
れていることおよびC言語に似たユーザ言語が提供されており、本格的
にソフト開発の勉強をしたいときには必ずマスターしておきたいC言語
の入門にもなるという点です。Risa/Asir や C 言語のプログラミングの
入門や数学ソフトウエアの開発については私の講義録のページ [10] およ
びここからリンクされているビデオ、参考文献などを参照してください。✒ ✑
要です。応用に出てくる類似の問題の多くはパラメータ付の定積分の数値計
算である場合が多く、この積分の数値計算を以下のような手順で行うことを
我々は HGM と呼んでいます。
H. G. M. .
Step 1. 積分の満たす holonomic 系 J を計算する。
Step 2. J を Pfaffian へ
Step 3.　級数展開、数値積分などを初期値として Step 2 の Pfaffian を数
値解析して、広い範囲の積分値を求める。

この三つのステップを HGM の三段算法と呼びます。Step 2 に出てくる
Pfaffian は

∂Q

∂xi
= PiQ, i = 1, . . . , n

と書ける方程式系です (道場 [2] 6.2 節参照)。n = 1 の時は連立一階の常微分
方程式にほかなりません。Holonomic 系は必ず Pfaffian に書換えることが可
能です。Pfaffian は grad(Q) = (P1Q, . . . , PnQ) とも書けて、この関係式を用
いて Q を計算するので我々はこの方法を holonomic gradient method と呼
んでいます。
さて各ステップを γ(x) の例で説明しましょう。Step 1 はすでに考察済み

です。この例では理論的考察と計算機による計算を組み合わせましたが、問
題によって理論的考察のみで導いたり、または計算機による計算のみで導い
たりします。Step 2 では、(2x∂2

x + (x− n+ 2)∂x) γ(x) = 0 なので、

∂x

(
γ(x)
∂xγ(x)

)
=

(
0 1
0 − 1

2x(x− n+ 2)

)(
γ(x)
∂xγ(x)

)
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Step 3. γ(x) の冪級数展開を求めると、
∫ x

0

t
n
2−1e−

t
2dt =

∞∑

k=0

∫ x

0

t
n
2−1 1

k!

(
− t

2

)k

dt

=
∞∑

k=0

1

k!

(
−1

2

)k ∫ x

0

t
n
2−1+kdt

=
∞∑

k=0

1

k!

(
−1

2

)k x
n
2+k

n
2 + k

=
n

2
x

n
2 1F1

(n
2
;
n

2
+ 1;−x

2

)

が得られます。差分法の初期値には、十分小さな xに対して、この冪級数
で計算した近似値を用いることが出来ます。しかしながら、nが大きくなっ
てくると、単純に差分法を適用するだけでは、精度が得られなくなってきま
す。このような場合には、γ(x) = e−

x
2x

n
2 h(x)と置いて、h(x)に対する方程

式 θ
(
θ + n

2

)
− x

2 (θ + 1) を数値解析するなどの工夫が必要になります。大き
なパラメータを持つ Pfaffian の解の漸近展開などの理論も将来的には数値解
析に応用されるのではないかと思ってます。
次の例は γ(X)/NT (N)を HGMで計算するRisa/Asirのプログラムです。

Listing 3: p-value
import ( ”names . r r ” ) $
import ( ” taka runge kut ta . r r ” ) $
Gl ib math coord inate=1$
extern Aig$
/∗ Df : 自由度

N : approx degree
∗/
de f poch (A,N) {

R=1;
for ( I =0; I<N; I++) {

R = R∗(A+I ) ;
}
return R;

}
de f i g s (X, Df ,N) {

S = 1 ;
for (K=1; K<=N; K++) {

S += eva l ( (X∗1/2)ˆK)/ poch (Df/2+1 ,K) ;
}
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return S/(Df /2 ) ;
}
de f i g s (X, Df ,N) { return eva l ( i g s (X, Df ,N)∗ exp ( 0 ) ) ; }
de f i g s (X, Df ,N) { return i g s (X, Df ,N)∗ eva l (Xˆ(Df /2)∗ exp(−X/2 ) ) ; }
/∗ d i f f ( i g s ) , 級数で gamma(X) を計算 . ∗/
de f i g s 1 (X, Df ,N) {

S = 0 ;
for (K=1; K<=N; K++) {

S += (1/2)∗K∗ eva l ( (X∗1/2)ˆ(K−1))/poch (Df/2+1 ,K) ;
}
return S/(Df /2 ) ;

}
de f i g s 1 (X, Df ,N) { return eva l ( i g s 1 (X, Df ,N)∗ exp ( 0 ) ) ; }
de f i g (X, Df ) { /∗ h (X) の計算 ∗/

Step =0.01;
X0=1; N=40; /∗ 級数近似の次数 ∗/
Iv=[ i g s (X0 , Df ,N) , i g s 1 (X0 , Df ,N) ] ;
Eq= [ [ 0 , 1 ] , [ 1 / ( 2 ∗ x) ,(−1/x )∗ ( Df/2+1−x / 2 ) ] ] ;
/∗ Runge−Kutta 法で微分方程式の解を近似計算 ∗/
A=tk rk . r ung e ku t t a 4 l i n e a r (Eq , x , [ ] , X0 , Iv ,X, Step ) ;
return A;

}
/∗ 自由度 Df で gamma(X) を計算 . ∗/
de f i g (X, Df ) {

extern Aig ;
Aig=i g (X, Df ) ;
A= [ ] ;
for ( I =0; I<l ength (Aig ) ; I++) {

V=Aig [ I ] ; X=V[ 0 ] ;
A = cons ( [X,V[ 1 ] ∗ eva l ( exp(−X/2)∗Xˆ(Df / 2 ) ) ] ,A) ;

}
return r e v e r s e (A) ;

}
/∗ 正規化定数 N T(Df ) ∗/
de f nc (Df ) { return ( pa r i (gamma, Df /2)∗ eva l (2ˆ(Df / 2 ) ) ) ; }
end$

γ(70) の値および γ(70)/NT (50) の計算は以下のようになります。
[1893] load("evalig3.rr");
[1980] A=ig(70,50)$
[1981] A[0];
[70,2.014480379269210636 E31]
[1982] A[0][1]/nc(50);
0.9676258902264072996
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本日は χ2 分布を例として HGM の手法を解説しました。もちろん χ2 分
布の場合は別の手法による計算の方が断然うまくいきます。たとえば数値計
算の有名な教科書 Numerical Recipes を読んで見て下さい。しかしながら、
HGM によりはじめて現実的時間内に数値計算が可能になった統計分布の例
も沢山あります。それらの研究については [11] をご覧下さい。HGM の超幾
何関数論から見た面白さは数値計算と統計への応用という視点を持つことに
より今までにない形のある意味新鮮な数学的問題を提供可能だという点だと
思います。

3 練習問題
問 3.1. [10] Fk = {(m1,m2) ∈ N2

0 |m1 + m2 ≤ k} と置く. p, q ∈ N2
0 の時,

Fk \ (p+N2
0) ∪ (q +N2

0) の要素の数を k の多項式として表せ (k が十分大き
いとき). n 変数の時に同様な数えあげをすると?

問 3.2. [10] 微分作用素環 Q⟨x, ∂⟩ において次の等式を示せ.

1. xk∂k = θ(θ − 1) · · · (θ − k + 1), ここで θ = x∂.

2. b(θ)xk = xkb(θ + k). ここで b(θ) は変数 θ = x∂ の一変数多項式.

3. ∂kxk = xk∂k +
∑k

i=1
1
i!(k(k − 1) · · · (k − i+ 1))2xk−i∂k−i.

問 3.3. [10] ext−tn の満す微分方程式系の t についての積分イデアルを計算
せよ.

問 3.4. [15]
∫ 700

0 T500(t)dt の値を適当なプログラム言語で近似計算せよ.

問 3.5. [20]

1. 不完全ガンマ関数を合流型超幾何級数 1F1(a, c; x) で表せ.

2. この級数の隣接関係式 (a, c についての漸化式) を用いて不完全ガンマ
関数の連分数表示を一つ求めよ.

問 3.6. [45] (研究課題)多次元正規分布に対する χ2 分布相当のものを考察す
ると行列引数の超幾何関数 1F1 が得られる. 古典的 1F1 のモノミアルを zonal
多項式にすると級数展開が, 積分領域を positive definite symmetric matrix
のある集合にすると積分表示が得られる. この多変数関数に現代的な超幾何
関数論の種々の手法を適用して数値計算に有用な新しい公式達を導きだせ.
参考:
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多変数超幾何関数の
Pfaffian 方程式とモノドロミー 1

松本　圭司 (北海道大学)

Sep. 02,03, 超幾何学校 2013, 神戸大学理学部

0 Introduction

Gauss の超幾何級数

F (a, b, c; x) =
∞∑

n=0

(a, n)(b, n)

(c, n)(1, n)
xn, (a, n) = Γ (a+ n)/Γ (a)

は, c ̸= 0, −1, −2, . . . のとき {x ∈ C | |x| < 1} 上の正則関数を定める. この正則関数は,
積分表示

Γ (c)

Γ (a)Γ (c− a)

∫ ∞

1

tb−c(t− x)−b(t− 1)c−a dt

t− 1

(Re(c) > Re(a) > 0) を持つ. ものの本に載っている積分表示は, 積分区間が [0, 1]になっ
ているものが多いが, それに変数変換 t $→ 1/t を施すとこの表示が得られる. そしてこの
正則関数は, 超幾何微分方程式

[
x(1−x)(

d

dx
)2+{c−(a+b+1)x}( d

dx
)−ab

]
f = 0 (1)

をみたす. この微分方程式は, Pfaffian 方程式と呼ばれる１階連立微分方程式系 df = Ω f
と同値である, ここで

f =

(
F (a, b, c; x)
d
dxF (a, b, c; x)

)
, Ω =

(
0 1

ab
x(1−x) − c−(a+b+1)x

x(1−x)

)
dx.

未知関数 f をG =

(
1 0
0 x−1

b

)
によりϕ = Gf に変換するとϕ のみたす Pfaffian 方程式は

dϕ = dG · f +G · df = dG ·G−1ϕ+GΩG−1ϕ

=

[(
0 0
−a −c

)
dx

x
+

(
0 b
0 c− a− b

)
dx

x− 1

]
ϕ
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となる. なお, 変換行列 G や d log x = dx
x , d log(x− 1) = dx

x−1 の係数行列の幾何学的な意
味については, 超幾何学校 2014 で解説する予定である.
領域X = C − {0, 1} の任意の点 x の小さな近傍 Ux では, (1) の１価正則な解全体

Sol(Ux) は 2次元の線型空間となる. 点 ẋ を開区間 (0, 1) からとり固定. 点 ẋ を始点と
する X 内の曲線 γ に沿って, Sol(Uẋ) の任意の元 f は解析接続できる. 道 γ と γ′ が X
で homotopic であれば, ２つの曲線に沿った f の解析接続は一致する. 道 ρ が ẋ を始点
とする loop の場合, ρ に沿って解析接続したMρ(f) は一般には元の f と一致しないが,
Sol(Uẋ) の元になっていて

Mρ(c1f1 + c2f2) = c1Mρ(f1) + c2Mρ(f2)

(f1, f2 ∈ Sol(Uẋ), c1, c2 ∈ C) をみたすので, Mρ は Sol(Uẋ) の線型変換である. loop ρ の
あとに loop ρ′ をつないでできる loop を ρ′ · ρ とすると

Mρ′·ρ(f) = Mρ′(Mρ(f))

をみたす. つまり π1(X, ẋ) ∋ ρ $→ Mρ ∈ GL(Sol(Uẋ)) は, 群としての準同型写像となる.
これを超幾何微分方程式 (1) のモノドロミー表現という. 領域X の基本群は ẋ を出発し
て 0 を正の向きに１回まわる loop ρ0 と 1 を正の向きに１回まわる loop ρ1 で生成され
る. 線型変換M0 = Mρ0 とM1 = Mρ1 の Sol(Uẋ) 基底の取り方によらない表示を与え
る. Sol(Uẋ) の基底を指定してM0 とM1 のその基底に関する表現行列 M0 と M1 も与
える. 表現行列 M0 と M1 については古くからよく知られている. しかし, 基底の取り方
によらない表現M0 とM1 についてはあまり扱われていない. それらを超幾何微分方程
式の解の積分表示に関する twisted homology group についての交点形式を用いて鏡映と
して表示する.
前半の講義では, twisted homology group と交点形式ついて解説をし, 後半の講義で

超幾何微分方程式のモノドロミー表現を決定し, ２変数幾何微分方程式系 F1 のモノドロ
ミー表現についても解説する予定である. また, 演習では, 交点数の計算, モノドロミー表
現の計算, その他の多変数超幾何微分方程式系のモノドロミー表現についても言及する.

1 ねじれ Stokes 定理
超幾何関数 F (a, b, c; x) の積分表示で現れる Cx = C − {0, 1, x} 上の多価正則 1次形式
u(t)ϕ(t)

u(t) = tb−c(t− x)−b(t− 1)c−a = (t− x0)
α0(t− x1)

α1(t− x2)
α2 ,

ϕ(t) =
dt

t− 1
,

{
x0 = 0, x1 = x, x2 = 1, x3 = ∞,
α0 = b− c, α1 = −b, α2 = c− a, α3 = a,

の取り扱いの工夫から始める. ここで αj /∈ Z を仮定し, x は固定し変数は t だけである
とする.
集合 Cx 内の単連結な k次チェイン ∆ 上の k次微分形式 ψ と多価関数 u(t) との積

の積分
∫
∆ u(t)ψ を考える. その積分を多価関数 u(t) と ψ と分離し ψ と ∆ とその上の
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枝 u(t)|∆ を組み合わせた∆u との pairing ⟨ψ,∆u⟩ とみなす. このルールのもとで Stokes
定理 ∫

D

d(u(t)ψ) =

∫

∂D

u(t)ψ

がどうなるか調べる. 左辺は

d(u(t)ψ) = du(t) ∧ ψ + u(t)dψ = u(t)(ω ∧ ψ + dψ),

ω = d log(u(t)) =

(
b− c

t
+

−b

t− x
+

c− a

t− 1

)
dt =

2∑

i=0

αidt

t− xi
,

となるので, ⟨∇ωψ, Du⟩ となる, ここで∇ω = d+ ω∧ は, Cx 上の１価正則 1-form ω によ
り, ねじられた外微分作用素とする. 一方, 右辺は前記のルールに従い, ⟨ψ, (∂D)u⟩ である.
そこでねじれ境界作用素 ∂ω を ∂ω(Du) = (∂D)u として定める, ここで ∂D 上の u(t) の枝
は D 上の u(t) の枝の ∂D への制限 u(t)|∂D として指定する. Stokes 定理は, ∇ω, ∂ω を用
いると以下のようになる.

Theorem 1 (ねじれ Stokes 定理)

⟨∇ωψ, D
u⟩ = ⟨ψ, ∂ω(Du)⟩.

∇ωψ = 0 をみたす Cx 上の C∞ 級 k次微分形式 ψ をねじれ閉 k次微分形式といい, k
次チェイン Dj とその上に指定された u(t) の分枝との組の有限和 γ =

∑
j∈J D

u
j をねじれ

k次チェインといい, それら全体を Cu
k (Cx) で表す. ∂ω(γ) = 0 をみたすものをねじれ k次

サイクルという.
超幾何関数の積分表示に表れる ϕ = dt

t−1 は, ねじれ閉１次微分形式である. 実のとこ
ろ dt ∧ dt = 0 なので Cx 上の正則１次微分形式はねじれ閉となる.
開区間 (1,∞) と u(t) の枝の組 (1,∞)u は, この設定ではねじれ１次チェインとなら

ない. 1, ∞ が Cx に属していないので, (1,∞) が１次チェインの有限和として表示でき
ないからである. 点 x ∈ (0, 1) に対して, ⟨ϕ, γu0 ⟩ =

∫ ∞

1

u(t)ϕ をみたすねじれ１次サイク
ル γu0 を構成する. 小さい正数 ε と大きな正数 R をとり, I1+ε,R を 1 + ε から R へ至る
線分, C1 は 1 を中心とし 1 + ε を始点とする半径 ε の正の向きの円, C∞ は 0 を中心と
し R を始点とする半径 R の負の向きの円である.

γu0 = Iu1+ε,R − 1

1− λ2
Cu

1 +
1

1− λ3
Cu

∞, λi = e2π
√
−1αi

多価関数 u(t) の枝は, 各道の始点で t, t− 1, t− x の偏角が 0 であるとする.
Cauchyの積分定理から ⟨ϕ, γu0 ⟩は ε, Rの大きさによらず値は一定. Re(c) > Re(a) > 0

の条件下で
lim
ε↓0

∫

C1

u(t)ϕ = lim
R↑∞

∫

C∞

u(t)ϕ = 0

なので ⟨ϕ, γu0 ⟩ =
∫ ∞

1

u(t)ϕ が成立.
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0 x

1 + ε

1

C1

I1+ε,R

R

C∞

∂ω(γu0 ) を計算する. 定義より ∂ω(Iu1+ε,R) = Ru(R) − (1 + ε)u(ε+1). C1 は始点と終点は
一致しているが, 終点での t − 1 の偏角は 2π 増えているので, その分を係数としてくく
りだし ∂ω(Cu

1 ) = λ2(1 + ε)u(1+ε) − (1 + ε)u(1+ε) を得る. C∞ は始点と終点は一致している
が, 終点での t, t− x, t− 1 の偏角は 2π 減っているので, その分を係数としてくくりだし
∂ω(Cu

∞) = λ3Ru(R) − Ru(R). かかっている係数をかけて加えると, ∂ω(γu0 ) = 0. ゆえに γu0
はねじれ１次サイクルである.

Problem 1 点x ∈ (0, 1) に対して, Cx 空間の上半空間でx0 = 0, x1 = x, x2 = 1, x3 = ∞
を結ぶ道 γij (0 ≤ i < j ≤ 3) からねじれ１次サイクルを γuij を構成せよ.

2 ねじれホモロジー群と交点形式
ねじれサイクル γu0 は正数 ε, R が異なっても, ⟨ϕ0, γu0 ⟩ の値は変化しなかった. そのよう
な違いは同じものとみなす同値関係を定義して, 超幾何微分方程式の局所解空間と線型同
型なるものを設定する.
ねじれ閉微分１形式 ϕ0 =

dt
t−1 とDu ∈ Ck

2 (Cx)に対する ∂ω(Du)とのpairing ⟨ϕ0, ∂ω(Du)⟩
は, Theorem 1 より

⟨ϕ0, ∂ω(D
u)⟩ = ⟨∇ωϕ0, D

u⟩ = 0

となる. ねじれ１次サイクルたちの空間を Cu
2 (Cx) の ∂w の像で割った空間として, ω に

対するねじれ１次ホモロジー群H1(Cx, ∂ω) を定める:

H1(Cx, ∂ω) = ker(∂ω : Cu
1 (Cx) → Cu

0 (Cx))/∂ω(Cu
2 (Cx)).
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Theorem 2 (喜多-野海)
dimC H1(Cx, ∂ω) = 2.

H1(Cx, ∂ω) は固定された x について設定されたものなので, これではまだ超幾何微分
方程式 (1) の局所解空間 Sol(Ux) と同一視できない. u(t, x) を

X̃ = {(t, x) ∈ P1 ×X | t(t− x)(t− 1) ̸= 0} ⊂ P1 × P1

上の多価関数とみなし, Cx のこの空間への埋め込み ıx : Cx ↪→ pr−1(x) を指定しておく,
ここで pr : X̃(t, x) $→ x ∈ X. 局所系

H1(∂ω) =
⋃

x∈X

H1(Cx, ∂ω)

に対して定まる
H1(∂ω, Ux) =

⋃

x∈Ux

H1(Cx, ∂ω)

が Sol(Ux) と線型同型になる. 制限写像の帰納的極限をH1(Cx, ∂ω) と同一視して Sol(Ux)
の x での germ Sol(x) とみなす. 具体的な対応は ϕ0 との pairing で, x の周りの微小な
動きを込めてあると考える.

u(t) の代わりに 1/u(t) を考えて, １次ねじれホモロジー群と局所系

H1(Cx, ∂−ω), H1(∂ω) =
⋃

x∈X

H1(Cx, ∂−ω)

が定義される. ここで d log(1/u(t)) = −ωであることに注意する. H1(Cx, ∂ω)とH1(Cx, ∂−ω)
には交点形式 Ih が定義される. 1-chains ∆+ と ∆− が有限個の点 pi で transversely に交
わっているとする.

(∆u
+ ·∆u−1

− ) =
∑

i

(∆+ ·∆−)piu(pi)u
−1(pi)

で定まるものを線型に拡張して, 交点形式 Ih を定める. ここで (∆+ ·∆−)pi は pi におけ
る γ+ と γ− の位相的な交点数. 定義より, 下記が成立する.

Ih(γ
u
−, γ

u−1

+ ) = −Ih(γ
u
+, γ

u−1

− )∨,

∨ はパラメーターの符号変換作用素; α∨
i = −αi, λ∨i = 1/λi, u∨ = u−1.

Theorem 3 0 ≤ i < j ≤ 3, 0 ≤ p < q ≤ 3 に対して,

Ih(γ
u
ij, (γ

u
pq)

∨) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1−λiλj

(1−λi)(1−λj)
if (i, j) = (p, q),

λi
1−λi

if i = p, j > q,
−λj

1−λj
if j = p,

1
1−λj

if i < p, j = q,

1 if i < p < j < q,
0 if i < p < q < j, i < j < p < q.
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特に γu0 = γu23, γ
u
1 = γu12 と (γu0 )

∨ = (γu23)
∨, (γu1 )

∨ = (γu12)
∨ に関する交点行列は

H =

(
1−λ2λ3

(1−λ2)(1−λ3)
−1

1−λ2
−λ2
1−λ2

1−λ1λ2
(1−λ1)(1−λ2)

)
.

Proof.

C1

I1+ε,R

C∞

p1

p2

p3

u−1

u

γu0 と (γu0 )
∨の交点数を計算する. p1での位相的な交点数は 1, uは偏角が増えてu(p1)u−1(p1) =

λ3 となり, ここでの寄与は C∞ の係数 1
1−λ3

と λ3 との積 λ3
1−λ3

である. p2 での位相的な
交点数は −1, u と u−1 との枝のずれはなく u(p2)u−1(p2) = 1 で, ここでの寄与は C1 の係
数 −1

1−λ2
と (−1) との積 1

1−λ2
となる. これらの和が Ih(γu0 , γ

u−1

0 ) で, その値は 1−λ2λ3
(1−λ2)(1−λ3)

となる.
次に γu0 と (γu1 )

∨ の交点数を計算する. 位相的な交点は p3 のみで 1 である. u は上半
空間で解析接続しているので p3 では u と u−1 の枝のずれはなく u(p3)u−1(p3) = 1. C1

の係数が交点数であり −1
1−λ2

. 次の演習問題を各自で計算することで定理が証明される. !

Problem 2 定理にある残りの交点数をすべて計算せよ.

Remark 1 パラメーターに関する条件 αj /∈ Z (j = 0, 1, 2, 3) 下で

det(H) =
1− λ1λ2λ3

(1− λ1)(1− λ2)(1− λ3)
̸= 0.

交点形式は非退化である.
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3 モノドロミー表現
基点 ẋ を開区間 (0, 1) (⊂ X = C − {0, 1}) から選び固定し, π1(X, ẋ) の元を代表す
る loop ρ をとる. 超幾何微分方程式 (1) の局所解空間 Sol(Uẋ) を表現空間とするモ
ノドロミー表現による ρ の像を Mρ とし, 基底 (γu0 , γ

u
1 ) についての Mρ の表現行列を

Mρ, i.e., (Mρ(γu0 ),Mρ(γu1 )) = (γu0 , γ
u
1 )Mρ, とする. Mρ, Mρ に対して, パラメーター

a, b, c の符号を変えたものをM∨
ρ , M

∨
ρ とし, 基底 (γu0 , γ

u
1 ), (γ

u
0 , γ

u
1 )

∨ に対する交点行列
をH =

(
Ih(γui , (γ

u
j )

∨)
)
i,j
とする.

Theorem 4 以下が成り立つ.

(1) Ih(Mρ(γu+),M∨
ρ (γ

u−1

− )) = Ih(γu+, γ
u−1

− ), ∀γu
±1

± ∈ H1(Cx, ∂±ω).

(2) tMρ H M∨
ρ = H.

(3) Mρ の固有値 β は, その固有ベクトル γu が Ih(γu, (γu)∨) ̸= 0 ならば β · β∨ = 1 を
みたす.

(4) Mρ の固有値 β1, β2 の固有ベクトルを γu1 , γ
u
2 とする.

β1 · β∨
2 ̸= 1 ⇒ Ih(γ

u
1 , (γ

u
2 )

∨) = 0.

Proof. (1) ẋ の近傍 Uẋ では, ねじれサイクル γu+, γ
u
− は自然に接続されていて, その

交点数は変化しない. 交点数は局所定数なので, それをどこまでも接続してもその値は変
化しない.

(2) γu を (γu0 , γ
u
1 ) の１次結合 (γu0 , γ

u
1 )

(
g0
g1

)
(g0, g1 ∈ C) で表示すると,

Mρ(γ
u) = (γu0 , γ

u
1 )Mρ

(
g0
g1

)
, Ih(γ

u, (γu)∨) = (g0, g1)H

(
g∨0
g∨1

)
.

ゆえに
Ih(Mρ(γ

u), (Mρ(γ
u))∨) = (g0, g1)

tMρHM∨
ρ

(
g∨0
g∨1

)
.

(1) より
(g0, g1)

tMρHM∨
ρ

(
g∨0
g∨1

)
= (g0, g1)H

(
g∨0
g∨1

)

で, g0, g1 は任意なので tMρ H M∨
ρ = H.

(3) Mρ(γu) = βγu であり, (1) より

Ih(γ
u, (γu)∨) = Ih(Mρ(γ

u),M∨
ρ ((γ

u)∨)) = Ih(βγ
u, β∨(γu)∨)

= (β · β∨) · Ih(γ
u, (γu)∨).

ゆえに Ih(γu, (γu)∨) ̸= 0 ⇒ β · β∨ = 1.
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(4) (1) より

Ih(γ
u
1 , (γ

u
2 )

∨) = Ih(Mρ(γ
u
1 ),M∨

ρ ((γ
u
2 )

∨)) = Ih(β1γ
u
1 , β

∨
2 (γ

u
2 )

∨)

= (β1 · β∨
2 ) · Ih(γ

u
1 , (γ

u
2 )

∨).

ゆえに β1 · β∨
2 ̸= 1 ⇒ Ih(γu1 , (γ

u
2 )

∨) = 0. !

Remark 2 Theorem 4 (4) において, Ih(γu2 , (γ
u
2 )

∨) ̸= 0 ならば β∨
2 = 1/β2 であり, 仮定

β1 · β∨
2 ̸= 1 は β1 ̸= β2 と同値である.

Lemma 1 M0 の固有値は 1 と λ0λ1 = e−2π
√
−1c. M0 の固有値 1 の固有ベクトルは γu23,

M0 の固有値 λ0λ1 の固有ベクトルは γu01. λ0λ1 ̸= 1 ならば Ih(γu01, (γ
u
23)

∨) = 0 で γu01, γ
u
23

は１次独立である.

Proof. 積分区間 (1,∞) が ρ0 の動きで変化しないことは明らかである. u(t) =
tα0(t− x)α1(t− 1)α2 の値が x = ẋe2π

√
−1θ (θ ∈ [0, 1]) の変化でどうなるかを追跡する. 変

化するのは (t− x)α1 だけである. x は絶対値の小さい複素数で動き, 積分区間 t ∈ (1,∞)
上では t はそれに比べて大きな正数なので arg(t− x) は 0 の近くを動くだけで ρ0 の終点
でのその値は 0. ゆえにM1(γu23) = γu23.
次に γu01 の ρ0 に沿った接続を追跡する. 点 t = 0 と t = x = ẋe2π

√
−1θ (θ ∈ [0, 1]) を

結ぶ道 γ01 を開区間 (0, 1) からの写像として表示すると

γ01 : t = ẋe2π
√
−1θs s ∈ (0, 1).

γ01 は ρ0 に沿った接続で, γ01 に戻ってくる. u(t) をこの写像で開区間 (0, 1) に引き戻し
て, ρ0 に沿った接続での枝の変化をみる.

γ∗01(u(t))

= (ẋe2π
√
−1θs)α0(ẋe2π

√
−1θs− ẋe2π

√
−1θ)α1(ẋe2π

√
−1θs− 1)α2

= e2π
√
−1θ(α0+α1)ẋα0+α1sα0(s− 1)α1(ẋe2π

√
−1θs− 1)α2 .

ρ0 で接続すると θ が 0 から 1 に変わるので u(t) の枝は λ0λ1 が掛けられたものとなり,
M1(γu01) = λ0λ1γu01.

λ0λ1 ̸= 1ならば Theorem 4より, Ih(γu01, (γ
u
23)

∨) = 0. Theorem 3より, Ih(γu01, (γ
u
01)

∨) ·
Ih(γu23, (γ

u
23)

∨) ̸= 0 なので, これらは１次独立. !

Lemma 2 M1 の固有値は 1 と λ1λ2 = e2π
√
−1(c−a−b). M1 の固有値 1 の固有ベクトル

は γu03, M1 の固有値 λ1λ2 の固有ベクトルは γu12. λ1λ2 ̸= 1 ならば Ih(γu03, (γ
u
12)

∨) = 0 で
γu03, γ

u
12 は１次独立.

Problem 3 Lemma 2 を Lemma 1 と同様に証明せよ.

30



Theorem 5 (超幾何微分方程式のモノドロミー表現) 線型変換 M0, M1 は交点形式を
用いて, 以下のように表せる:

M0(γ
u) = γu − (1− λ0)(1− λ1)Ih(γ

u, (γu01)
∨)γu01

= λ0λ1 [γ
u − (1− λ2)(1− λ3)Ih(γ

u, (γu23)
∨)γu23] ,

M1(γ
u) = γu − (1− λ1)(1− λ2)Ih(γ

u, (γu12)
∨)γu12

= λ1λ2 [γ
u − (1− λ0)(1− λ3)Ih(γ

u, (γu03)
∨)γu03] .

Proof. λ0λ1 ̸= 1 を仮定して, 上記の第一表示 M0 の固有値 1,λ0λ1 の固有ベクトルが
γu23, γ

u
01 であることを示す.

M0(γ
u
01) = γu01 − (1− λ0)(1− λ1)Ih(γ

u
01, (γ

u
01)

∨)γu01

= γu01 −
(1− λ0)(1− λ1)(1− λ0λ1)

(1− λ0)(1− λ1)
γu01 = λ0λ1γ

u
01,

M0(γ
u
23) = γu23 − (1− λ0)(1− λ1)Ih(γ

u
23, (γ

u
01)

∨)γu01 = γu23.

他も同様. λ0λ1 = 1 の場合も自然に拡張されている. !

Remark 3 λ0λ1 ̸= 1 のとき,

M0(γ
u) = γu − (1− λ0λ1)Ih(γ

u, (γu01)
∨)Ih(γ

u
01, (γ

u
01)

∨)−1γu01

は法線ベクトル γ01 と固有値 λ0λ1 を有する Ih に関する鏡映変換.

Corollary 1 H1(Cx, ∂ω) の基底を (γu0 , γ
u
1 ) = (γu23, γ

u
12) でとると M0, M1 の表現行列

M0,M1 は

M0 = I2 − (1− λ0)(1− λ1)r01
tr∨01

tH

= λ0λ1[I2 − (1− λ2)(1− λ3)e0
te0

tH] =

(
1 λ0λ1λ2 − 1
0 λ0λ1

)
,

M1 = I2 − (1− λ1)(1− λ2)e1
te1

tH

= λ1λ2[I2 − (1− λ0)(1− λ3)r03
tr∨03

tH] =

(
1 0

1− λ1 λ1λ2

)
,

ここで I2 は２次単位行列で, e0 = t(1, 0), e1 = t(0, 1),

r01 =
−1

1− λ0

(
1− λ0λ1λ2
1− λ0λ1

)
, r03 =

−λ0
1− λ0

(
1− λ1λ2
1− λ1

)
.

Proof. (γu0 , γ
u
1 ) を基底にとると, γu = g0γu0 + g1γu1 ∈ H1(Cx, ∂ω) と列ベクトル

(
g1
g2

)
と

が対応し, γui と単位ベクトル ei が対応する (i = 0, 1). γu01 ∈ H1(Cx, ∂ω) を γu0 , γ
u
1 の１次
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結合 g0γu0 + g1γu1 で表示する. Theorem 3 より

0 = Ih(γu01, (γ
u
23)

∨) = g0Ih(γu23, (γ
u
23)

∨) + g1Ih(γu12, (γ
u
23)

∨)
= H00 g0 +H10 g1,

−λ1
1−λ1

= Ih(γu01, (γ
u
12)

∨) = g0Ih(γu23, (γ
u
12)

∨) + g1Ih(γu12, (γ
u
12)

∨)
= H01 g0 +H11 g1.

連立方程式
(

0
−λ1
1−λ1

)
= tH

(
g0
g1

)
を解いて, γu01 に対応する列ベクトル

r01 =
tH−1

(
0

−λ1
1−λ1

)
=

−1

1− λ0

(
1− λ0λ1λ2
1− λ0λ1

)

を得る. Theorem 5 のM0(γu) に対応する列ベクトルを M0

(
g1
g2

)
で表示する. γu と γu01

に対するベクトルは
(
g1
g2

)
= I2

(
g1
g2

)
と上記で求めた r01 である.

Ih(γ
u, (γu01)

∨) = (g1, g2) H r∨01 =
tr∨01

tH

(
g1
g2

)

より, M0(γu) に対応する列ベクトルは

[
I2 − (1− λ0)(1− λ1)r01

tr∨01
tH
]( g1

g2

)
.

他の表示も同様に得られる. ただし e∨i = ei なので ∨ は省略している. !

M0 の計算では第２式, M1 の計算では第１式を利用すると簡単に表現行列が得られる.
また, λ0λ1 = 1 や λ1λ2 = 1 でも有効.

4 ２変数超幾何関数 Appell’s F1

Appell’s F1 は {x = (x1, x2) ∈ C2 | max(|x1|, |x2|) < 1} で広義一様絶対収束する級数

F1(a, b1, b2, c; x) =
∑

n∈N2

(a, n1 + n2)(b1, n1)(b2, n2)

(c, n1 + n2)(1, n1)(1, n2)
xn1
1 xn2

2

で定義される, ここで c ̸= 0,−1,−2, · · ·. この級数には積分表示

Γ (c)

Γ (a)Γ (c− a)

∫ ∞

1

tb1+b2−c(t− x1)
−b1(t− x2)

−b2(t− 1)c−a dt

t− 1
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(Re(c) > Re(a) > 0) がある. 変数 x0 = 0, x3 = 1, x4 = ∞ を導入し, t = xi での exponent
としてパラメーター αi (i = 0, . . . , 4) を以下のように導入:

x0 = 0, x1, x2, x3 = 1, x4 = ∞;
α0 = b1 + b2 − c, α1 = −b1, α2 = −b2, α3 = c− a, α4 = a.

F1(a, b1, b2, c; x) は, 以下の微分作用素を施すと 0 になる:

x1(1−x1)∂
2
1+x2(1−x1)∂1∂2+[c−(a+b1+1)x1]∂1−b1x2∂2−ab1,

x2(1−x2)∂
2
2+x1(1−x2)∂1∂2+[c−(a+b2+1)x2]∂2−b2x1∂1−ab2,

(x1−x2)∂1∂2 − b2∂1+b1∂2.

これらの微分作用素で生成される微分方程式系 F1(a, b1, b2, c) を超幾何微分方程式系 Ap-
pell’s F1 という.

Fact 1 S = {x ∈ C2 | x1x2(x1 − 1)(x2 − 1)(x1 − x2) = 0} とする. X = C2 − S の任意
の点 x の X 内の近傍 Ux におけるF1(a, b1, b2, c) の１価正則関数解全体のなす線型空間
Sol(Ux) は３次元.

X の基点 ẋ = (ẋ1, ẋ2) は ẋ0 = 0 < ẋ1 < ẋ2 < 1 = ẋ3 をみたすとする. ρij (0 ≤ i <
j ≤ 3, (i, j) ̸= (0, 3)) をX 内の ẋ を基点とする loop で xj は固定し xi が上半空間経由で
ẋj に近づき, その点を正の向きに回り, 来た道を引き返すものとする. ただし, i = 0 のと
きは i, j の役目を変える.

Fact 2 π1(X, ẋ) は ρij で生成される.

5 F1(a, b1, b2, c) に対するねじれホモロジー群
Cx = C− {0, x1, x2, 1}, u(t) = tα0(t− x1)α1(t− x2)α2(t− 1)α3 とみなして, 超幾何関数の
ときと同様にして, ねじれホモロジー群と局所系

H1(Cx, ∂ω), H1(∂ω) =
⋃

x∈X

H1(Cx, ∂ω)

が定義され, germ Sol(x) と H1(Cx, ∂ω) が同一視される.
xi と xj を上半空間で結ぶ道 γij (0 ≤ i < j ≤ 4) から１０個のねじれサイクル γuij が

構成できる.
u(t)−1 に対して,

H1(Cx, ∂−ω), H1(∂−ω) =
⋃

x∈X

H1(Cx, ∂−ω)

が定義され, H1(Cx, ∂ω) と H1(Cx, ∂−ω) に交点形式 Ih が定義される.
交点数に関する公式 Theorem 3 が 0 ≤ i < j ≤ 4, 0 ≤ p < q ≤ 4 として成立する. こ

こで λi = e2π
√
−1αi (0 ≤ i ≤ 4) とする.
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6 F1(a, b1, b2, c) のモノドロミー表現
解析接続による群準同型写像 π1(X, ẋ) ∋ ρ $→ Mρ ∈ GL(Sol(ẋ)) を F1(a, b1, b2, c) のモノ
ドロミー表現という. Mρij = Mij (0 ≤ i < j ≤ 3, (i, j) ̸= (0, 3)) を決定する. Theorem
4 は, そのまま成立する.

Lemma 3 Mij の固有値は 1, λiλj である. 固有値 1 の固有空間は２次元で, 固有値 λiλj
の固有ベクトルは γuij.

Proof. Lemma 1 で示したように, 固有値 λiλj の固有ベクトルは γuij. {i, j, k, l,m} =
{0, . . . , 4} となる k, l,m に対して xk と xl を下半平面で結ぶ道と xk と xm を下半平面で
結ぶ道から得られるねじれサイクルたちが固有値 1 の固有空間を張る. !

Theorem 6 0 ≤ i < j ≤ 3, (i, j) ̸= (0, 3) に対して
Mij(γ

u) = γu − (1− λi)(1− λj)γ
u
ijIh(γ

u, (γuij)
∨).

Proof. λiλj ̸= 1 とする. Theorem 4 からMij の 1 の固有空間は
{γu ∈ H1(Cx, ∂ω) | Ih(γ

u, (γuij)
∨) = 0}.

γu が Ih(γu, (γuij)
∨) = 0 をみたせば, 上記右辺は γu であり, 固有値 1 の固有ベクトルであ

る. γu = γij のとき, Theorem 3 より上記右辺は
γuij − (1− λi)(1− λj)γ

u
ijIh(γ

u
ij, (γ

u
ij)

∨)

= γuij −
(1− λi)(1− λj)(1− λiλj)

(1− λi)(1− λj)
γuij = (λiλj) · γuij

であり, γij は λiλj の固有ベクトル. Lemma 3 より, Mij と一致する. !

Problem 4 H1(Cx, ∂ω)の基底を定めて,その基底に関する交点行列H = (Ih(γui , (γ
u
i )

∨))ij
を計算せよ. また, その基底に関するMij の表現行列を与えよ.

Problem 5 ρ14 ∈ π1(X, ẋ) を x1 が上半空間内で R
√
−1 (R >> 0) に向かい, そのあと

原点中心, 半径 R の円を負の向きに回り, 上半空間内で ẋ1 に戻るとする. M14 = M(ρ14)
の固有値を求めよ. また, 固有空間は１次元と２次元になり, １次元固有空間は γu14 で張
られることを示せ.

Problem 6 x ∈ C− {0} で定まる実m次元 simplex

∆x = {t = (xs1, . . . , xsm) ∈ Cm | s1, . . . , sm > 0, s1 + · · ·+ sm < 1}

上の関数
u(t, x) = (x− t1 − · · ·− tm)

α0tα1
1 · · · tαm

m

は, x が 0 の周りを正の向きに１周すると, e2π
√
−1(α0+α1+···+αm)u(t, x) になることを示せ.

Problem 7 合流型超幾何微分方程式系の場合, モノドロミー表現と交点形式の関係を解
明せよ.

34



References
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Borel 総和法を用いた常微分方程式の
漸近解析

神本晋吾 述, 加筆, 修正
小山民雄 記

2013.9.3-2013.9.4

0 Introduction

本稿は 2013年に神戸大学理学研究科にて行われた超幾何学校での小山民雄氏
の講義ノートを下に神本が加筆・修正を行ったものである. 本稿ではGevrey
漸近解析の基礎, 及び, 常微分方程式の不確定特異点における分解定理に関し
て解説する.
次の線形微分方程式系を考える:

zk+1 d

dz
φ = A(z)φ. (0.1)

ここで, k ∈ ZでA(z) ∈ M(n;C{z}) は収束級数C{z}を係数にもつ n次正方
行列とする. 簡単のためA(0)の固有方程式Φ(λ) = det

(
λ − A(0)

)
= 0 は重

根をもたないとする. このとき (0.1)を対角化することを考える.
まず, k = 0の場合, つまり z = 0に確定特異点と呼ばれる特異点をも

つ場合を考える. このとき, Φ(λ) = 0の根 λ1, · · · ,λn は z = 0での特性指
数と呼ばれ, (0.1)の特異点における構造を記述する上で重要な役割を果た
す. 特に, λi − λj /∈ Z (i ̸= j)のとき, (0.1)は収束級数係数での可逆な行
列 P (z) ∈ GL(n;C{z})を用いた変換 φ = P (z)ψにより次のように対角化さ
れる:

z
d

dz
ψ =

⎛

⎜⎝
λ1

. . .
λn

⎞

⎟⎠ψ. (0.2)

37



この対角行列 diag(λ1, · · · ,λn)をΛとすると, (0.1)の基本解系はP (z)zΛによ
り与えられる. これから, (0.1)の解の z = 0における局所モノドロミーの構
造が特性指数 λ1, · · · ,λnを用いて表されることがわかる.
次に k ≥ 1の場合を考えてみる. このとき, 変換 φ = P (z)ψにより (0.1)

を次のように対角化することを考える:

zk+1 d

dz
ψ =

⎛

⎜⎝
Λ1(z)

. . .
Λn(z)

⎞

⎟⎠ψ. (0.3)

ただし, Λj(z) (j = 1, · · · , n) はΛj(0) = λjを満たす多項式とする. このとき,
形式級数係数での可逆な行列 P (z) ∈ GL(n;C[[z]])による変換により対角化
は可能だが, 確定特異点の場合とは異なり, 一般に P (z)は収束せず発散級数
となることが知られている. Λj(z)は特異点での構造を記述する上での重要な
要素ではあるが, このような方程式の形式的な範疇での構造だけでは, 解析的
な解の構造を記述することはできない. 本稿では, これら二つの構造を結び
つける方法としてBorel総和法を用いる. Borel総和法とは形式的逆 Laplace
変換 (Borel変換)と Laplace変換を組み合わせることにより, 形式級数から,
その級数へと漸近展開される関数を構成する手法であるが, Borel総和法は
微分方程式との相性が良く, 特に (0.1)の形式解 P (z) exp(

∫ z

z−k−1Λ(z)dz)
(
Λ(z) = diag(Λ1(z), · · · ,Λn(z))

)
から (0.1)の解析的な解の構造を読み取る

上での有効な解析手法を与える.

1 Gevrey漸近解析
前節では (0.1)の不確定特異点における形式級数係数の行列P (z)による対角
化を考えたが, 一般に, この P (z)は不確定特異点での Poincaré rankに応じ
た, ある増大度条件を満たすことが知られている. このような増大度条件を満
たす形式級数のことをGevrey級数と呼ぶが, このGevrey級数に関する漸近
解析がGevrey漸近解析である. 本節では主に [Ba1],及び [Ra2]に従いGevrey
漸近解析の基礎について解説する.
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1.1 Gevrey級数

定義 1.1 (Gevrey級数). 形式冪級数 f̂(z) =
∞∑

n=0

fnz
n ∈ C[[z]] がGevrey order

k(> 0) であるとは,ある定数C > 0が存在し, 任意の n ≥ 0に対し

|fn| ≤ Cn+1Γ (1 + n/k) (1.1)

となることをいう. Gevrey order k の級数のなす集合をC[[z]]1/kと書く.

定義から k < k1 ならば C[[z]]1/k1 ⊂ C[[z]]1/k, 特に, k1 → ∞として,
C[[z]]1/∞ := C{z}は任意の k > 0に対しC{z} ⊂ C[[z]]1/kとなることがわか
る. また,

m := zC[[z]]1/k = {f̂(z) ∈ C[[z]]1/k | f0 = 0}

とすると次が得られる:

命題 1.2.
(
C[[z]]1/k,m

)
は正則局所環で PIDとなる.

実際, f0 ̸= 0ならば

1

f̂(z)
=

∞∑

j=0

(−1)j

f j+1
0

(f(z)− f0)
j

が f̂(z)の逆元 f̂−1(z)となり, 以下の命題 1.3 から 1/f̂(z) ∈ C[[z]]1/kとなる
ため, C[[z]]1/kは局所環となることがわかる. また, PIDとなることは明らか
で, C[[z]]1/kのm進完備化はC[[z]]より正則性も明らか.

命題 1.3. f(z) ∈ C{z}, ĝ(z) ∈ mならば f(ĝ(z)) ∈ C[[z]]1/k.

また, f̂(z) ∈ C[[z]]1/kに対し, その微分を

df̂

dz
(z) =

∞∑

n=0

fn+1(n+ 1)zn

により定義する. このとき, df̂/dz ∈ C[[z]]1/kとなり C[[z]]1/kは C上の微分
代数となる. また, C{z} ↪→ C[[z]]1/k は局所環の射となるが, 次が成立する:

命題 1.4. C[[z]]1/kはC{z}上忠実平坦.
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1.2 漸近展開
複素平面Cの部分集合 Sで実数 d, α, ρ (α,ρ > 0)に対し

S = S(d,α, ρ) = {z = reiθ | 0 < r < ρ, |θ − d| < α/2}

と表される領域を角領域と呼ぶ. また,

S(d,α) = S(d,α,∞) = {z = reiθ | |θ − d| < α/2}

とする. また, S = S(d,α, ρ)の閉部分角領域S1とは実数d1, α1, ρ1 (α1,ρ1 > 0)
に対し

S1 = S1(d1,α1, ρ1) =
{
z = reiθ | 0 < r ≤ ρ1, |θ − d1| ≤ α1/2

}

と表され, S1 ⊂ S となる領域とする.

Sをある角領域とし, f(z)を S上の正則関数, f̂(z) =
∞∑

n=0

fnz
n ∈ C[[z]] と

する. このとき, f(z), f̂(z)に対しN 次の剰余項 νf (z,N)を

νf (z,N) = z−N
(
f(z)−

N−1∑

n=0

fnz
n
)

とする.

定義 1.5 (漸近展開). 関数 f(z) は角領域 S上 f̂(z)にGevrey order k で漸近
展開可能であるとは, Sの任意の閉部分角領域 S1に対し, ある定数C > 0が
存在し, 任意のN ≥ 0に対し S1上

|νf (z,N)| ≤ CN+1Γ (1 +N/k) (1.2)

が成立することである. このとき, f(z) ∼=k f̂(z) と表す.

Ak(S)を, ある f̂(z) ∈ C[[z]]に S上 Gevrey order k で漸近展開可能な関
数のなす集合とする. このとき, 漸近展開の定義から f(z) ∈ Ak(S)に対し
f̂(z) ∈ C[[z]]が一意的に定まる. よって, 自然な射 Tk : Ak(S) → C[[z]] が存
在する. このとき Tkは次のような分解をもつ:

Ak(S) C[[z]]1/k

C[[z]]

!!

""❉
❉❉

❉❉
❉❉

❉❉
❉❉ !"

##
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この射Ak(S) → C[[z]]1/kも同様に Tkで表す. また, A(0)
k (S) := Ker Tkとす

る. このとき次が得られる:

命題 1.6. Ak(S)は環をなし, Tkは環準同型.

特に, A(0)
k (S)はAk(S)のイデアルとなる. また, 定義から k2 > k1 > 0な

らばAk2(S) ⊂ Ak1(S)となる.

注 1.1. k2 > k1 > 0とする. このとき, S の形状や k1, k2によるが, 一般に
A(0)

k1
(S) = A(0)

k2
(S)は成立しない. よって, f(z) ∈ Ak1(S), f̂(z) ∈ C[[z]]1/k2 で

f(z) ∼=k1 f̂(z)でも f(z) ∈ Ak2(S)とは限らない.

注 1.2. f(z) ∈ Ak(S) \ zAk(S)は可逆とは限らない. 実際, f(z) ∼=k f̂(z),
f0 ̸= 0 でも f(z0) = 0となる点 z0 ∈ Sが存在すれば 1/f(z) /∈ Ak(S).

A(0)
k (S)の定義から f(z) ∈ A(0)

k (S)は, Sの任意の閉部分角領域S1に対し,
ある定数C > 0が存在し任意のN > 0 に対し

|f(z)| ≤ CN+1|z|NΓ (1 +N/k)

が S1上成立する. この評価から, f(z) ∈ A(0)
k (S)は次の条件により特徴付け

られることがわかる:

命題 1.7. f(z) ∈ A(0)
k (S)となるための必要十分条件は, Sの任意の閉部分角

領域 S1に対し, ある定数C, h > 0が存在し

|f(z)| ≤ Ce−h|z|−k

が S1上成立する.

1.3 Borel変換
形式冪級数 f̂(z) ∈ C[[z]]に対し,形式的Borel変換 B̂k(f̂)(ζ)を

B̂k(f̂)(ζ) =
∞∑

n=0

fn
Γ (1 + n/k)

ζn

により定める. 特に f̂(z) ∈ C[[z]]1/k ならば B̂k(f̂)(ζ) ∈ C{ζ} となる. また,
f(z)を S(d,α, ρ) (α > π/k)で正則で有界とする. このとき, f(z)の d方向へ
のBorel変換 Bk(f)(ζ) を

Bk,d(f)(ζ) =
1

2πi

∫

γ

f(z)e(ζ/z)
k
zkd(z−k) (1.3)
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により定義する. ただし, 積分路 γ : [0, 1] → S(d,α, ρ)は ρ̃ ∈ (0, ρ), β ∈
(π/k,α) に対し

γ(t) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

3tρ̃ exp
(
i(d+ β/2)

)
(0 ≤ t ≤ 1/3)

ρ̃ exp
(
i(d+ 3(1− 2t)β/2)

)
(1/3 ≤ t ≤ 2/3)

3(1− t)ρ̃ exp
(
i(d− β/2)

)
(2/3 ≤ t ≤ 1)

(1.4)

により定義する. このとき, Bk,d(f)(ζ)は S(d,α− π/k)で正則で exponential
size k, つまり,任意の S(d,α− π/k)の閉部分角領域 S1(d, β,∞)上, ある定数
C, h > 0が存在し

|Bk,d(f)(ζ)| ≤ Ceh|ζ|
k

が成立する.

注 1.3. s ≥ 0に対し
Bk,d(z

s)(ζ) =
ζs

Γ (1 + s/k)
(1.5)

となる. よって, 形式的Borel変換 B̂kはBorel変換Bkを次のように形式的に
C[[z]]に拡張したものである:

B̂k(f̂)(ζ) =
∞∑

n=0

fnBk,d(z
n).

このとき次が成立する:

定理 1.8. k > k1 > 0, f(z) ∈ Ak1 (S(d,α, ρ)) (α > π/k)で f ∼=k1 f̂ とする.

k−1
2 = k−1

1 − k−1

とすると, Bk,d(f)(ζ) ∈ Ak2(S(d,α− π/k)) で

Bk,d(f)(ζ) ∼=k2 B̂k(f̂)(ζ)

となる. また, k = k1のときBk,d(f)(ζ) ∈ C{ζ} となりBk,d(f)(ζ) = B̂k(f̂)(ζ).

Proof. g(ζ) = Bk,d(f)(ζ) とする. このとき

νg(ζ, N) = ζ−N
(
g(ζ)− B̂k

(N−1∑

n=0

fnz
n
))
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とすると (1.5)から

νg(ζ, N) = ζ−NBk,d(z
Nνf (z,N))(ζ).

ここで, νf (z,N)は (1.2)を満たすので, Bk,dの積分表示 (1.3)から νg(ζ, N)に
関する次の評価が得られる: S(d,α − π/k)の任意の閉部分角領域 S1上ある
定数 C̃ > 0が存在し, 任意のN ≥ 0に対し

|νg(ζ, N)| ≤ C̃N+1Γ(1 +N/k1)/Γ(1 +N/k).

よって, Bk,d(f)(ζ) ∼=k2 B̂k(f̂)(ζ). また, k = k1のときは B̂k(f̂)(ζ)の収束性か
ら主張が得られる.

注 1.4. f(z)に対し f (k)(z) = f(z1/k)とすると, B1,kdと Bk,dとの関係は

Bk,d(f)(ζ) = B1,kd(f
(k))(ζk)

により与えられる. また, f̂(z) ∈ C[[z]]に対し f̂ (k)(z) = f̂(z1/k) ∈ C[[z1/k]]と
し, (1.5)により B̂1をC[[z1/k]]に形式的に拡張すると

B̂k(f)(ζ) = B̂1(f
(k))(ζk).

1.4 Laplace変換
ある α, ρ > 0に対し g(ζ) ∈ Ak1(S(d,α, ρ))とし, g(ζ) ∼=k1 ĝ(ζ) とする. 更に
g(ζ)は S(d,α)に解析接続され exponential size kとする. このとき g(ζ)の d
方向への Laplace変換Lk,d(g)(z) を

Lk,d(g)(z) =

∫ ∞eid

0

g(ζ)e−(ζ/z)kz−kdζk (1.6)

により定義する. また, ĝ(ζ) =
∞∑

n=0

gnζ
n の形式的 Laplace変換 L̂k(ĝ)(z) を

L̂k(ĝ)(z) =
∞∑

n=0

gnΓ(1 + n/k)zn

とする.
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注 1.5. s ≥ 0に対し
Lk,d(ζ

s)(z) = Γ (1 + s/k) zs (1.7)

となる. よって, 形式的Laplace変換 L̂kはLaplace変換Lkを次のように形式
的にC[[ζ]]に拡張したものである:

L̂k(ĝ)(z) =
∞∑

n=0

gnLk,d(ζ
n).

このとき次が成立する:

定理 1.9.
k−1
2 = k−1

1 + k−1

とすると任意の ε > 0に対し δ(ε) > 0が存在し Lk,d(g)(z) ∈ Ak2(S(d,α +
π/k − ε, δ(ε))) で

Lk,d(g)(z) ∼=k2 L̂k(ĝ)(z).

Proof. S(d,α, ρ)上 g(ζ) ∼=k1 ĝ(ζ)より十分小さな任意の ε > 0に対しある定
数C > 0が存在し S1(d,α− ε/2, ρ− ε)上

|νg(ζ, N)| ≤ CN+1Γ(1 +N/k1)

となる. また, ĝ(ζ) ∈ C[[ζ]]1/k1 で, g(ζ)は S(d,α)で exponential size kのた
め S1(d,α− ε/2,∞) ∩ {|ζ| ≥ ρ− ε} 上ある定数 C̃, h > 0が存在し

|νg(ζ, N)| ≤ C̃N+1Γ(1 +N/k1)e
h|ζ|k

となる. このとき, ある定数 δ > 0が存在し (z, ζ) ∈ S(d,α + π/k − ε, δ) ×
S1(d,α−ε/2,∞)に対し−(ζ/z)k < −2h|ζ|kとなる. ここで, f(z) = Lk,d(g)(z)
とすると積分 (1.6)はS(d,α+π/k−ε, δ)上収束し正則関数を定める. よって,

νf (z,N) = z−N
(
f(z)− L̂k

(N−1∑

n=0

gnζ
n
))

とすると (1.7)から
νf (z,N) = z−NLk,d(ζ

Nνg(ζ, N))(z).

となるが, νg(ζ, N)の評価からνf (z,N)に関する次の評価が得られる: S(d,α+
π/k − ε, δ)上ある定数C1 > 0が存在し, 任意のN ≥ 0に対し

|νf (z,N)| ≤ C̃N+1Γ(1 +N/k1)Γ(1 +N/k).

よって, Lk,d(g)(z) ∼=k2 L̂k(ĝ)(z).
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注 1.6. g(ζ)に対し g(k)(ζ) = g(ζ1/k)とすると, L1,kdとLk,dとの関係は

Lk,d(g)(z) = L1,kd(g
(k))(zk)

により与えられる. また, ĝ(ζ) ∈ C[[ζ]]に対し ĝ(k)(ζ) = ĝ(ζ1/k) ∈ C[[ζ1/k]]と
し, (1.7)により L̂1をC[[ζ1/k]]に形式的に拡張すると

L̂k(g)(z) = L̂1(g
(k))(zk).

Borel変換と Laplace変換に関して次の関係式が成立する:

定理 1.10. f(z)は S(d,α, ρ) (α > π/k)で正則で有界のとき

Lk,d ◦ Bk,d(f)(z) = f(z).

Proof. 十分小さな δ > 0に対し z = δe2πid の近傍で

Lk,d ◦ Bk,d(f)(z) =
1

2πi

∫ ∞eid

0

∫

γ

f(z̃)eζ
k(z̃−k−z−k)z−kz̃kd(z̃−k)dζk

=
1

2πi

∫

γ

f(z̃)z−kz̃kd(z̃−k)

∫ ∞eid

0

eζ
k(z̃−k−z−k)dζk

=
1

2πi

∫

γ

−f(z̃)z−kz̃k

z̃−k − z−k
d(z̃−k)

=
−k

2πi

∫

γ

f(z̃)z̃k−1

z̃k − zk
d(z̃)

ここで, δ > 0を十分小さくとることにより zは閉曲線 γに囲まれているとし
てよい. よって, Cauchyの積分公式から主張が得られる.

同様にして次が得られる:

定理 1.11. g(ζ)は S(d,α) (α > 0)で正則, ζ = 0で有界で exponential size k
のとき

Bk,d ◦ Lk,d(g)(ζ) = g(ζ).

1.5 Borel総和可能性
まず, 次のBorel-Ritt型の定理を証明する:
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定理 1.12. d ∈ R, α ∈ (0, π/k), ρ > 0とする. このとき, 任意の f̂(z) ∈
C[[z]]1/kに対し f(z) ∼=k f̂(z)となる f(z) ∈ Ak(S(d,α, ρ))が存在する.

Proof. g(ζ)はDδ = {ζ ∈ C | |ζ| ≤ δ} (δ > 0) で正則とする. このとき g(ζ)
に対しLδ

k,d(g)(z)を

Lδ
k,d(g)(z) =

∫ δeid

0

g(ζ)e−(ζ/z)kz−kdζk

により定義する. ここで, f̂(z) ∈ C[[z]]1/k に対し δ を十分小さく取れば
B̂k(f̂)(ζ)はDδで正則とできる. Sδ

k,d(f̂)(z) := Lδ
k,d◦B̂k(f̂)(z)とし, Sδ

k,d(f̂)(z) ∈
Ak(S(d,α, ρ))で Sδ

k,d(f̂)(z)
∼=k f̂(z)となることを示す. まず, B̂k(f̂)(ζ) はDδ

上正則より, ある定数C > 0が存在して任意のN ≥ 0, ζ ∈ Dδ に対し

∣∣∣B̂k(f̂)(ζ)−
N−1∑

n=0

fnB̂k(z
n)(ζ)

∣∣∣ ≤ CN+1|ζ|N (1.8)

となる. また, (1.5), (1.7), 及び (1.8)より次の評価が得られる: ある定数
C1 > 0が存在し z ∈ S(d,α, ρ)に対し

|fn
(
zn − Sδ

k,d(z
n)
)
| =

∣∣∣
∫ ∞eid

δeid

fnζn

Γ(1 + n/k)
e−(ζ/z)kz−kdζk

∣∣∣

≤ Cn+1Γ(1 + n/k)|z|n| exp[−(δeid/z)k]|,

∣∣∣Lδ
k,d

(
B̂k(f̂)(ζ)−

N−1∑

n=0

fnB̂k(z
n)(ζ)

)∣∣∣ ≤
∫ ∞eid

0

CN+1|ζ|N |e−(ζ/z)kz−k||dζk|

≤ CN+1
1 Γ(1 +N/k)|z|N .

以上から S(d,α, ρ)上 Sδ
k,d(f̂)(z)

∼=k f̂(z)となることがわかる.

定理 1.12から α ∈ (0, π/k) に対し Tk : Ak(S(d,α, ρ)) → C[[z]]1/k は全射
となることがわかる. しかしながら, 例えば exp[−(eid/z)k] ∈ A(0)

k (S(d,α, ρ))
となり Tkは単射とはならない. 一方, α > π/kの場合は Tkは全射とはなら
ないが, 次のWatsonの補題が示すように単射となる:

補題 1.13. ρ > 0, α > π/kに対しA(0)
k (S(d,α, ρ)) = 0.
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Proof. f(z) ∈ A(0)
k (S(d,α, ρ))とするとf(z) ∼=k 0より,定理 1.8からBk,d(f)(ζ)

= B̂k(0)(ζ) = 0. よって, 定理 1.10から

f(z) = Lk,d ◦ Bk,d(f)(z) = Lk,d(0)(z) = 0.

以上から次が得られる:

定理 1.14. f̂(z) ∈ C[[z]]1/kに対し,次は同値.

(i) ある f(z) ∈ Ak(S(d,α, ρ)) (ρ > 0, α > π/k)が存在し f(z) ∼=k f̂(z).

(ii) ある ε > 0が存在し B̂k(f̂)(ζ) はS(d, ε)に解析接続され exponential size
k.

このとき, f̂(z)に対し f(z)は一意的に定まり f(z) = Lk,d ◦ B̂k(f̂)(z) で与え
られる.

定義 1.15 (Borel総和可能性). f̂(z) ∈ C[[z]]1/k が定理 1.14の同値な条件
を満たすとき f̂(z)は d方向に k-Borel総和可能, あるいは k-summableと
いい, d方向に k-summableな級数のなす集合を C{z}k,d と表す. このとき
f̂(z) ∈ C{z}k,d に対し, そのBorel和 Sk,d(f̂)(z) を

Sk,d(f̂)(z) := Lk,d ◦ B̂k(f̂)(z)

とする. また, R mod 2π で有限個の方向を除いて k-summableな級数のな
す集合をC{z}kと表す. また, f̂(z) ∈ C[[z]]1/k が k-summableでない方向を
f̂(z)の特異方向といい, その集合を Sing(f̂) (⊂ R mod 2π) と表す.

nd := C{z}k,d ∩m = zC{z}k,d
n := C{z}k ∩m = zC{z}k

とすると次が得られる:

命題 1.16. (C{z}k,d, nd), (C{z}k, n) は正則局所環で PIDとなる.

例 1.17. 任意の方向 d, k > 0に対しC{z} ⊂ C{z}k,d.

例 1.18. 任意の k > 0に対しC{z} ⊂ C{z}k.
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例 1.19. f̂k(z) =
∞∑

n=0

Γ(1 + n/k)zn とすると B̂k(f̂k)(ζ) = (1− ζ)−1. よって,

f̂k(z)は d /∈ 2πZの方向で k-summableで Sing(f̂k) = {0 mod 2π}となる. し
かしながら, k ̸= lに対し f̂k(z) /∈ C{z}l.

C{z}k,d, C{z}kは以下の性質を満たす:

命題 1.20. C{z}k,d, C{z}kはC{z}上忠実平坦.

命題 1.21. a < bとしd0 ∈ (a, b), k > 0とする. このとき, f̂(z) ∈
⋂

d∈(a,b)\{d0}

C{z}k,d

で, ある k̃ > 0に対し B̂k(f̂)(ζ) は S(d0, ε) (ε > 0) で exponential size k̃とす
ると f̂(z) ∈ C{z}k,d0 .

命題 1.21は次の Phragmén-Lindelöfの定理から従う:

定理 1.22. g(ζ)は S = S(d, π/k)上正則で exponential size k̃
(
k̃ ∈ (0, k)

)
と

する. 更に g(ζ)が Sの境界 ∂S上連続で有界のとき g(ζ)は S上有界となる.

Proof. d = 0の場合を示せば十分. まず

sup
∂S

|g(ζ)| ≤ M

とすると, 任意の ε > 0 と ℓ ∈ (k̃, k)に対し ∂S 上 |e−εζℓg(ζ)| ≤ M となる.
よって, 最大値の原理から S上

|g(ζ)| ≤ Meε|ζ|
ℓ

となるが, ε > 0は任意だったので, S上 |g(ζ)| ≤ M となる.

命題 1.23. 任意の k > 0に対し

C{z} =
⋂

d∈R

C{z}k,d.

Proof.
⋂

d∈R

C{z}k,d ⊂ C{z} を示せばよい. f̂(z) ∈
⋂

d∈R

C{z}k,d とすると

B̂k(f̂)(ζ) は C上正則で exponential size kとなる. よって, ある定数 ρ > 0
が存在し Sk,d(f̂)(z) は {z ∈ C | 0 < |z| < ρ} 上一価正則で有界となる.
よって, z = 0は除去可能な特異点となり Sk,d(f̂)(z) は z = 0で正則となり
Sk,d(f̂)(z) ∼=k f̂(z) ∈ C{z}.
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系 1.24. k1 > k2 > 0に対し

C{z} = C{z}k1 ∩ C{z}k2 = C[[z]]1/k1 ∩ C{z}k2 .

Proof. C{z} ⊂ C{z}k1 ∩ C{z}k2 ⊂ C[[z]]1/k1 ∩ C{z}k2 となるが, f̂(z) ∈
C[[z]]1/k1∩C{z}k2 とすると B̂k(f̂)(ζ)はC上正則で exponential size k3 (k

−1
3 =

k−1
2 − k−1

1 ) となる. よって, 命題 1.21, 命題 1.23から主張が得られる.

1.6 合成積代数
C[[z]]1/k には自然な積構造が与えられたが, 本節では B̂k と両立するような
C{ζ}の積構造を考える. まず, 合成積を次で定義する:

定義 1.25 (合成積). k, k1 > 0とする. このとき, f(ζ), g(ζ) ∈ Ak1(S(d,α, ρ))
(α, ρ > 0)に対し f(ζ)と g(ζ)の合成積 f ∗k g(ζ)を

f ∗k g(ζ) =
[ d
dt

∫ t

0

f((t− t̃)1/k)g(t̃1/k)dt̃
]∣∣∣

t=ζk

により定義する.

注 1.7. · ∗k ·と · ∗1 ·との関係は次で与えられる: f(ζ), g(ζ) ∈ Ak1(S(d,α, ρ))
に対し f (k)(ζ) = f(ζ1/k), g(k)(ζ) = g(ζ1/k) とすると

f ∗k g(ζ) = f (k) ∗1 g(k)(ζk).

このとき次が成立する:

命題 1.26. f(ζ), g(ζ) ∈ Ak1(S(d,α, ρ)) (α, ρ > 0) とし f(ζ) ∼=k1 f̂(ζ),
g(ζ) ∼=k1 ĝ(ζ)とする. このとき, h(ζ) := f∗kg(ζ)とするとh(ζ) ∈ Ak1(S(d,α, ρ))
で h(ζ) ∼=k ĥ(ζ),

hn =
n∑

j=0

Γ(1 + (n− j)/k)Γ(1 + j/k)

Γ(1 + n/k)
fn−jgj (n ≥ 0)

となる.

例えば,

ζm ∗k ζn =
[ d
dt

∫ t

0

(t− t̃)m/k t̃n/kdt̃
]∣∣∣

t=ζk
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=
[ d
dt
t1+(m+n)/kB(1 +m/k, 1 + n/k)

]∣∣∣
t=ζk

=
Γ(1 +m/k)Γ(1 + n/k)

Γ(1 + (m+ n)/k)
ζm+n

となるが, νh(ζ, N)の評価等も同様にして得られ, 命題 1.26が従う.
C{ζ}に · ∗k ·により積構造を定めた環をConvkとすると, 命題 1.26から

直ちに次が得られる:

命題 1.27. B̂k : C[[z]]1/k → Convk は環同型を与える.

注 1.8. B̂kの逆は L̂kにより与えられる.

また, Expk,d ⊂ C{ζ} を, ある ε > 0が存在し S(d, ε)で exponential size k
の関数のなす空間に · ∗k ·により積構造を定めた環とすると, 定理 1.14から
次が従う:

命題 1.28. B̂k : C{z}k,d → Expk,d は環同型を与える.

次に, 微分に関してだが s ≥ 0に対し

B̂k

(
z
d

dz
zk+s

)
(ζ) =

(k + s)ζk+s

Γ(1 + (k + s)/k)
= kζkB̂k(z

s)

より, f̂(z) ∈ C[[z]]1/kに対し次が成立する:

B̂k

(
z
d

dz

(
zkf̂(z)

))
= kζkB̂k(f̂)(ζ). (1.9)

最後に, 命題 1.28を用いて次を示す:

命題 1.29. f(z) ∈ C{z}, ĝ(z) ∈ nd ならば, f(ĝ(z)) ∈ C{z}k,d.

Proof. gB(ζ) := B̂k(ĝ)(ζ) とし, gB(ζ)は S(d, ε) (ε > 0) で正則で, S(d, ε)の
閉部分角領域 S̄1上C, h > 0が存在し

|gB(ζ)| ≤ C|ζ|eh|ζ|k

が成立するとする. Cauchyの評価式から, C, hを大きく取り直すことにより,
dgB/dζも S̄1上 ∣∣∣

dgB
dζ

(ζ)
∣∣∣ ≤ Ceh|ζ|

k
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とできる. ここで, n ≥ 0に対し B̂k(ĝn)(ζ) = g∗nB (ζ) とすると,

|g∗nB (ζ)| ≤ Cn|ζ|n

Γ(1 + n/k)
eh|ζ|

k
(1.10)

が成立する. 実際, n = n0のとき成立するとすると, gB(0) = 0より,

|gB ∗k g∗n0
B (ζ)| =

∣∣∣
∫ t

0

dgB
dζ

((t− t̃)1/k)
1

k
(t− t̃)1/k−1gn0

B (t̃1/k)dt̃
∣∣∣
t=ζk

∣∣∣

≤
∫ |t|

0

Ceh(|t|−|t̃|) 1

k
(|t|− |t̃|)1/k−1 Cn0 |t̃|n0/k

Γ(1 + n0/k)
eh|t̃|d|t̃|

∣∣∣
|t|=|ζ|k

≤ Cn0+1|ζ|n0+1eh|ζ|
k B(1/k, 1 + n0/k)

Γ(1 + n0/k)

≤ Cn0+1|ζ|n0+1

Γ(1 + (n0 + 1)/k)
eh|ζ|

k
.

よって, (1.10)から B̂k(f(ĝ))(ζ) は S̄1上正則で exponential order k となるこ
とがわかる.

1.7 Weierstrass型割り算定理
本節では C[[z]]1/k, C{z}k,d, C{z}k の Hensel 性に関して議論する. まず,
f(ζ, w), g(ζ, w) ∈ C{ζ, w} に対し, その積 f ∗ g(ζ, w)を次で定義する:

f ∗ g(ζ, w) =
[ d
dt

∫ t

0

f((t− t̃)1/k, w)g(t̃1/k, w)dt̃
]∣∣∣

t=ζk
. (1.11)

また, Expw
k,dを f(ζ, w) ∈ C{ζ, w}で, ある ε > 0に対し

Sw = S(d, ε)× {w ∈ C | |w| < ε}

上正則に解析接続され, Sw上連続で

|f(ζ, w)| ≤ Ceh|ζ|
k

となる関数のなす空間とする. Expw
k,dに関しても同様の積構造を考える. 以後

R はC{ζ, w}, 或は Expw
k,dとする. ここで, R0を f(ζ, w) ∈ Rで f(0, 0) ̸= 0

となるものとすると, R0はRの単元のなす集合と一致する. このとき, 通常
のWeierstrass型の割り算定理と同様にして (例えば [GR]を参照),次が得ら
れる:
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定理 1.30. g(ζ, w) ∈ Rは

∂jwg(0, 0) = 0 (0 ≤ j ≤ n− 1), (1.12)

∂nwg(0, 0) ̸= 0 (1.13)

を満たすとする. このとき,任意のf(ζ, w) ∈ Rに対し次を満たすq(ζ, w), r(ζ, w)
∈ Rが一意的に存在する :

f = q ∗ g + r,

∂nwr(ζ, w) = 0.

g(ζ, w) ∈ Rは (1.12), (1.13)を満たすとき wに関し order nであるとい
い, 更にwに関してmonicな n次多項式となるとき g(ζ, w)はWeierstrass多
項式であるという. すると, 定理 1.30から次が得られる:

定理 1.31. g(ζ, w) ∈ Rは wに関し order nとする. このとき, 次数 nの
Weierstrass多項式W (ζ, w), 及び q(ζ, w) ∈ R0で, 次を満たすものが一意的
に存在する :

g = q ∗W.

よって, monic な多項式 f(z, w) ∈
(
C[[z]]1/k

)
[w] に対して, f(0, w) =

ḡ(w)h̄(w) (ḡ, h̄ ∈ C[w]は互いに素)となるとき,定理 1.31からg(z, w), h(z, w) ∈(
C[[z]]1/k

)
[w]で f(z, w) = g(z, w)h(z, w), g(0, w) = ḡ(w), h(0, w) = h̄(w) と

なるものが存在することがわかる. C{z}k,d, C{z}kに関しても同様の命題が
成立するため, 次が得られる:

定理 1.32. C[[z]]1/k, C{z}k,d, C{z}kはHensel環となる.

注 1.9. より一般に, 多変数のGevrey級数のなす環に対しても, 接的なWeier-
strass型の割り算定理が成り立つことが知られている. 詳しくは [Z]を参照.

注 1.10. [Ro]ではC[[z]]のHensel性という観点からC[[z]]の完備性を用いて
特異点における微分作用素の分解定理が議論されている.

1.8 Cauchy-Heine変換
本節ではCauchy-Heine変換と,その応用について述べる. まず, Cauchy-Heine
変換を次で定義する:
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定義 1.33 (Cauchy-Heine変換). ψ(z) ∈ A(0)
k (S(d,α, ρ)) (α, ρ > 0), a ∈

S(d,α, ρ)とする. このとき, ψ(z)のCauchy-Heine変換CHa(ψ)(z) を

CHa(ψ)(z) =
1

2πi

∫ a

0

ψ(w)

w − z
dw

により定義する.

CHa(ψ)(z)は次を満たす:

命題 1.34. ψ(z) ∈ A(0)
k (S(d,α, ρ)) (α, ρ > 0), a ∈ S(d,α, ρ)とし, d̃ = d+ π,

α̃ = α + 2π, ρ̃ = |a| とする. このとき, CHa(ψ)(z) ∈ Ak(S(d̃, α̃, ρ̃))で

CHa(ψ)(z) ∼=k ĈHa(ψ)(z),

ĈHa(ψ)(z) :=
1

2πi

∞∑

n=0

zn
∫ a

0

w−n−1ψ(w)dw.

更に, z ∈ S(d,α, ρ̃)に対し

CHa(ψ)(z)− CHa(ψ)(ze
2πi) = ψ(z).

Proof. まず, CHa(ψ)(z) の S(d̃, α̃, ρ̃)での正則性は, 積分路 [0, a]を端点を固
定しながら zが積分路上に現れないようにS(d,α, ρ)内で変形することにより
得られるが, CHa(ψ)(z) ∈ Ak(S(d̃, α̃, ρ̃)) となることは, ψ ∈ A(0)

k (S(d,α, ρ))
と

1

w − z
=

N−1∑

n=0

znw−n−1 +
zNw−N

w − z

から剰余項の評価が得られ, 導かれる. 最後の主張はCauchyの積分公式から
従う.

次に正規被覆を定義する:

定義 1.35 (正規被覆). S1 = R /2π Zの被覆 Ij (1 ≤ j ≤ m)が正規被覆であ
るとは,

αj+1 < βj < αj+2 (1 ≤ j ≤ m)

を満たす αj, βj ∈ R (1 ≤ j ≤ m)が存在し, Ij = (αj, βj) mod 2π と表される
ことである. ただし, j > mに対し αj = αj−m + 2πとする.
また, D∗

r := {z ∈ C | 0 < |z| < r} (r > 0)の被覆 Sj (1 ≤ j ≤ m)が正規
被覆であるとは, 同様の αj, βj (1 ≤ j ≤ m)により Sj = S((αj + βj)/2, (βj −
αj)/2, r) と表されることである.
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このとき, 命題 1.34から直ちに次が得られる:

定理 1.36. Sj (1 ≤ j ≤ m)をD∗
r の正規被覆とし, ψj(z) ∈ A(0)

k (Sj−1 ∩ Sj)
(S0 = Sm) とする. このとき, aj ∈ Sj−1 ∩ Sj に対し

fj(z) =
j∑

ℓ=1

CHaℓ(ψℓ)(z) +
m∑

ℓ=j+1

CHaℓ(ψℓ)(ze
2πi) (0 ≤ j ≤ m) (1.14)

とし, S̃j := Sj ∩D∗
ρ (ρ = min

j
|aj|) とすると fj(z) ∈ Ak(S̃j) (0 ≤ j ≤ m) で

次を満たす :

fj(z) ∼=k

m∑

ℓ=1

ĈHaℓ(ψℓ)(z),

fj(z)− fj−1(z) = ψj(z),

fm(ze
2πi) = f0(z).

最後に次の k-summableな級数に関する分解定理を与える:

定理 1.37. f̂(z) ∈ C{z}kとし, Sing(f̂) = {dj mod 2π | 1 ≤ j ≤ m}とする.
このとき, Sing(f̂j) = {dj mod 2π} となる f̂j(z) ∈ C{z}k (1 ≤ j ≤ m) が存
在し

f̂(z) =
m∑

j=1

f̂j(z)

と表される.

Proof. d1 < d2 < · · · < dm < dm+1 = dm + 2π としてよい. このとき,
d̃j ∈ (dj, dj+1) に対し f̃j(z) = Sk,d̃j

(f̂)(z), f̃0(z) = f̃m(z) とし, ψj(z) =

f̃j(z)− f̃j−1(z) (1 ≤ j ≤ m)とすると, ψj(z) ∈ A(0)
k (Sj−1∩Sj)となる. ただし,

Sjはある ε, ρ > 0に対し定義 1.35でαj = dj−π/2k+ε, βj = dj+1+π/2k−ε
としたD∗

ρの被覆である. ここで, aj = ρ̃e2πidj (ρ̃ ∈ (0, ρ)) とし, S̃j を αj =
dj −π−π/2k+ ε, βj = dj +π+π/2k− εとしたD∗

ρ̃の被覆とすると命題 1.34

から CHaj(ψj)(z) ∈ Ak(S̃j)となる. ここで, ε > 0は任意に小さく取れるの
で, CHaj(ψj)(z) ∼=k ĈHaj(ψj)(z) ∈ C{z}k で Sing(ĈHaj(ψj)) = {dj mod 2π}
となる. ここで, fj(z)を (1.14)により定義し gj(z) := f̃j(z) − fj(z)とする
と, 命題 1.34から Sj−1 ∩ Sj 上 gj(z) − gj−1(z) = 0となる. よって, gj(z)
はD∗

ρ̃ で正則で z = 0で有界となり, h(z) = gj(z) ∈ C{z}となる. よって,

fj(z) + h(z) = f̃j(z) ∼=k f̂(z) となるので, f̂j(z) = ĈHaj(ψj)(z) (1 ≤ j ≤
m− 1), f̂m(z) = ĈHam(ψj)(z) + h(z) とすればよい.
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1.9 層論的考察
本節では k > 1/2とする. まず, S1上のGevrey order kで漸近展開可能な関数
のなす層Akは次で定義される: IをS1の連結な開集合とする. このときAk(I)
を, ある連続関数 ρ : I → (0, 1)が存在しSρ := {ρ̃eiθ | 0 < ρ̃ < ρ(θ), θ ∈ I} に
含まれる任意の角領域上漸近展開可能な関数のなす集合とする. S1の連結な
開集合全体は S1の開基となるので, これから S1上の層Akが自然に定まる.
本節では [Ra2],[MR]等に従い, Akの基本的性質について解説する.
まず, C[[z]]1/kを S1上の定数層と考えると, Akの定義から自然な射 Tk :

Ak → C[[z]]1/k が定まる. このとき, A (0)
k := Ker Tk とすると, 定理 1.12か

ら次の完全列が得られる:

0 → A (0)
k → Ak → C[[z]]1/k → 0. (1.15)

Γ(S1,A (0)
k ) = 0, Γ(S1,Ak) = C{z}, Γ(S1,C[[z]]1/k) = H1(S1,C[[z]]1/k) =

C[[z]]1/k に注意して, (1.15)から次の完全列が得られる:

0 → C{z} → C[[z]]1/k → H1(S1,A (0)
k ) → H1(S1,Ak) → C[[z]]1/k → 0.

(1.16)
ここで, 被覆の細分を取り, S1の正規被覆を考えることにより定理 1.36から
次が得られる:

定理 1.38. (1.16)の射H1(S1,A (0)
k ) → H1(S1,Ak) の像は 0となる.

定理 1.38から, 次の完全列が得られる:

0 → C{z} → C[[z]]1/k → H1(S1,A (0)
k ) → 0. (1.17)

また, H1(S1,Ak)
∼→ C[[z]]1/k となることもわかる. ここで,

I(d)k = [d− π/2k, d+ π/2k] mod 2π

としたとき, 次の完全列に注意する:

0 →
(
Ak

)
S1\I(d)k

→ Ak →
(
Ak

)
I
(d)
k

→ 0. (1.18)

ここで,

I(d)k S1 S1 \ I(d)k

ι1 !! ι2$$
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とすると, I(d)k は閉集合より,
(
Ak

)
S1\I(d)k

= ι2!ι
−1
2 Ak となるので, (1.18)から

次の完全列が得られる:

0 → Γc(S1 \ I(d)k ;Ak) → C{z} → Γ(I(d)k ;Ak)

→ H1
c (S1 \ I(d)k ;Ak) → H1(S1,Ak) → H1(I(d)k ;Ak) → 0. (1.19)

A (0)
k に関しても (1.19)と同様の完全列が得られる. ここで, 定義から

Tk : Γ(I
(d)
k ;Ak)

∼→ C{z}k,d

で, Watsonの補題より
Γ(I(d)k ;A (0)

k ) = 0

となる. また, Γc(S1 \ I(d)k ;Ak) = 0, H1
c (S1 \ I(d)k ;C[[z]]1/k) ≃ C[[z]]1/k より,

0 H1
c (S1 \ I(d)k ;A (0)

k ) H1
c (S1 \ I(d)k ;Ak) C[[z]]1/k

H1(S1;A (0)
k ) H1(S1;Ak)

Γ(I(d)k ;Ak)

C[[z]]1/k

! !

!! !!

0
!!

!!

∼ !!
## ##

##

∼

##

が成立する. よって, 次の完全列が得られる:

0 → C{z} → C{z}k,d → H1
c (S1 \ I(d)k ;A (0)

k ) → 0. (1.20)

また, S1の連結な開集合 Iに対しBk(I)を Iの任意の方向で k-summable
な級数のなす集合とすると,これからS1上の k-summableな級数のなす層Bk

が定まるが, Ak, Bk は以下のようにして関係づけることができる: まず, Ŝ1

を S1のコピーとし,

Dk = {(θ1, θ2) ∈ S1 × Ŝ1 | |arg θ1 − arg θ2| ≤ π/2k}

とする. また, p1を第 1成分に関する射影, p2を第 2成分に関する射影とする:

S1

S1 × Ŝ1

Ŝ1

p1

%%⑧⑧
⑧⑧
⑧⑧
⑧⑧ p2

&&❄
❄❄

❄❄
❄❄

❄
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このとき,
A ∧

k = p2∗(p
−1
1 Ak)Dk

とすると, Ak, Bkは次の関係式を満たす:

Bk ≃ A ∧
k .

また, Gk := GL(n;Ak), Ĝk := GL(n;C[[z]]1/k) とすると, 自然な射 Tk :

Gk → Ĝk が定まるが, G (0)
k := kerTk とする. このとき, (1.15) と同様に次の

完全列が得られる:
1 → G (0)

k → Gk → Ĝk → 1. (1.21)

ここで, Cartanの補題と類似の議論により定理 1.38から次が導かれる:

定理 1.39. (0.2)から得られる自然な射H1(S1,G (0)
k ) → H1(S1,Gk) の像は 1

となる.

注 1.11. 定理 1.38, 定理 1.39と同様の主張が通常の漸近展開可能な関数のな
す層に関しても成立する. 詳細は [Si]を参照. また, 多変数の漸近解析におい
ても同様の主張が成立することが知られている. 詳細は [Ma], [H]を参照.

1.10 多重総和可能性
本節では多重総和可能性に関して説明する. まず, 次の相対的Watsonの補題
を示す.

定理 1.40. l > k > 1/2に対し

Γ(I(d)k ;A (0)
k /A (0)

l ) = 0.

Proof. まず, 次の完全列に注意する:

0 → A (0)
l → A (0)

k → A (0)
k /A (0)

l → 0.

このとき, Watsonの補題から Γ(I(d)k ;A (0)
k ) = Γ(I(d)k ;A (0)

l ) = 0 より, 次の完
全列が得られる:

0 → Γ(I(d)k ;A (0)
k /A (0)

l ) → H1(I(d)k ;A (0)
l )

ι1→ H1(I(d)k ;A (0)
k ).
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よって, ι1の単射性を示せばよい. 定理 1.38から次の図式が得られる:

H1(I(d)k ;A (0)
l )

H1(I(d)k ;A (0)
k )

0

0

C[[z]]1/l

C[[z]]1/k

Γ(I(d)k ;Al)

Γ(I(d)k ;Ak)

ι1
#### ##

##
Tl !!

Tk !!

∂l !!

∂k !!

!!

ここで, ϕ ∈ Ker ι1 とすると, ∂l(f̂) = ϕとなる f̂ ∈ C[[z]]1/l が存在する.

よって, f̂ ∈ Im Tl

(
Γ(I(d)k ;Al)

)
を示せばよい. ここで, ∂k(f̂) = 0より f̂ ∈

Tk

(
Γ(I(d)k ;Ak)

)
に注意すると, 次の命題に帰着される.

命題 1.41. l > k > 1/2に対し

Tl : Γ(I
(d)
k ;Al)

∼→ C{z}k,d ∩ C[[z]]1/l.

Proof. Watsonの補題から単射性は明らか. 全射性を示す. f̂ ∈ C{z}k,d ∩
C[[z]]1/l とするとTk(f) = f̂ となる f ∈ Γ(I(d)k ;Ak)が存在する. ここで, 定理
1.8よりk−1

1 = k−1−l−1 とするとS(d, π/2k1)\{0}上正則でBl,d(f) ∼=k1 B̂l(f̂)

となる. ここで, f̂ ∈ C[[z]]1/l より B̂l(f̂) ∈ C{z} となるので, Tlの単射性か
ら Bl,d(f) ∼=∞ B̂l(f̂). また, Bl,d(f)は S(d, π/2k1) 上 exponential order lより,

定理 1.9から f = Ll,d ◦ Bl,d(f) ∈ Γ(I(d)k ;Al) で, f ∼=l f̂ となる.

次に多重総和可能な級数を定義する. まず

∞ = km+1 > km > km−1 > · · · > k1 = k > 1/2

に対し k⃗ = (km, km−1, · · · , k1) とし, d⃗ = (dm, dm−1, · · · , d1) ∈ Rm は

I(dm)
km

⊂ I(dm−1)
km−1

⊂ · · · ⊂ I(d1)k1

を満たすとする. ここで, 1 ≤ j ≤ mに対し

Aj := Γ(I
(dj)
kj

;Ak/A
(0)
kj+1

),

Bj := Γ(I
(dj+1)
kj+1

;Ak/A
(0)
kj+1

)
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とする. このとき, 自然な射による次の図式を考える:

A1

B1

A2

B2 Bm−1

Am

· · ·
&&❄

❄❄
❄❄

❄❄
❄

&&❄
❄❄

❄❄
❄❄

❄

%%⑧⑧
⑧⑧
⑧⑧
⑧⑧

&&❄
❄❄

❄❄
❄❄

❄

%%⑧⑧
⑧⑧
⑧⑧
⑧⑧

%%⑧⑧
⑧⑧
⑧⑧
⑧⑧

このファイバー積A1×B1A2×B2 · · ·×Bm−1AmをAk⃗,d⃗と表す. f⃗ = (f1, · · · , fm)
∈ Ak⃗,d⃗ を k⃗-precise quasifunction, fjを kj-precise quasifunctionと呼ぶ. ここ
で, A (0)

l ⊂ Ker Tk (l ≥ k)より, 自然な射 Tk : Aj → C[[z]]1/k (1 ≤ j ≤ m) が
定まるが, (f1, · · · , fm) ∈ Ak⃗,d⃗に対しTk(f1) = · · · = Tk(fm)となることに注意
する. そして, (f1, · · · , fm) ∈ Ak⃗,d⃗ に対しTk(f1)を対応させることにより自然
な射Tk⃗ : Ak⃗,d⃗ → C[[z]]1/k が定まるが,この像 Im Tk⃗をC{z}k⃗,d⃗と表し,その元
を d⃗方向に k⃗-summableな級数と呼ぶ. また, (f1, · · · , fm), (g1, · · · , gm) ∈ Ak⃗,d⃗

に対し, その積を (f1g1, · · · , fmgm) で定めることによりAk⃗,d⃗は環となり, Tk⃗

は環準同型となる.

注 1.12. A (0)
∞ = 0 より, Am = Γ(I(dm)

km
;Ak) となり, 特に m = 1のとき

Tk : A1
∼→ C{z}k1,d1 となる.

このとき, 次が成立する:

定理 1.42. Ker Tk⃗ = 0.

Proof. f⃗ = (f1, · · · , fm) ∈ Ker Tk⃗ とする. すると, Tk(f1) = 0より, f1 ∈
Γ(I(d1)k1

;A (0)
k /A (0)

k2
) となり, 定理 1.40 から f1 = 0となる. 次にB1の元とし

て f1 = f2となるので, f2 ∈ Γ(I(d2)k2
;A (0)

k2
/A (0)

k3
) となり, 再び定理 1.40 から

f2 = 0となる. 同様にして, 帰納的に fj = 0 (1 ≤ j ≤ m) となる.

特に, 定理 1.42 から

Tk⃗ : Ak⃗,d⃗
∼→ C{z}k⃗,d⃗

となるが, f̂ ∈ C{z}k⃗,d⃗ に対し T−1
k⃗

(f̂) = (f1, · · · , fm), 或は fmのことを f̂ の
多重Borel和と呼び, Sk⃗,d⃗ (f̂) と表す.

注 1.13. f⃗ , g⃗ ∈ Ak⃗,d⃗ とし, fm = gmとすると, f⃗ − g⃗ ∈ Ker Tk⃗ となる. よって,

定理 1.42 から fmを定めればAk⃗,d⃗の元 f⃗ が一意的に定まることがわかる.

C{z}k⃗,d⃗は環であるが, より詳しく次が成立する:
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命題 1.43. f̂ ∈ m ∩ C{z}k⃗,d⃗ , g(z) ∈ C{z}に対し g(f̂) ∈ C{z}k⃗,d⃗ .

実際, f⃗ = (f1, · · · , fm) ∈ Ak⃗,d⃗ でTk⃗(f⃗ ) = f̂とすると, g(f⃗ ) = (g(f1), · · · ,
g(fm)) ∈ Ak⃗,d⃗ で Tk⃗(g(f⃗ )) = g(f̂) となることがわかる.
以上から, nk⃗,d⃗ = m ∩ C{z}k⃗,d⃗ , とすると次が得られる:

命題 1.44.
(
C{z}k⃗,d⃗ , nk⃗,d⃗

)
は正則局所環で PIDとなる.

次に k⃗-summableな級数に関する分解定理について述べる. まず, f̂ (j) ∈
C{z}kj ,dj (j = 1, · · · ,m) とする. このとき,

f̂ = f̂ (1) + · · ·+ f̂ (m) (1.22)

とすると f̂ ∈ C{z}k⃗,d⃗ となる. 実際,

fm = Sk1,d1(f̂
(1)) + · · ·+ Skm,dm(f̂

(m)) (1.23)

とすれば, fm は Ak⃗,d⃗ の元を定め, Tk(fm) = f̂ となることがわかる. 逆に,

k⃗-summableな級数に関する次の分解定理が成立する:

定理 1.45. f̂ ∈ C[[z]]1/k に対し以下は同値 :

(i) f̂ ∈ C{z}k⃗,d⃗

(ii) f̂ (j) ∈ C{z}kj ,dj (j = 1, · · · ,m) が存在し (1.22)の形に表される.

Proof. (i) ⇒ (ii)を示す. (f1, · · · , fm) ∈ Ak⃗,d⃗ とし, Tk(fm) = f̂ とする. ここ
で, Bm−1で fm = fm−1 より, fm−1から次のような I(dm−1)

km−1
の正規被覆 {Ij}pj=1

と fm−1,j ∈ Γ(Ij;Ak) が定まる: ある q (1 ≤ q ≤ p)に対し

I(dm)
km

⊂ Iq,

Ij ∩ I(dm)
km

= Ø (j ̸= q),

fm−1,q = fm,

fm−1,j − fm−1,j+1 ∈ Γ(Ij ∩ Ij+1;A
(0)
km

).

ここで, Cauchy-Heine変換を用いた定理 1.36 と同様の議論から gm−1,j ∈
Γ(Ij;Akm) で Ij ∩ Ij+1上

fm−1,j − fm−1,j+1 = gm−1,j − gm−1,j+1

60



となるものが存在する. よって, hm−1,j = fm−1,j−gm−1,j とすると, Ij∩Ij+1上
hm−1,j = hm−1,j+1となり hm−1 ∈ Γ(I(dm−1)

km−1
;Ak) が定まる. また, gm−1,q

∼=km

f̂ (m)とすると f̂ (m) ∈ C{z}km,dm となる. ここで, 任意の ĝ ∈ C[[z]]1/kmに対し
gj ∈ Aj (1 ≤ j ≤ m− 2)で Tk(gj) = ĝとなるものが取れるので, ĥ = f̂ − f̂ (m)

とすると, k⃗′ = (k1, · · · , km−1), d⃗′ = (d1, · · · , dm−1)に対し ĥ ∈ C{z}k⃗′,d⃗′ とな
る. よって, 帰納的に f̂ (j) ∈ C{z}kj ,dj (j = 1, · · · ,m) が存在し f̂ は (1.22)の
形に表されることがわかる.

注 1.14. 一般に f̂ (j) ∈ C{z}kj ,dj (j = 1, · · · ,m), P (y1, · · · , ym) ∈ C[y1, · · · , ym]
に対し P (f̂ (1), · · · , f̂ (m)) ∈ C{z}k⃗,d⃗ となる.

定理 1.45の分解を用いると, f̂ ∈ C{z}k⃗,d⃗ の多重Borel和はSk⃗,d⃗ (f̂) (1.23)
で与えられるが, J. EcalleによるAcceleration作用素を用いて, 以下のように
直接的に Sk⃗,d⃗ (f̂) を構成することができる. まず, k̃ > k > 0に対し d方向の
(k̃, k)-Acceleration作用素Ak̃,k,dは次で定義される:

Ak̃,k,d(f)(ζ) = ζ−k

∫ ∞eid

0

f(ζ̃)Ck̃/k

(
(ζ̃/ζ)k

)
dζ̃k,

Cα(t) =
1

2πi

∫

γ1

u1−1/αeu
−1−tu−1/α

du−1 (α > 1).

ただし, Cα(t)の積分路 γ1は (1.4)で d = 0, k = 1としたものとする. ここで,
Ak̃,k,dの定義域が問題となるが, f(ζ) ∈ Expk,dに対してはAk̃,k,d(f)が定義可
能で

Ak̃,k,d(f)(ζ) = Bk̃,d ◦ Lk,d(f)(ζ) (1.24)

となる. 実際,

Bk̃,d ◦ Lk,d(f)(ζ) =

∫

γ

e(ζ/z)
k̃
zk̃dz−k̃

∫ ∞eid

0

e−(ζ̃/z)kz−kf(ζ̃)dζ̃k

=

∫ ∞eid

0

f(ζ̃)dζ̃k
∫

γ

zk̃−ke(ζ/z)
k̃−(ζ̃/z)kdz−k̃

となるが, u = (z/ζ)k̃ と積分変数を変換することにより (1.24)が得られる.
よって, 特に f(ζ) = ζs (s ≥ 0)に対し

Ak̃,k,d(f)(ζ) =
Γ(1 + s/k)

Γ(1 + s/k̃)
ζs (1.25)
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となる. また, f̂(ζ) =
∑

n fnζ
n ∈ C[[ζ]]に対し Âk̃,k(f̂)(ζ) を

Âk̃,k(f̂)(ζ) =
∞∑

n=0

Γ(1 + n/k)

Γ(1 + n/k̃)
fnζ

n

により定義する. ここで, 次に注意する:

命題 1.46. α > 1に対し βを

β−1 = 1− α−1

とする. このとき, 任意の ε > 0に対し c1, c2 > 0が存在し S(0, π/β − ε)上

|Cα(t)| ≤ c1e
−c2|t|β (1.26)

を満たす.

Proof. Cα(t)の定義式で積分変数を v = t−αu とすると

Cα(t) =
t

2πi

∫

γ1

v1−1/αet
−αv−1−v−1/α

dv−1

となる. よって, f(v) = v−1/αe−v−1/α とするとCα(t) = tB1,0(f)(t−α) となる.

ここで, f(v) ∈ A(0)
1/α(S(0,απ))より,定理 1.8からB1,0(f)(ζ) ∈ A(0)

α−1(S(0, (α−
1)π)) となる. よって, ζ = t−α として, 命題 1.7 から (1.26)を得る.

よって, 命題 1.46から次が得られる:

定理 1.47. S = S(d, δ) (δ > 0) とし, k̃ > k > 0に対し κを

κ−1 = k−1 − k̃−1

により定める. このとき, f(ζ) ∈ Al(S)はSで exponential size κとすると, 任
意の ε > 0に対し ρ(ε) > 0が存在し S̃ = S(d, δ+π/κ−ε, ρ(ε)) 上Ak̃,k,d(f)(ζ)
は正則となる. また,

l̃−1 = l−1 + κ−1

とするとAk̃,k,d(f)(ζ) ∈ Al̃(S̃) で

Ak̃,k,d(f)(ζ)
∼=l̃ Âk̃,k(f̂)(ζ).

となる.
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注 1.15. Ak̃,k,d の定義域はLk,d のものに比べ広くなっている.

このとき, 次が成立する:

定理 1.48. f̂ ∈ C[[z]]1/k に対し以下は同値 :

(i) f̂ ∈ C{z}k⃗,d⃗

(ii) k⃗に対し κj (1 ≤ j ≤ m)を

κ−1
j = k−1

j − k−1
j+1

により定める. gj(ζ) (1 ≤ j ≤ m) を帰納的に

B̂k1(f̂)(ζ) = g1(ζ),

gj+1(ζ) = Akj+1,kj ,dj(gj)(ζ)

により定めるとき, ある ε > 0に対し gj(ζ) は S(dj, ε)で exponential
size κj.

Proof. まず (i) ⇒ (ii)を示す. 定理 1.45の分解を用いることにより f̂ ∈
C{z}kj ,dj に対し示せば良い. このとき, i < j に対しは gi(ζ)は整関数で
exponential size (k−1

i − k−1
j )−1 となるが, (k−1

i − k−1
j )−1 < κi より成立す

る. また, gj(ζ) = B̂kj(f̂)(ζ) となるが, f̂ ∈ C{z}kj ,dj より gj(ζ) は dj 方向で
exponential size kj(< κj)となる. よって, gj+1(ζ) = Bkj+1,dj ◦ Lkj ,dj(gj)(ζ)
となるので gj+1(ζ) は dj+1方向で exponential size kj+1となる. 同様にして
i ≥ j +1 に対しも gi(ζ) は di方向で exponential size kiとなることがわかる.
次に (ii) ⇒ (i) に関してだが, まず

fj(z) = Lδ
kj+1,d(gj+1)(z) (1 ≤ j ≤ m− 1),

fm(z) = Lkm,dm(gm)(z)

とする. ここで, Lδ
kj+1,d

は定理 1.12の証明で用いた作用素で, |d − dj| <

ε/2 + π/2κj に対し Lδ
kj+1,d

の積分端点 δeidの差はGevrey order kj+1で 0に
漸近展開される. このとき, f⃗ = (f1, · · · , fm) ∈ Ak⃗,d⃗ となり, Tk⃗ (f⃗ ) = f̂

となる. 実際, fj ∈ Aj で Tk(fj) = f̂ となることは明らかだが, Bj−1 の元
として fj = fj−1 となることは次のようにしてわかる: まず, gj(ζ) に対し
Aδ

kj+1,kj ,dj
(gj)(ζ) を

Aδ
kj+1,kj ,dj(gj)(ζ) = Bkj+1,dj ◦ Lδ

kj ,dj(gj)(ζ)
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により定義する. ここで, gδj+1(ζ) = Aδ
kj+1,kj ,dj

(gj)(ζ) とすると, 命題 1.46か
ら gj+1(ζ) − gδj+1(ζ) は Gevrey order kjkj+1/(kj+1 − kj) で 0に漸近展開さ
れるため, Lδ

kj+1,dj+1
(gj+1 − gδj+1)(z) はGevrey order kj+1 で 0に漸近展開さ

れる. また, 定理 1.10より fj−1(z) = Lkj+1,dj(g
δ
j+1)(z) となるが, fj−1(z) −

Lδ
kj+1,dj+1

(gδj+1)(z) も Gevrey order kj+1 で 0に漸近展開される. 以上から
Bj−1の元として fj = fj−1 となることがわかる. よって, f̂ ∈ C{z}k⃗,d⃗ とな
る.

定理 1.48から次が得られる:

系 1.49. f̂ ∈ C{z}k⃗,d⃗ に対し, その多重Borel和 Sk⃗,d⃗ (f̂) は次で与えられる :

Sk⃗,d⃗ (f̂) = Lkm,dm ◦Akm,km−1,dm−1 ◦ · · · ◦Ak2,k1,d1 ◦ B̂k1(f̂).

2 不確定特異点における形式解の構造
収束級数係数の n次正方行列A(z) ∈ M(n;C{z}), 正整数 kに対し, 次の連立
微分方程式系の形式解を構成することを考える:

zk+1 d

dz
ϕ = A(z)ϕ. (2.1)

一般に (2.1)は z = 0に不確定特異点と呼ばれる特異点を持つが, 本節では,
[BJL], [Ra2], [Ba2]に従い, このような特異点における形式解の構造, 特に
Borel総和可能性に関して考察する.

2.1 Splitting Lemma

本節では, (2.1)をA(0)の特性根 λ1, · · · ,λℓ に応じて分解することを考える.
正則行列 P ∈ GL(n;C)による変換 ϕ = P ϕ̃によりA(0)は Jordan標準形と
してよい. λjに関する Jordan細胞を集めたものを J(λj) ∈ M(nj;C) とする.
簡単のため, まず ℓ = 2の場合を考える:

A(0) =

(
J(λ1) 0
0 J(λ2)

)
(λ1 ̸= λ2).

以下, ϕ = T (z)ψ
(
T (z) ∈ GL(n;C{z}k)

)
なる変換で, (2.1)を次の形に変換

するものを構成する:

zk+1 d

dz
ψ = B(z)ψ, (2.2)
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B(z) =

(
B1(z) 0
0 B2(z)

)
.

ただし, Bj(z) ∈ M(nj;C{z}k) (j = 1, 2) でBj(0) = J(λj) を満たすとする.
ここで, (2.1) に ϕ = T (z)ψを代入すると ψは

zk+1 d

dz
ψ = T−1

(
− zk+1 d

dz
T + AT

)
ψ

を満たすことがわかる. よって, (2.2)と比較して, T (z), B(z)を

zk+1 d

dz
T = AT − TB (2.3)

を満たすように構成すればよい.
最初に, T (z), B(z) ∈ M(n;C[[z]]1/k)で (2.3) を満たすものが存在するこ

とを示す. まず, T (z)は次の形であると仮定する:

T (z) = In +

(
0 T12(z)

T21(z) 0

)
.

ただし, Inは n次の単位行列とし, Tij ∈ M(ni, nj; zC[[z]])とする. A(0)の行
列の分け方に合わせて, A(z)を

A(z) =

(
A11(z) A12(z)
A21(z) A22(z)

)
(2.4)

と表す. このとき, (2.3)の (1, 1)成分を比較して

0 = A11 + A12T21 −B1 (2.5)

が得られる. 次に (2, 1)成分を比較して

zk+1 d

dz
T21 = A21 + A22T21 − T21B1 (2.6)

が得られる. よって, (2.5)を用いて (2.6)からB1を消去すると, T21は次を満
たすように構成すればよいことがわかる:

zk+1 d

dz
T21 = A21 + A22T21 − T21A11 − T21A12T21. (2.7)

B2, T12に関しても (2, 2)成分, (1, 2)成分を比較することにより同様の式が得
られる.
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以下 T21の構成を考える. T21, Aijの zp の係数を T (p)
21 , A(p)

ij とする:

T21 =
∞∑

p=1

T (p)
21 zp,

Aij =
∞∑

p=0

A(p)
ij z

p.

そして, (2.7)の zpの係数を比較することにより次の式が得られる:

(p−k)T (p−k)
21 = A(p)

21 +
p∑

q=1

A(p−q)
22 T (q)

21 −
p∑

q=1

T (q)
21 A(p−q)

11 −
∑

q1+q2+q3=p
q1,··· ,q3≥1

T (q1)
21 A(q2)

12 T (q3)
21 .

これを整理して

−A(0)
22 T

(p)
21 + T (p)

21 A(0)
11 =A(p)

21 +
p−1∑

q=1

A(p−q)
22 T (q)

21 −
p−1∑

q=1

T (q)
21 A(p−q)

11

−
∑

q1+q2+q3=p
q1,··· ,q3≥1

T (q1)
21 A(q2)

12 T (q3)
21 − (p− k)T (p−k)

21 . (2.8)

ここで, (2.8)の右辺は T (q)
21 (1 ≤ q ≤ p− 1) のみで定まり, T (p)

21 を含んでいな
い. また, λ1 ̸= λ2より, −A(0)

22 · + · A(0)
11 はM(n2, n1;C)上の可逆な線形作用

素Lとなる. よって, (2.8)より帰納的に T (p)
21 (p ≥ 1) が定まることがわかる.

次に T21 ∈ M(n2, n1; zC[[z]]1/k) となることを示す. 行列 P = (pij) ∈
M(p, q;C)に対し, そのノルム |P |を

|P | =
∑

i,j

|pij|

とする. まず, A(z) ∈ M(n;C{z})より, ある定数 C0 > 0が存在し p ≥ 0に
対し

|A(p)
ij | ≤ Cp+1

0

が成立する. 以下,帰納的に次を示す: ある定数C > 0が存在し,任意の p ≥ 1
に対し

|T (p)
21 | ≤ CpΓ(p/k). (2.9)
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p = 1のときは明らかなので, 1 ≤ p ≤ p0 − 1に対し (2.9)が成立するとして
p = p0 のとき (2.9)が成立することを示す. C > C0とする. 例えば, (2.8)の
右辺第 2項は

∣∣∣
p0−1∑

q=1

A(p0−q)
22 T (q)

21

∣∣∣ ≤
p0−1∑

q=1

C0C
p0
(C0

C

)p0−q

Γ(ℓ/k)

≤ C0

C − C0
Cp0Γ

(p0 − 1

k

)

となる. また, (2.8)の右辺第 5項は
∣∣∣(p0 − k)T (p0−k)

21

∣∣∣ ≤ Cp0−k(p0 − k)Γ

(
p0 − k

k

)

= kCp0−kΓ
(p0
k

)

となる. 他の項に関しても同様の評価が得られるが, L−1も有界作用素である
ことから, C > 0を十分大きく取れば任意の p ≥ 1に対し (2.9)が成立するこ
とがわかり, T21 ∈ M(n2, n1; zC[[z]]1/k) となる.

次に T21 ∈ M(n2, n1; zC{z}k) となることを示す. まず, X := B̂k(T21),

Ãij,B := B̂k(Aij − A(0)
ij ) とすると, (1.9), (2.7)から T21,Bは次を満たす:

−A(0)
22 X+XA(0)

11 +kζkX = kζk∗X+Ã21,B+Ã22,B∗X−X∗Ã11,B−X∗Ã12,B∗X.
(2.10)

ここで, (2.10)の左辺の線形作用素 −A(0)
22 · + · A(0)

11 + kζk· を Lζ とすると,
S̄ ∩ {ζ ∈ C | kζk = λ2 − λ1} = Ø となる角領域 S = S(d,α)上 Lζ は可逆と
なる. ここで, Exph

k(S̄)を Sで正則で, S̄上連続な関数 f(ζ)で

||f || := sup
ζ∈S̄

e−h|ζ|k |f(ζ)| < ∞

となる関数のなす空間とすると, Exph
k(S̄)は Banach空間となる. P (ζ) =

(pij(ζ)) =∈ M(p, q; Exph
k(S̄)) に対しても ||P ||を ||P || = |(||pij||)|により定義

する. まず次に注意する: ある定数C0, h0 > 0が存在し S̄上

|Ãij,B| ≤ C0e
h0|ζ|k (2.11)

が成立する. h > h0とすると,例えば (2.10)の右辺第 3項は Ã22,B(0) = 0より

|Ã22,B ∗X| ≤
∣∣∣
∫ t

0

dÃ22,B

dζ
((t− t̃)1/k)

1

k
(t− t̃)1/k−1X(t̃1/k)dt̃

∣∣
t=ζk

∣∣∣
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≤ C0k
−1

∫ |t|

0

eh0(|t|−|t̃|)(|t|− |t̃|)1/k−1||X||eh|t̃|d|t̃|
∣∣
t=ζk

≤ C0k
−1(h− h0)

−1/keh|t|||X||.

ただし, (2.11) から dÃ22,B/dζも (2.11)と同様の評価を満たすことを用いた.
同様にして (2.10)の右辺第 5項に関しても

|X ∗ Ã12,B ∗X| ≤ C0k
−2(h− h0)

−1/keh|t|||X||2

が成立する. (2.10)の他の項に関しても同様の評価が成立する. よって,

F (X) = L−1
ζ (kζk ∗X + Ã21,B + Ã22,B ∗X −X ∗ Ã11,B −X ∗ Ã12,B ∗X)

とすると, L−1
ζ はM(n2, n1; Exp

h
k(S̄)) 上の有界な線形作用素となるので, h,

M > 0を十分大きく取ると, F は

BM := {X ∈ M(n2, n1; Exp
h
k(S̄)) | ||X|| ≤ M}

上の縮小写像となる. よって, Banachの不動点定理から (2.10)を満たすX ∈
M(n2, n1; Exp

h
k(S̄)) が存在し, これが B̂k(T21)の解析接続を与える. 以上から

T21, B1の各成分はd = (arg(λ2−λ1)+2π Z)/kの方向を除いてk-summableと
なることがわかる. 同様にしてT12, B2の各成分はd = (arg(λ1−λ2)+2π Z)/k
の方向を除いて k-summableとなることがわかる.
同様の議論により, 一般に次が成立することが示される: A(0)の特性根を

λ1, · · · ,λℓ, λi ̸= λj (i ̸= j) とし,

A(0) =

⎛

⎜⎜⎜⎝

J(λ1)
J(λ2)

. . .
J(λℓ)

⎞

⎟⎟⎟⎠

とする. このとき, Bj(z) ∈ M(nj;C{z}k), Tij(z) ∈ M(ni, nj; zC{z}k) で
B(0)

j = J(λj)となるものが存在し,

B(z) =

⎛

⎜⎜⎜⎝

B1(z)
B2(z)

. . .
Bℓ(z)

⎞

⎟⎟⎟⎠
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T (z) = In +

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 T12 · · · · · · T1ℓ

T21 0 T23
...

...
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . T(ℓ−1)ℓ

Tℓ1 · · · · · · Tℓ(ℓ−1) 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

とすると, ϕ = T (z)ψ により (2.1)は (2.2)に変換される. また, Xij, Bjは
⋃

p ̸=j

{1

k
arg(λp − λj) +

2π Z
k

}

の方向を除いて k-summableとなる.
実際, (2.3)からAij, Bj, Tijは

Bj = Ajj +
∑

p ̸=j

AjpTpj,

zk+1 d

dz
Tij =

∑

p

AipTpj − TijBj

を満たすが, Tijに対し ℓ = 2の場合のLに対応する作用素が−J(λi) ·+ ·J(λj)
で与えられることから明らかであろう.

注 2.1. 一般に次が示される: X = (X1, · · · , Xn), F (z,X) = (F1, · · · , Fn) ∈
Cn{z,X} とする. F (z,X)は

F (0, 0) = 0

を満たし,
J =

(
∂XiFj(0, 0)

)

としたとき J は正則とする. このとき,

zk+1 d

dz
X = F (z,X)

の形式冪級数解X(z) ∈ Cn[[z]]が一意的に存在しX(z) ∈ Cn{z}kとなる. 更
に, J の固有値を λj (1 ≤ j ≤ n) とすると, 各Xjは

n⋃

j=1

{1

k
arg(λj) +

2π Z
k

}

の方向を除いて k-summableとなる.
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2.2 有理型微分方程式への変換
前節の結果を踏まえ, 本節ではA(z) ∈ M(n;C{z}k)でA(0) = J(λ)となる微
分方程式 (2.1)を考える. また, 変換

ϕ = e−λk−1z−k
ϕ̃

を考えることにより λ = 0 とできる. 以下, 変換 ϕ = T (z)ψ
(
T (z) ∈

GL(n;C{z}k)
)
により (2.1) を (2.2)で, 十分大きなM,N > 0に対し

B(z) =
N+M∑

p=0

B(p)zp,

B(p) = A(p) (0 ≤ p ≤ N − 1)

とした有理型微分方程式へと変換することを考える. T (z)は次の形とする:

T (z) = In +
∞∑

p=N

T (p)zp.

まず, このような変換 T (z)で T (z) ∈ GL(n;C[[z]]1/k)となるものが存在する
ことを示す. X := B̂k(T − In), ÃB := B̂k(A − A(0)), B̃B := B̂k(B − B(0)) と
すると (2.3) から次の式が成立する:

−A(0)X +XA(0) + kζkX = kζk ∗X + ÃB − B̃B + ÃB ∗X −X ∗ B̃B. (2.12)

ここで, M(n;C)上の線形作用素−A(0) · + · A(0)を L, −A(0) · + · A(0) + kζk·
を Lζ とし, det(λ− L) = λµf(λ) (f(0) ̸= 0) とすると, ζ−kµLζ は ζ = 0の近
傍Dρ := {ζ ∈ C | |ζ| ≤ ρ}上で可逆となる. また, ÃBの各成分はDρ上正則
とする. ここで, B1をDρの内部で正則で, Dρ上連続な関数を係数に持つ n
次正方行列X(ζ) =

(
xij(ζ)

)
で

||X||1 := sup
Dρ

∑

i,j

|ζ−Nxij(ζ)| < ∞

となるもののなす空間, B2を
N+M⊕

p=N

M(n;C)ζp
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とし, Y (ζ) =
(
yij(ζ)

)
∈ B2に対し, そのノルムを

||Y ||2 := sup
Dρ

∑

i,j

|ζ−Nyij(ζ)|

とすると, B1, B2はBanach空間となる. ここで,

trA(z) =
N−1∑

p=0

A(p)zp

とし, trÃB := B̂k(trA − A(0)) とすると, B̃B − trÃB ∈ B2 となる. このとき,
(X, Y ) ∈ B1 ⊕ B2 に対し,

F1(X, Y ) = L−1
ζ

(
G(X, Y )− F2(X, Y )

)
,

F2(X, Y ) =
1

2πi

∮

|ζ̃|=ρ

G(X, Y )(ζ̃)KN,M(ζ/ζ̃)
dζ̃

ζ̃

とする. ただし,

G(X, Y )(ζ) = kζk ∗X + ÃB − trÃB + ÃB ∗X −X ∗ trÃB −X ∗ Y,

KN,M(t) = tN
1− tM+1

1− t

とする. まず, 留数定理から F2(X, Y ) ∈ B2 となることがわかる. また,
G(X, Y )の定義からG(X, Y )は ζN で割り切れることがわかるが, F2(X, Y )
の構成から, 更にG(X, Y )−F2(X, Y )は ζN+M+1で割り切れることがわかる.
よって, M をM ≥ kµ− 1とすれば F1(X, Y ) ∈ B1 となる.
以下, B = B1 ⊕B1, F = (F1, F2)としたとき, 十分大きなN,C > 0に対

し F は
BC := {(X, Y ) ∈ B | ||X||1 + ||Y ||2 ≤ C}

上の縮小写像となることを示す. まず, あるC0 > 0に対し

sup
Dρ

∣∣∣
dÃB

dζ

∣∣∣ < C0

とする. このとき, 次の評価が成立する:

|ÃB ∗X| ≤
∣∣∣
∫ t

0

dÃB

dζ
((t− t̃)1/k)

1

k
(t− t̃)1/k−1X(t̃1/k)dt̃

∣∣
t=ζk

∣∣∣
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≤ C0k
−1||X||1

∫ |t|

0

(|t|− |t̃|)1/k−1|t̃|N/kd|t̃|
∣∣
t=ζk

≤ C0k
−1||X||1|ζ|N+1B(1/k, 1 +N/k).

kζk ∗X, X ∗ trÃB に関しても同様の評価が成立する. また, X ∗Y に関しては
|X ∗ Y | ≤ k−1||X||1||Y ||2|ζ|2NB(N/k, 1 +N/k)

が成立する. ここで, B(1/k, 1 +N/k) → 0, B(N/k, 1 +N/k) → 0 (N → ∞)
に注意すると, |ζ| = ρ上での評価を考えることにより, 最大値の原理から
N,C > 0を十分大きく取れば F はBC 上の縮小写像となることがわかる.
よって, Banachの不動点定理より, 目標であった T (z), 及びB(z)の存在がわ
かる.
次に, T (z)はA(z)と同じ方向で k-summableとなることを示す. A(z)は

d方向で k-summableとする. このとき, 0 < ρ̃ < ρに対し ζ0 = ρ̃eidとし,

S := ζ0 + S(d, ε)

とすると, ある ε > 0が存在し, ÃBは S̄上正則で, ある定数C0, h0 > 0 に対
し次の評価を満たす:

|ÃB| ≤ C0e
h0|ζ|k . (2.13)

B̃Bも S̄上 (2.13)と同様の評価を満たす. ここで, Exph
k(S̄)を前節と同様に定

義し, X ∈ M(n; Exph
k(S̄)) に対し

F (X) = L−1
ζ

(
ÃB − B̃B +R +

( d

dt

∫ t

t0

K(t− t̃)X(t̃1/k)dt̃
)∣∣∣t=ζk,

t0=ζk0

)
(2.14)

とする. ただし,

K(t)· = tIn ·+ÃB(t
1/k) ·− · B̃B(t

1/k),

R(ζ) =
( d

dt

∫ t0

0

K(t− t̃)T̃B(t̃
1/k)dt̃

)∣∣∣t=ζk,
t0=ζk0

)

とし, T̃B = B̂k(T − In), B̃B := B̂k(B − B(0))は, 上で構成した T (z), B(z)
により定める. ここで, L−1

ζ は M(n; Exph
k(S̄))上の有界な線形作用素とな

るが, 前節と同様の議論により h,C > 0を十分大きく取れば, F は {X ∈
M(n; Exph

k(S̄)) | ||X|| ≤ C} 上の縮小写像となる. よって, Banachの不動点
定理からF (X) = Xを満たすX ∈ M(n; Exph

k(S̄)) が存在し, このXが T̃Bの
Sへの解析接続を与える. 以上から, T (z)はA(z)と同じ方向で k-summable
となることがわかる.
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2.3 確定特異点型方程式への変換
本節では 2.1節, 2.2節の結果を踏まえ, (2.1)を summableな級数を用いて,
帰納的に確定特異点型方程式へと変換することを考える. 本節では A(z) ∈
M(n;C[z])で

A(0) =

⎛

⎜⎜⎜⎝

J(0;n1)
J(0;n2)

. . .
J(0;nℓ)

⎞

⎟⎟⎟⎠

となる (2.1)に対し
i) 方程式の不確定度 k,

ii) 方程式の階数 n

のどちらか一方が下がった場合に帰着させることを考える. ここで, J(0;nj) ∈
M(nj;C) は固有値 0に対する nj 次の Jordan細胞とする. これにより, (2.1)
は帰納的に k = 0, あるいは n = 1の場合へと変換されるが, n = 1の場合は
明らかであろう.

最初に ℓ = 1の場合を考える. n ≥ 2とする. まず, T (z) = In + T̃ (z),

T̃ (z) =
N∑

p=1

T (p)zp

による変換 ψ = T (z)ϕにより, 任意のN > 0に対し (2.1)を (2.2)で

B(z) = J(0;n) +
N∑

p=1

B(p)zp + B̃(z), (2.15)

B(p) =

⎛

⎜⎜⎜⎝

0 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 0

b(p)n1 · · · b(p)nn

⎞

⎟⎟⎟⎠
, (2.16)

B̃(z) ∈ M(n; zN+1 C[z])
)
としたものへと変換することを考える. (2.3)の zp

の係数を比較することにより, T , Bを次を満たすように構成すればよい:

J(0;n)T (p) − T (p)J(0;n) = B(p) − A(p) +R(p). (2.17)

73



ただし, R(p)はA(q), T (q), B(q) (1 ≤ q ≤ p− 1) により定まる項とする. ここ
で, T (p) = (t(p)ij )とすると

J(0;n)T (p) − T (p)J(0;n) =

⎛

⎜⎜⎜⎝

t(p)21 t(p)22 · · · t(p)2n
...

...
. . .

...

t(p)n1 t(p)n2 · · · t(p)nn

0 0 · · · 0

⎞

⎟⎟⎟⎠
−

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0 t(p)11 · · · t(p)1(n−1)

0 t(p)21 · · · t(p)2(n−1)
...

...
. . .

...

0 t(p)n1 · · · t(p)n(n−1)

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠

となる. よって, T (p), 及び, (2.16)の形のB(p)で, (2.17)を満たすものが存在
することがわかる. 特に t(p)1j = 0 (1 ≤ j ≤ n)となる T (z)は一意的に定まる.

以後, B(z)は (2.15)の形とする. trB(z) = B(z)− B̃(z) とし,

bj(z) =
N∑

p=1

b(p)nj z
p (1 ≤ j ≤ n)

とする. ここで,

P (z, ζ) = det
(
ζ − trB(z)

)
= ζn +

n−1∑

j=0

(−1)n−jbj+1(z)ζ
j

とすると
det

(
ζ −B(z)

)
= P (z, ζ) mod zN+1 C[z, ζ].

このとき, P (z, ζ)のNewton polygonは負の傾きを持つ面のみを持つが, 傾き
の最も大きな面 F の傾きを−r ∈ Qとし, ζ = zrζ̃とすると,

P̃ (z, ζ̃) = z−nrP (z, z−rζ̃) = ζ̃n +
n−1∑

j=0

(−z−r)n−jbj+1(z)ζ̃
j

となる. ここで, F の端点に対応する項を ζn, 及び (−1)n−j0bj0+1(z)ζj0 とし,
bj0+1(z)の z = 0での零点の位数を v0とすると,

r =
v0

n− j0
(2.18)

となる. r = p0/q0 (p0, q0 は互いに素) と表す. r の取り方から P̃ (z, ζ̃)の
Newton polygonは傾きが0の面 F̃を一つ持ち,それ以外の面の傾きは全て負と
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なる. このとき, 次のSr(z)による, Shearing変換と呼ばれる変換ψ = Sr(z)ψ̃
を考える:

Sr(z) =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1
zr

. . .
zr(n−1)

⎞

⎟⎟⎟⎠
.

すると, この Shearing変換により (2.2)は次の方程式へと変換される:

zk−r+1 d

dz
ψ̃ = C(z)ψ̃, (2.19)

C(z) = J(0;n) +

⎛

⎜⎜⎜⎝

0 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 0
b̃1(z) · · · b̃n(z)

⎞

⎟⎟⎟⎠
− zk−r

⎛

⎜⎜⎜⎝

0
r

. . .
r(n− 1)

⎞

⎟⎟⎟⎠
+ C̃(z).

ただし, b̃j(z) = z−r(n−j+1)bj(z) (1 ≤ j ≤ n)とし, C̃(z) ∈ zN−rn+1M(n;C[z1/q0 ])
)

とする. k − r ≤ 0の場合は既に (2.19)は確定特異点型なので, k − r > 0と
する. このとき, rの取り方からC(z) ∈ M(n;C[z1/q0 ])

)
となり, b̃j0+1(0) ̸= 0,

b̃j+1(0) = 0 (1 ≤ j ≤ j0−1)となるので, N−rn+1 > 0となるようにNを十
分大きく取れば, C(0)は 0以外の固有値を持つことがわかる. C(0)が複数の
相異なる固有値を持てば, 2.1節, 2.2節の議論から方程式の階数 nが下がった
場合に帰着される. また, C(0)が固有値を一つだけ持つ場合には P̃ (0, ζ̃) = 0
は n重根を持つが, このとき b̃j(0) ̸= 0 (1 ≤ j ≤ n)となり, P (z, ζ)のNewton
polygonの面は F のみで, (j − 1, r(n− j + 1)) ∈ Z2となる. よって, r ∈ Zと
なり不確定度 kが下がった場合に帰着される.

注 2.2. 上記の Shearing変換で分岐が起きるのは方程式の階数 nが下がった
場合に帰着される場合のみである. また, このときの分岐指数 q0は, (2.18)か
ら q0 ≤ nとなる.

次に ℓ = 2 の場合を考える. A(z)は A(0)の行列の分け方に合わせて
(2.4)のように分割されているとする. まず, 十分大きなN に対し A21(z) ∈
zNM(n2, n1;C[z])

)
となる場合を考える. このとき, (2.1)でA = A11とした

ものに対し ℓ = 1の場合に上で構成した変換 T (z), Sr(z)を T1(z), Sr1(z)と
し, A = A22としたものに対しても同様に T2(z), Sr2(z)とし,

T (z) =

(
T1(z)Sr1(z) 0

0 zr1(n1−1)T2(z)Sr2(z)

)
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による変換を考えれば, N − r1n1 − r2n2 > 0となるとき, ℓ = 1のときの議論
から, nあるいは kが下がった場合に帰着される. 次に, このようなN が十分
大きく取れない場合を考える. n1 ≥ n2とし, A(N)

21 ̸= 0 (N ≥ 1)とする. この
とき,

T (z) = In + zN
(

0 0
T21 0

) (
T21 ∈ M(n2, n1;C)

)

による変換 ϕ = T (z)ψにより (2.1)を (2.2)で

B(z) =

(
B11(z) B12(z)
B21(z) B22(z)

)
,

B(0)
jj = J(0;nj) (j = 1, 2),

B21(z) =

⎛

⎜⎝
c1 0 · · · 0
...

...
. . .

...
cn2 0 · · · 0

⎞

⎟⎠ zN mod zN+1M(n2, n1;C[z]) (2.20)

としたものへと変換することを考える. このためには, (2.3)の zN の係数を
比較することにより, 次を満たす T (N)

21 , B(N)
21 ∈ M(n2, n1;C)で, (2.20)の形の

ものが存在することを示せばよい:

J(0;n2)T
N
21 − T (N)

21 J(0;n1) = B(N)
21 − A(N)

21 . (2.21)

(2.17)の場合と同様に, このような T (N)
21 , B(N)

21 の存在がわかる. B(N)
21 = 0の

場合はN をN + 1として以上の議論を繰り返す. B(N)
21 ̸= 0の場合は, 次の

S(z)による Shearing変換 ψ = S(z)ψ̃ を考える:

S(z) =

(
In1 0
0 zNIn2

)
.

すると, (2.2)は
zk+1 d

dz
ψ̃ = C(z)ψ̃,

C(0) =

(
J(0;n1) 0

B(N)
21 J(0;n2)

)

なる方程式へと変換される. ここで, C(0)は冪零行列であるが,
(
C(0)

)j
(j ≥ 1)

の階数を調べることにより, cm ̸= 0, cj = 0 (m + 1 ≤ j ≤ n2) となるとき,
C(0)の Jordan標準形は

(
J(0;n1 +m) 0

0 J(0;n2 −m)

)
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となることがわかる. ここで, n1 ≥ n2, m ≥ 1より, この操作を繰り返せば
ℓ = 1の場合, 或はN が十分大きく取れる場合に帰着され, その結果, kまた
は nが下がった場合に帰着される. ℓ ≥ 3の場合も同様にして kまたは nが
下がった場合に帰着される.
最後に, 確定特異点型方程式に関してだが, よく知られているように, あ

るM0 ∈ M(n;C), T (z) ∈ GL(n;C{z}[z−1])が存在し (2.1)で k = 0としたも
のは ϕ = T (z)ψにより

z
d

dz
ψ = M0ψ

へと変換される. 特にM0は Jordan標準形で, その固有値の実部が [0, 1)に入
るように取ることができる.

2.4 分解定理
以上の議論の結論として, 本節では不確定特異点における方程式の分解定理
を与える. まず, Λ := {λi(ζ)}ℓi=1 ⊂ C{ζ}[ζ−1]/C{ζ} に対し, 以下のようにグ
ラフGを定める: Lk = C{ζ}[ζ−1]/ζ−k+1 C{ζ} とし,

ρk : Lk → Lk+1

を自然な射影とする. このとき,

∞⋃

k=1

{
λi(ζ) mod ζ−k C{ζ}

}ℓ

i=1

(
⊂

∞⋃

k=1

Lk

)

を node, ρkにより定まる射を edge, {λi(ζ)}ℓi=1 を leafとする樹形状の有向グ
ラフ G̃が得られる. また, Lk の nodeを level kの nodeと呼ぶ. 更に, G̃の
edgeで, 終点が次数 2の nodeとなるものの始点をつぶして得られるグラフを
Gとする. ここで,

λi(ζ) =
∑

k

λ(k)i ζ−k mod C{ζ}

としたとき, Gの λi(ζ)により定まる level kの nodeに (k,λ(k)i )を対応させた
図式GΛを考える.

例 2.1. Λ := {λi(ζ)}2i=1 を

λ1(ζ) = α(3)ζ−3 + α(2)ζ−2 + α(1)ζ−1

λ2(ζ) = β(3)ζ−3 + β(2)ζ−2 + β(1)ζ−1
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とすると, GΛは

(∞, 0)
(3,α(3))

(3, β(3))

''❤❤❤❤
❤❤❤❤

❤

((❱❱❱❱❱❱❱❱❱

例 2.2. Λ := {λi(ζ)}4i=1 を

λ1(ζ) = α(4)ζ−4 + α(3)ζ−3 + α(2)ζ−2 + α(1)ζ−1

λ2(ζ) = β(4)ζ−4 + β(2)ζ−2 + β(1)
1 ζ−1

λ3(ζ) = β(4)ζ−4 + β(1)
2 ζ−1

λ4(ζ) = γ(3)ζ−3 + γ(2)ζ−2 + γ(1)ζ−1

とすると, GΛは

(∞, 0)

(4,α(4))

(4, β(4))

(4, 0)

(2, β(2))

(2, 0)

))&&
&&
&&
&&
&&

$$**❏❏❏❏❏❏❏❏❏❏

''❤❤❤❤
❤❤❤❤

❤

((❱❱❱❱❱❱❱❱❱

このとき, 次が得られる: ある正整数 qが存在し, ζ = z1/qとすると, Λ =
{λj(ζ)}ℓj=1 ⊂ ζ−1 C[ζ−1], T (ζ) ∈ GL(n; (C[[ζ]]1/kq)[ζ−1]), Mj ∈ M(nj;C)
(j = 1, · · · , ℓ) が存在し, (2.1)は座標変換 ζ = z1/qと変換 ϕ = T (ζ)ψにより
次の形へと分解される:

ζ
d

dζ
ψ =

⎛

⎜⎜⎜⎝

B1(ζ)
B2(ζ)

. . .
Bℓ(ζ)

⎞

⎟⎟⎟⎠
ψ,

Bj(ζ) = λj(ζ)Inj +Mj.

ただし, Mjは Jordan標準形で, その固有値の実部は [0, 1)に入るとする. こ
れを福原-Levelt–Turrittinの標準形と呼ぶ. 更に, T (ζ)は次のような分解を
持つ:

T (ζ) = T (m)(ζ)T (m−1)(ζ) · · ·T (1)(ζ)T (0)(ζ),
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T (i)(ζ) =

⎛

⎜⎜⎜⎝

T (i)
1 (ζ)

T (i)
2 (ζ)

. . .

T (i)

ℓ(i+1)(ζ)

⎞

⎟⎟⎟⎠
,

T (i)
j (ζ) ∈ GL(n(i+1)

j ;C{ζ}ki) (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ ℓ(i+1)),

T (0)
j (ζ) ∈ GL(n(1)

j ;C{ζ}[ζ−1]) (1 ≤ j ≤ ℓ(1)).

ただし, {ki}m+1
i=1 (ki+1 > ki, km+1 = ∞)はGΛの nodeの levelのなす集合と

し, {n(i)
j }ℓ(i)j=1 はGΛの定める level kiの nの分割, つまり,

Λ mod ζ−ki+1 C{ζ} = {λ̃(i)j (ζ)}ℓ(i)j=1

としたとき, n(i)
j はλj1(ζ) mod ζ−ki+1 C{ζ} = λ̃(i)j (ζ)となる j1に関しnj1を足

し合わせたものとする. また, GΛに λ̃(i+1)
j (ζ) を終点, 或は edge上の点として

持つような edgeの始点となる level kiのnodeがない場合にはT (i)
j (ζ) = I

n
(i+1)
j

とする. また, このような nodeの係数の集合を {λ(ki)j, j1}
ℓ
(i)
j

j1=1 とすると, T (i)
j (ζ)

の各成分は

Singki :=
⋃

j1 ̸=j2

{ 1

ki
arg(λ(ki)j, j1 − λ(ki)j, j2) +

2π Z
ki

}

の方向を除いて ki-summableとなる. 特に, A(0)が Jordan標準形で, 異なる
固有値を持つ場合, {n(i)

j, j1}
ℓ
(i)
j

j1=1 をGΛの定める level kiの n(i+1)
j の分割とし,

T (i)
j (ζ)をこの分解に合わせて T (i)

j, j1j2(ζ) ∈ M(n(i)
j, j1 , n

(i)
j, j2 ;C{ζ}ki) により

T (i)
j (ζ) =

⎛

⎜⎜⎜⎝

T (i)
j, 11(ζ) · · · T (i)

j, 1ℓ
(i)
j

(ζ)

...
. . .

...

T (i)

j, ℓ
(i)
j 1

(ζ) · · · T (i)

j, ℓ
(i)
j ℓ

(i)
j

(ζ)

⎞

⎟⎟⎟⎠
,

と分割すると, T (i)
j, j1j2(ζ) は

⋃

p ̸=j2

{ 1

ki
arg(λ(ki)j, p − λ(ki)j, j2) +

2π Z
ki

}

の方向を除いて ki-summableとできる.
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注 2.3. 注 2.2から q ≤ n!と取れることがわかる.

注 2.4. 福原-Levelt-Turrittinの標準形は λj(ζ), Mj の Jordan細胞の並べ替
えを除いて一意である. 実際, 二つの変換 T (ζ), T̃ (ζ)により二つの標準形が
得られたとする. これらの方程式の係数を, それぞれ B(ζ), B̃(ζ)とすると,
S(ζ) := T−1(ζ)T̃ (ζ) は次を満たす:

ζ
d

dζ
S = BS − SB̃. (2.22)

よって, S(ζ) ∈ GL(n; (C[[ζ]]1/kq)[ζ−1]) となる (2.22)の解の存在条件から福
原-Levelt-Turrittinの標準形の一意性が導かれる. また, このような Sは定数
行列に限られることもわかる.

以上から, d⃗ = (dm, · · · , d1), di /∈ Singki に対し, T (i)(ζ)のBorel和Ski,di(T
(i))

を取ることにより, 確定特異点型方程式

ζ
d

dζ
ψ = Mjψ

の解の基底 ζMj を用いて (2.1)の d⃗方向での解の基底

Skm,dm(T
(m)) · · · Sk1,d1(T

(1))T (0)

⎛

⎜⎝
ζM1

. . .
ζMℓ

⎞

⎟⎠

が得られる.

注 2.5. 方程式の分解を用いずに直接形式解の多重総和可能性を示すことも
できる ([Br1]). また, 非線形常微分方程式の形式解に関する多重総和可能性
も知られている. [Br2]ではAcceleration作用素を用いて, [RS]では多重総和
可能な級数のCohomologicalな定式化を用いて証明が与えられている.

注 2.6. 多変数の漸近解析に関しては [Ma]が基本的である. また, 最近の進展
に関しては [Mo], [Sa1], [Sa2]等を参照.
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超幾何微分方程式の rigidityによる大域解析
原岡喜重 述
近内翔太郎 記

2014.9.1-2014.9.2

熊本大学の原岡です。私は Fuchs型方程式について今日と明日お話ししようと思いま
す。元々，どうしてそのようなことを考えるのかということを説明するのは大事だと思
いますし，説明したいのですけど，準備していたら話す量が膨大になってしまったので，
大事だけれどそうゆうところは省略して，ぐいぐいといこうと思います。気になるとい
う人は随時ブレイクして何でそのようなことを考えるのか，ということについて聞いて
くれると嬉しいです。

1 Introduction

予備知識はこちらで適当に想定したものに基づいて喋りますので分からないところが
あればその都度聞いてください。例えば，超幾何微分方程式はこのような

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0,

yを未知関数とする 2階の線型微分方程式です。このように書いたとき p(x), q(x) が係数
で，これから考える場合は大抵有理関数だけど，この極のことを特異点と呼びます。特異
点ではこの p(x)とか q(x)とかが発散するから，解について変なことが起こるわけです。
そういうところは嫌だな，と思うかもしれないけど，そういうところの方が却って情報
が集積していて調べやすいことがあります。のっぺりした普通のところだと様子が捕ま
えにくいんだけど，人間でも危機的状況になるとその人の性格が現れたりするのと同じ
で，特異点を調べるというのは実は調べやすいことになっている。それで，特異点の近
くで調べることを局所解析と言います。
Fuchs型というのは，特異点が確定特異点であるような微分方程式で，その確定特異点
のまわりでどんなことが起きているかというのについては 19世紀の間に理論が完成して
もう完全に分かっています。
それで，特異点がいくつかあると，それぞれの近くでは解の様子が分かるけれど，離
れた特異点同士の間，つまりある特異点の近くで解があったとき，それを別の特異点に
解析接続して，その近くでどんな風になっているか，ということを調べるのを大域解析
と言います。この特異点の間の関係を調べる大域解析，これはまだ，一般には Fuchs型
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微分方程式の場合であってもこうやれば分かるという話は全然できていなくて，我々は
その解析方法を持っていないわけです。
ですが，Gaussの超幾何微分方程式のようなFuchs型微分方程式の全体を見ると，この
中に rigidと呼ばれる非常に特別なクラスがあって，ここに属する微分方程式については，
雑に言うと何でも分かる。難しいといわれる大域解析もできるということになっていま
す。それ以外にも，rigidではない方程式でも特別な事情があって大域的な様子が分かる
方程式が散在的にあるわけですけど，すごく分かるクラスとほとんど絶望的に分からな
いクラスという風に，かっちりと分かれているというのがしばらく前までの状況でした。
この rigidというのは，別の言い方をするとアクセサリー・パラメーターを持たない微
分方程式と呼ばれるもので，大久保謙二郎先生（残念ながら今年の 7月に亡くなられま
した）が，1970年代ぐらいにこういう風に方程式を見るのが大事ということに気づいて，
調べるための色々なアイディアを出され，非常に先駆的なことをやられました。ですか
ら，実は大久保先生の作られた話で大分できるということが今では分かるのですが，と
にかく大久保先生の話はあったけど，当時はこういう状況でしかなかったわけです。
ところが，1996年にNicholas Katzと言う人が “Rigid local systems”という本を出し
て [6]，Fuchs型方程式についての理論を作りました。その結果，Katzの後に Crawley-

Boevey[1]や大島先生 [7]が色々な仕事を Katzの仕事に基づいてされて，rigidという分
かる世界以外は全部分からない世界だったものに精密な構造が入り，全体が階層構造に
なっていてその中の一番わかるのが rigidで，分からなさがだんだんと上がっていくとい
う構造になっているというようになりました。Katzは，さらにmiddle convolutionとい
う操作を導入して，同じ階層の方程式がmiddle convolutionで移り合うということを見
つけ出しましたが，それが方程式だけでなく方程式に伴う色々な量，つまり局所的な量，
大域的な量，解の表示に対しても移り合うことがわかってきました。そうすると，Fuchs

型微分方程式を調べるためにはこのmiddle convolutionで移り合うように類別して，各
類の代表元についてだけ調べれば，Fuchs型方程式全部について分かる，というような非
常に精密な構造があることが分かりました。

聴講者A: 群構造が作用してて，transitiveに作用しているというような感じ
になっているのですか？場所が分かれば全部分かる，等質空間みたいに。

そんな感じです。これは今，rigidityというものでクラス分けしているのだけれど，rigid

なクラスはその類に推移的に作用することになっていて，そうでないやつはスペクトル
型によって類に分かれて，その類の間では移り合うという構造になっています。

聴講者A: じゃあ，その rigidというところは同値類が 1個?

1個です。
だから，雑な言い方ですけど 1個簡単な方程式があって，そいつから全てが分かってし
まう。何でも分かるといったけれど，その分かり方も非常にはっきり記述されるように
なったわけです。
ここら辺の話をよく見ると，middle convolutionとかというのは，良く昔から知られて
いるRiemann-Liouville積分，複素数回微分というやつがあるんですけど，その話なんで
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図 1: Fuchs型常微分方程式全体

す。だから，こういう風に階層分けするというのは，アクセサリー・パラメーターの個数
で分けなさいという大久保先生の話自体なので，ここに出ているような登場人物は，実
は我々が昔から知っているものばっかりだった。だから，Katzがちょっとアイディアを
出してこうしたんだというものではなく，多分多くの人がこういう素材を知っていたん
だけれど，こういう話まで組み上げることはなかなかできなかった。けれども，我々が
知っている素材を上手く組み合わせて堅牢な体系を作り上げた，というのが，彼の大き
な仕事ですごいところだと思います。
これは，常微分方程式の話ですけれど，同じように偏微分方程式系で，連立すること
で解空間の次元が有限になるようなものを完全積分可能系とか holonomic系とか言いま
すが，それについても rigidかどうかという見方でもって，話ができるのではないか，と
いうことが私がこの話を知ってすぐに思いついたことです。それで，考えていくと，多変
数の完全積分可能系の研究にもこの rigidityの考え方が有効であることが分かったので，
今日はこの常微分方程式についての rigid，Katz理論の内容をざっと説明して，上手くい
けば今日中にその話が終わり，明日はそれに基づいて多変数でどうすればよいかという
話をしたいと思います。

85



2 Fuchs型常微分方程式
2.1 正規Fuchs型方程式
私の話ではこのような形を限った方程式を考えます。

dY

dx
=

p∑

j=1

Aj

x− aj
Y, a1, . . . , ap ∈ C, A1, . . . , Ap ∈ M(n;C) (1)

このような形の微分方程式を正規Fuchs型，文献によってはSchlesinger標準系やFuchsian

systemという人もいます。この方程式を見ると分かりますが，x = ajになるというのは
この係数の極になっているから特異点になっています。だから a1, . . . , apがこの方程式の
特異点で，さらに a0 = ∞も特異点となります。特異点の情報を握るのは主要部と言っ
て，ローラン展開の負冪の項が大事となります。aj については 1位の極なので留数行列
Ajが主要部を決定していますが，無限遠点においては t = 1

x として方程式を書き換える
と，t = 0 が無限遠点に相当しますから，tに関する主要部が出てきてその特異性が分か
ります。その時のAjに相当する留数行列A0はA0 = −

∑p
j=1 Aj となります。

それで，これは私からの提案ですけどこういう方程式を考えるとき，正方行列は Jordan

標準系に直すと固有値が出てきますが，その固有値の中で同じものはあってもよいんだ
けど，違うものがあったときにはその違うもの同士の間には整数差がない，という状況
が，こういう微分方程式を考える時には非常によくでてきて大事なのですが，そういう
ことを述べる言葉が多分ないんじゃないかと思うので，名前をつけたいと言う提案です。
どういう風につけたいかというのには特に強い意見はないのですが，今は分離的という
言い方をしたいと思います。非共鳴的という言い方もあるかと思ったけど，共鳴的ではな
いという否定形で述べるのが嫌だったので，肯定形でシンプルな言い方がないかと思って
とりあえず分離的と呼ぶことにします。さらに，A0, A1, . . . , Apが分離的なとき，(1) を
分離的と呼ぶことにします。
以下，これを仮定します。そうすると非常に色々嬉しいことが起こります。なぜ嬉しい
のかというのは証明を見ないと分からないのでしませんが，特異点 ajの近くで解の様子
を調べるのが局所解析だったのだけれど，こういう仮定をしていると，局所解が

Yj(x) = F (x)(x− aj)
Aj

のように構成できる。F (x)は行列の x = aj におけるテイラー展開で初項が F (aj) = In
です。念のため言っておくと (x− aj)Aj = eAj log(x−aj)で行列の指数関数。ともかく，多価
性を持つような項及び収束する冪級数という形で解を作ることができます。
このことによって，ajの近傍に点 x0をとると，この近くでこの関数は正則になります。
この正則関数を ajの回りを 1周するように曲線 γで解析接続，これを γ∗と書くと，F は
そのまま，(x− aj)Aj だけが変化して e2πiAj が右から掛かるという効果を表します。とい
うことで，これで特異点の近くの解の表示とその解を特異点の近くで回したらどう変化
するかということを記述したわけです。

γ∗Yj(x) = Yj(x)e
2πiAj .
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局所解析についてはこれでお終い。
今，Riemann球 P1があってそこに a0, . . . , apという特異点があって，それぞれの近く
で解を作り，それぞれの点の近くで x0に相当する点を取り，回ると何が起こるかが分か
ると言う話をしましたが，これはそれぞれの場所ごとの話でした。それで，何でもない
ところに例えば点 bをとってやると，その近傍では解が作れるわけですけども，この点 b

における解がどんな多価性を持っているかということを調べようと思ったら，定義域の
中を可能な限り解析接続したときに一体どんな変化を受けるか，ということを全部言え
ればその解の多価関数としての性質は完全に捉まえたことになります。
こういうことをやろうと思うと，X = P1\{a0, . . . , ap} として，b ∈ Xを取ってきてこ
れの基本群 π1(X, b) というのを考えてやる。それで，この π1(X, b)から道 γ を取ってき
てやります。Y(x)というのを x = bの近傍における基本解行列とします。そうすると，
Y(x)を γに沿って解析接続した結果はまた点 bの近傍における解となりますが，それは
基本解系の線型結合で表されることになるので，ある行列M があって Y(x)M という結
果になることが分かります。ここは，初めて聞く人には何のことか分からないかもしれ
ませんが我慢して聞いてもらうことにして，分からないときは後でフリータイムの時聞
いてください。

聴講者A: 基本解行列の基本解は縦に並べているのか横に並べているのか。

(1)は列ベクトルを未知関数としてみています。

聴講者A: 列ベクトルを未知関数。

はい。だから Y = t(Y1, . . . , Yn)としています。それで，n階の方程式なので n個の線型
独立な解があって，それを並べると n × nの行列ができ，それを基本解行列と言ってい
ます。

岩崎: すみません。どうして突然軟かいYになったのですか。

気分の問題でしたが，Yを行列，Y と書いたら列ベクトルとしましょう。
こうすることで写像

ρ : π1(X, b) → GL(n,C)

γ &→ Mγ

ができます。どの道に沿って解析接続するかを指定するとその結果どの行列が掛かるか
が決まる。この対応のことをモノドロミーとかモノドロミー表現と言います。で，これ
は両方とも群で群の間の反凖同型になることが分かります。それで，このMγというのを
全て見つけることができれば，この ρ が完全に分かれば，解が多価関数としてどんなも
のかが完全に分かる。ということで，これが大域解析の一つの目標になります。

聴講者C: 反表現になるというのは基本群の積の向きは?

基本群の積は左から読んでいく。γ1γ2としたら γ1を回ってから γ2を回る。多分，トポロ
ジーではこちらがスタンダードじゃないかと思うので。
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聴講者C: そういうとき，その行列と反表現になる。

そうです。そうするとMγ2Mγ1という風に対応することになります。
ということで，これは解の多価性を表す大域解析で非常に重要な量で，これを調べよ
うと思うと，まず元である基本群について分かっていると少し様子が分かるのとで基本
群の表示を与えますが，これは

π1(X, b) = ⟨γ0, γ1, . . . , γp | γ0γ1 · · · γp = 1⟩

という表示を持ちます。bを基点として最初に a0を回ってこれを γ0，a1, . . . , apを回るの
を γ1, . . . , γpとします。1個だけ回って他は回らないという道を上手く配列すると，それ
らが群を生成し，p+ 1個の元の間には γ0γ1γ2 · · · γp = 1が成り立つわけです。
こういう表示がありますので，ρ(γj) = Mjとすると，反表現なので

Mp · · ·M1M0 = In (2)

を満たす p+ 1個の行列の組 (M0,M1, . . . ,Mp)が表現 ρを決定していることになります。
生成元の行き先さえ決めればよい。そしてその行き先は自動的にこの表示によって関係
式 (2)を満たすようになっている。以下，ρと言ったら適宜 p + 1個の行列の組と思うこ
とにします。次の命題は，明日のために必要となります。

命題 1. γ, γ′ ∈ π1(X, b)をともに ajのみを正の向きに 1周し，他の akは回らないものと
する=⇒ γ ∼ γ′ in π1(X, b).

これは，µを次の図（図 2）のような akを 1周するような道とすると，γ = µγ′µ−1 と
なることから分かります。今，γj を ρで送ると行列Mj ができますが，[Mj]で相似変換
による共役類を表すと，これは特異点 ajによって決まります。他の γ′

jがあってもこれは
π1(X, b)で γj と共役で，その行き先はGL(n,C)で共役，共役類は一致するので [Mj]は
特異点 ajによってのみ決まる同値類となるわけです。これを，局所モノドロミーと言い
ます。

2.2 rigidity

さっき具体的に書いた局所解を解析接続したものを局所モノドロミーとも言いますけ
ど，表現の言葉で言うと γj の像Mj の共役類のことを局所モノドロミーと言います。言
いたかったことは，共役類を取っていますから Yjを回して出てくる e2πiAj，これが局所
モノドロミーを決定するわけです。だから，局所モノドロミーは微分方程式を見るだけ
で計算できるようになっています。つまりMj ∼ e2πiAj で，Mj たちには関係式 (2)が成
立する。この p+ 1個の行列の組を決めてしまえば勝ちなわけです。そして，決定したら
それはモノドロミー表現が決定されたことになって，大域挙動が分かったことになるわ
けです。
そして，局所モノドロミーと関係式 (2)という条件だけから (M0,M1, . . . ,Mp) が完全
に決定してしまう特別な場合があって，そういう場合のことを rigidと言います。この場
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図 2: γ ∼ γ′
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合は，局所的なデータだけから大域的なデータが決まってしまって大域解析が可能にな
ります。これは，次のような定義で表されます。

定義 2. ρ = (M0,M1, . . . ,Mp)が rigidというのは [ρ]が局所モノドロミーから一意的に決
まることを言う。ここで [ρ]は ρ′ = (N0, N1, . . . , Np)とし，ρと ρ′が同値というのを jに
依らないDがあってMj = DNjD−1と定めたときの同値類のことを表す。

この rigidというのを別の言葉で言い換えると，ρと ρ′ の各局所モノドロミーが同じ
というのをMj = DjNjD

−1
j としたとき，rigidということはそこからモノドロミーの類

が一意的に決まっているわけだから，各Dj として jに依らないDというものが取れて
M0, . . . ,MpとN0, . . . , Npが一斉に相似になる，こういうようなことになります。これは，
後で練習問題があるから手を少し動かせば分かると思います。
実は，ρが rigidというのは簡単に判定することができます。その判定法を与えるのが

rigidity指数というもので，定義はこうです。

定義 3. 次を rigidity指数という。

ı = (1− p)n2 +
p∑

j=1

dimZ(Mj).

ただしここで
Z(M) = {B ∈ GL(n,C)|BM = MB}

である。

Z(Mj)は局所モノドロミーから計算できる量なので，これは方程式から計算可能な量
になります。それで dimZ(A)はAのスペクトル型というものから決まります。スペクト
ル型は，Aの Jordan標準形から固有値が何であるかを忘れて，残った形だけに注目した
ものです。それで，αをAの固有値とし，これに対して ej(A : α)をAの Jordan標準形
に表れる αの Jordan細胞のうち，サイズが j以上のものの個数とします。これを使って
スペクトル型を書きます。サイズが jのものを当てても良いんだけれども，j以上のもの
とするのが賢いやり方です。

例 4.

A =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

α 1

α 1

α

α

β 1

β

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

とすると e1(A : α) = 2, e2(A : α) = 1, e3(A : α) = 1で 4以上のものはないのでここで止
めて (211)でαの Jordan細胞を表す。よってAのスペクトル型をA♮とすると，βに関す
るデータは (11)なのでA♮ = ((211), (11))となる。
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この例のように，Aの各固有値の ejを集めて並べたものをAのスペクトル型と言いま
す。このとき，

dimZ(A) =
∑

α

∞∑

j=1

ej(A : α)2

となることが分かります。これもやった方が教育的だと思うけど，申し訳ないですが演
習問題に回します。
つまり，Jordan標準形の型だけを取り出すと rigidity指数の右辺に出てくる値を計算
できます。そして，rigidity指数に関しては次のKatzによる定理が成立します。

定理 5. (Katz) ρが既約なら rigidity指数は 2以下。さらに ρが既約のとき，rigidである
ことと rigidity指数が 2であることは同値。（ここで ρ = (M0,M1, . . . ,Mp)が既約とは，
各Mjの全てに共通の不変部分空間が自明なものしかないことを言う。）

だから，pと nとスペクトル型を与えれば ıが決まり，これがちょうど 2になるような
ものを与えることができれば rigidなスペクトル型ができて，そういうスペクトル型を留
数行列に持つような正規 Fuchs型方程式については，局所モノドロミーから大域的なモ
ノドロミーが計算できるわけです。

岩崎: 一意的に決まるというのと計算できるというのはちょっとギャップがあ
る気がしますけど

ギャップはあります。一意的に決まるというのは定義からですけど実際，事実としては具
体的に書けるというとこまで言えるので，大域的なMjたちの一斉相似類というのは，具
体的に書き下すことができます。
Mj たちを決定するというのは，Mj ∼ e2πiAj と関係式 (2) をみたす行列の組を見つけ
なさいという問題ですから，Mjの成分を未知数とする連立の代数方程式になって，その
未知数の個数と方程式の個数が一致すれば解けるという感じで，未知数の個数と方程式
の個数が一致するのが ı = 2という条件になっている。だから，後は, その代数方程式を
解けば良くて，その代数方程式が解けるかどうかというのは別問題だけど，それはちゃ
んと解けるということが示されるのでモノドロミーは決まります。

高山: ρが既約だと 2以下というのが直感的に分からないのですけど，スペク
トル型を決めても色々なパラメータがありますよね。そこでの既約って言う
のはどういう。

例えば，M ∼ αIn1 ⊕ βIn2 とすると dimZ(M) = n2
1 + n2

2と結構大きくなるわけです。固
有値が全部違うとすると dimZ(M) = nとなって，前者の方が圧倒的に大きくなるわけで
す。なので，同じ固有値がたくさん並んでいるという状況があると中心化群の次元は大
きくなります。大きくなると，ıも大きくなる。それで ıがあんまり大きくなる，つまり
同じ固有値をたくさん持つ行列が多くあると，共通の不変部分空間がありやすくなると
いうような感じです。仮に，全部スカラー行列とすると各次元は n2と非常に大きく，共
通の不変部分空間をたくさん持っている，そういうのに近づくということで rigidity指数
が大きいということは可約に近づいているという雰囲気がある。
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聴講者A: もちろん，ıは負になることもあるんですよね。

そうです。2から ıを引いたものの個数がアクセサリーパラメータの個数になります。
ı = 2であれば rigidで，大域挙動が分かるから，そういう方程式を全部リストアップ
しようと思うのは普通ですが，これは pと nとスペクトル型で決めることのなので，そ
ういうのを全部決めようとおもいます。ちょっとやってみます。

例 6. (1) n = 2のとき
対応するスペクトル型は (11), ((11)), (2)の 3種類。このうち (2)というのはスカラー行
列でつまらないので削る，考えないことにします。そうするとどちらでも中心化群の次
元は 12 +12 = 2となって，Jordan細胞があるかないかに関わらず中心化群の次元が計算
できる。このようなところで，ej という表し方は便利です。そうすると，各々の特異点
のスペクトル型から決まる中心化群の次元を zjと書くと

ı = (1− p)× 2 +
p∑

j=0

zj

となっていて，こいつが 2になって欲しいわけですけど，今 zj = 2 なので

ı = 6− 2p

より，p = 2。よって n = 2のときは p = 2のときだけが rigidでそのときのスペクトル型
は ((11), (11), (11))。(11)は ((11))かもしれないけど，結果に関係しないので (11)と書い
たらどちらかを表していると理解してください。あるいは面倒くさければ Jordanを考え
ず対角化可能な場合だと思って読んでもらっても構いません。
それでおなじように n = 3を考えます。

(2) n = 3のとき
可能なスペクトル型は (111)と (21)で中心化群の次元は 3と 5となる。ı = (1− p)× 9 +∑p

j=0 zj なので，rigidになるための条件は∑p
j=0 zj = 9p− 7。

p = 2のとき z0 + z1 + z2 = 11よりスペクトル型は ((211), (111), (111))となる。
p = 3のとき z0 + z1 + z2 + z3 = 20なのでスペクトル型は ((21), (21), (21), (21))。
p ≥ 4のときは存在しない。
(3) n = 4のとき
可能なスペクトル型は (31), (22), (211), (1111)となり，
p = 2のとき
rigidなスペクトル型は ((31), (1111), (1111)), ((22), (211), (1111)), ((211), (211), (211))

p = 3のとき
((31), (31), (31), (1111)), ((31), (31), (22), (211)), ((31), (22), (22), (22)),

p = 4のとき
((31), (31), (31), (31))

このようにして，このゲームは答えを出すわけですけど，実は ((31), (31), (31), (1111))

を持つような行列のスペクトル型の組は存在しません。
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だから，単に ı = 2になるようなスペクトル型の組を見つけてくるだけではダメで，何
らかの判定が関わっています。これは，大島先生もやられているけどCrawley- Boeveyと
いう人が，彼はスペクトル型とは言っていないけど，こういうようなスペクトル型を求
めるための特徴付けというのをしていて，それを良く読むと実現可能な，つまり存在す
るようなスペクトル型を見つけるアルゴリズムというのがあります。これは明日紹介し
ますが，そのアルゴリズムにかけるとこれは撥ねられて，ı = 2だけど存在しないことが
分かります。

岩崎: その存在しないというのは，そのスペクトル型を持つ既約表現が存在
するかということ?

既約じゃなくて，もう行列の組として存在しないということ。

岩崎: もう行列として。

さっきも言ったけども連立代数方程式が解を持たないということになる。

岩崎: では，持ったとしても既約になることはある。

持ったとしても可約になってしまう。

岩崎: ああ，可約になってしまう。

可約になってしまうことも理論的にはあるけどアルゴリズムにかけるとちゃんと既約な
状態のものだけがアウトプットとして出てくる。

岩崎: そのアルゴリズムというのは単に行列の組でその代数方程式をみたす
もの。

で既約なものが，

岩崎: かつ既約という条件が入れているという意味で。

既約なものがあるように固有値をとれるような時のスペクトル型を篩に掛けるやり方です。

2.3 middle convolution

middle convolutionというのを Introductionで出しましたが，それはFuchs型方程式を
別の Fuchs型方程式に移すような変換だと思うことができて，それに付随してモノドロ
ミーとか接続係数とか解の表示とかいうのも移っていくわけです。だから，その移り合う
ものの中で一番簡単なものについて，解の表示でもモノドロミーでも求めてやると，そ
れで移り合うような方程式については全部分かってしまうというものになっています。こ
れはやると時間が掛かるので，今日は導入だけを話そうと思います。ちょっとイントロで
も言ったけど

Iλa f(x) =
1

Γ (λ)

∫ x

a

f(t)(x− t)λdt
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として a ∈ C，f はしかるべきところで正則な関数で，λ ∈ C，その f に対してこうい
う風に変換して別な関数を作るという操作があります。こういうのをRiemann-Liouville

積分といいます。これは，昔から知られていて岩崎先生が書かれている “From Gauss to

Painlevé” を読んでいただくと良く分かると思いますが，複素数回微分するというのに相
当していて，この λ = −nという負の整数の時には f を n回微分することと同じ結果を
生み出すような解析的な表示になっています。また，これは

Iλa I
µ
a = Iλ+µ

a

のような加法性を持っていたりします。

高山: −nになると， 1
Γ (λ)って 0になりますよね。

そうです。−nになると (x − t)−nが極を持つので端点 xでの積分は発散するので，そこ
は積分の正則化ということをして，すると正則化する係数が発散するのでその発散する
奴とその Γ 関数が打ち消しあってちょうど微分の項が残るという形にできます。

聴講者C: その aというのは何なんですか?

aっていうのは，領域Dがあって，その領域Dの端でも中でも良くて，aを止めておい
て xという色々動くのを取るわけです。それで aから xまで適当に道をとるというもの
です。

聴講者C: xの n階微分というのの証明は。

この aは関係なくなります。今の高山先生を質問をもう少しちゃんと言うと，aから xま
での道を aから xの近くまでの道と xの周りを回る道の 2つに分けます。それで説明は
しませんが，積分の正則化というのをします（図 3）。このとき，Γ の中は−nになると
極になるからその逆数は 0になるので，aから xの近くまでの道には 0が掛かっているか
ら消えてしまって，xの周りの積分だけになります。そうすると，コーシーの積分表示で
n階微分になるというわけで aは関係しなくなる。
それで，(1)のような微分方程式を考えていたわけですけど，これに対し

Z(x) = IλaY (x)

というのを考えてみます。そうすると，まだきちんと定式化していない雑な言い方ですけ
ど，Z(x)はまた別な微分方程式を満たします。そして，積分変換をしただけだからZ(x)

の満たす微分方程式を書き下すことができます。そういう方程式は一般に可約になるか
もしれないから，その既約部分を取り出します。可約な微分方程式というのは，より階
数の小さい微分方程式を続けて解くことで解けるような方程式なので，そこに出てくる，
より階数が小さくて，それ自身はそれ以上分解できないような既約部分を取り出す。そ
の既約部分を取り出す操作をmiddle convolutionと言うわけです。
実際に定式化する際には，この積分を表に出さずに単にこの行列Aj達に対してどうす
れば良いかという風に言うことができて，その手続きによって，元の方程式から別な方程
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図 3: Riemann-Liouville積分の正則化

式を代数的に構成することができます。だから，実質的にはRiemann-Liouville変換をし
ているだけですけど，それを微分方程式の操作として定式化することができます。ここ
でやっているようにRiemann-Liouville積分では続けてやると和をパラメータとするよう
な一発の変換にできるわけですけど，middle convolutionでも同じように λと µに関する
middle convolutionを続けて行うと λ+ µに関する 1回のmiddle convolutionになったり，
λ = 0のときのmiddle convolutionは何もしないことと同じになるという性質がありま
す。あるいは，既約成分を取り出すということから当たり前かもしれないけど既約な方程
式をmiddle convolutionしても既約な方程式が手に入る。それから，middle convolution

によって rigidity指数は変化しない。というようなことがわかります。
最初の Introductionにつなげれば，rigidな方程式というのはmiddle convolution，他
に additionというのもやるけれど，何回かやると階数が 1の方程式まで落とすことがで
きる。階数が 1の方程式というのは求積できてしまうから，求積できる方程式とmiddle

convolutionでつながっているのが rigidな方程式ということになって，階数が 1の方程式
の解というのは (x− aj)αj の積だから，それをこういう積分変換をしていくと rigidな方
程式の解の積分表示が手に入ります。だから，rigidなときにはmiddle convolutionを使っ
て解の積分表示を構成することもできます。具体的なAjからmiddle convolutionの係数
を導くプロセスは，明日お話しします。
このmiddle convolutionの考え方は，流用すると多変数の場合にも定義することがで
きて，そうすると，Appellの超幾何関数みたいな系列とか色々な多変数の完全積分可能
系と言われているやつの微分方程式系が rigidな常微分方程式から具体的に作るという手
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順を与えたりすることができたりします。
終わります。何か質問はありますか。

高山: 聞いたことだけで原理的には演習問題は全部解けるんでしょうか。

1番は聞いたことではないけれど解けると思います。
2番も定義が書いてあるから頑張ると解けるかもしれません。
3番は出てくる文字は講義で言ったので解けるかどうかは分かりませんけど何をすれば良
いかは分かると思います。
4番は，rigidというのは局所モノドロミーから全体が決まるということだけれど，それ
を具体的に手を動かして決まるかどうかというのを見るので，これは多分教育的な問題
で，やってもらうと様子が分かると思います。
4 番では具体的にこれが rigidであるというのを書き下しましたが 5番では別の場合に，
書き下すことを自分でやってみてしかも rigidであることを示してくださいという問題で，
これも多分問題の意味は伝わると思います。
6番はここでやった n = 4までの場合を n = 5の場合にもやってみると感じが掴めると
思って出した問題です。ただ，このアルゴリズムについては今日言えなかったので，そ
の中で実現できないやつもこの状態だとリストアップされてしまうかも知れませんから，
それは明日アルゴリズムを知った後で削ると正解になります。
7番はRiemann-Liouville変換の加法性を示しなさいという問題で，ヒントの積分の順序
交換をすると上手く示せることになります。

演習問題
問 1 正規 Fuchs型微分方程式

dY

dx
=

(
p∑

j=1

Aj

x− aj

)
Y Aj ∈ M(n,C)

を t = 1
x で変数変換し，A0 = −

∑p
j=1 Aj が t = 0における留数行列となることを確かめ

よ。
問 2 A ∈ M(n,C)とする。このとき x0を基点とし，原点の周りを反時計回りに 1周して
x0まで戻ってくる曲線 γに対して γ∗xA = xAe2πiAを示せ。
問 3

dimZ(A) =
∑

α

∑

j≥1

ej(A;α)

を示せ。
問4 スペクトル型 ((11), (11), (11))が rigidであることを示せ。すなわち，a1, a2, b1, b2, c1, c2 ∈
C∗, a1 ̸= a2, b1 ̸= b2, c1 ̸= c2, a1a2b1b2c1c2 = 1 とし，

A ∼
(
a1

a2

)
, B ∼

(
b1

b2

)
, C ∼

(
c1

c2

)
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とする。行列の組 (A,B,C)は既約とする。このとき [(A,B,C)]は一意的であることを示
せ。但し，

(A,B,C) ∼ (A′, B′, C ′)⇔
def

∃P ∈ GL(2,C), A′ = P−1AP,B′ = P−1BP,C ′ = P−1CP

と定めるとき，∼による同値類を [(A,B,C)]と表す。
問 5 (1) スペクトル型 ((21), (111), (111))が rigidであることを示せ，という問を，前問
のように定式化せよ。
(2) (1)で定式化したものを解け。
問 6 n = 5の rigidなスペクトル型を列挙せよ。
問 7

(Iλ0 f)(x) =

∫ x

0

f(t)(x− t)λdt

と定めるとき，Iλ0 ◦ Iµ0 = Iλ+µ
0 を示せ。(ヒント:積分の順序交換 )

2日目

昨日，高山先生に参考文献といわれましたが，今書いているものがありますので欲しい
方は欲しいということを haraoka@kumamoto-u.ac.jp まで送っていただければ送ります。
midlle convolutionとかそこら辺のことを分からないとは言わせないぐらい書きましたの
で，それを見てもらうと分かると思います [5]。

2.4 middle convolution

昨日，middle convolutionは実質的にはRiemann-Liouville積分だということを言いま
したが，それを正規Fuchs型微分方程式 (1)の特異点の位置を気にしない留数行列に対す
る変換として紹介します。
λ ∈ Cをパラメーターとし，

Gj =

⎛

⎜⎝
O · · · O · · · O

A1 · · · Aj + λ · · · Ap

O · · · O · · · O

⎞

⎟⎠ ∈ M(pn;C)

とし，ここで λは λ = λInを表すものとします。ここで，

K =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

⎛

⎜⎝
v1
...

vp

⎞

⎟⎠ ∈ Cpn

∣∣∣∣∣vj ∈ KerAj

⎫
⎪⎬

⎪⎭
, L = KerG0 =

p⋂

j=1

KerGj, G0 = −
p∑

j=1

Gj

とおいて，KのベクトルにGjを掛けてやると

Gj

⎛

⎜⎝
v1
...

vp

⎞

⎟⎠ = λ

⎛

⎜⎝
0

vj
0

⎞

⎟⎠ ∈ K
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となるのでKはあらゆるGjに対する不変部分空間になっています。また，LもGjたち
の不変部分空間になります。そこで，全体をこの不変部分空間で割った商空間Cpn/K + L
を考えると，このGjは商空間に作用しているわけです。ですので，GjをCpn/K + Lへ
の作用として見たものをBjとすると，これはサイズが pn− dim(K + L)で状況によって
nより大きくなるときも，小さくなるときも，等しくなるときもあります。それで

mcλ : (A1, . . . , Ap) &→ (B1, . . . , Bp)

と書いて，これをmiddle convolutionと定めます。昨日ちょっと言いましたけど，元の方
程式をRiemann-Liouville変換をするとある別な微分方程式を満たすわけですが，それは
可約かもしれないのでその既約部分を取り出すと説明しました。だから，大雑把に言う
と，元の方程式の解をRiemann-Liouville変換するとGj達を留数行列にするような微分
方程式の解になって，そいつは一般には可約なので既約部分を取り出す，というのがこ
の商空間への作用ということで，そうするとBj を留数行列にする微分方程式ができて，
それはある条件のもとでは既約だということが証明できるということになっています。

2.5 middle convolutionの解析的な意味
今言ったことを少しちゃんと述べることにします。(1)の解 Y (x)に対して

W (x) =

⎛

⎜⎝

Y (x)
x−a1
...

Y (x)
x−ap

⎞

⎟⎠

とすると，これは次を満たすので示してみてください。

問 1 W は
(x− T )

dW

dx
= (G− 1)W (3)

を満たす。ただし

G =

⎛

⎜⎝
A1 . . . Ap
...

...

A1 . . . Ap

⎞

⎟⎠ , T =

⎛

⎜⎝
a1In

. . .

apIn

⎞

⎟⎠

である。

(3)のような形の微分方程式を大久保型といいます。これは大久保先生が,アクセサリー
パラメータを持たない微分方程式などを調べるのにふさわしい形だろうと提唱された方
程式で，色々，例えば Laplace変換やRiemann-Liouville積分など積分変換と非常に相性
が良い方程式です。それで

U(x) =

∫

∆

W (t)(x− t)λdt
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という方程式 (3)のRiemann-Liouville変換とします。大久保方程式を満たす解は，Riemann-

Liouville変換するとスカラーだけシフトするという性質を持つので，これは

(X − T )
dU

dx
= (G+ λ)U

という変換をするということになります。この方程式は，正規 Fuchs型に書き直すと

dU

dx
=

p∑

j=1

Gj

x− aj
U

となりますので，これでRiemann-Liouville変換をしたときの微分方程式を手に入れたこ
とになります。そして，このGj達は不変部分空間を持つので，K + L = 0の時はこれで
お終いですけど，K + L ̸= 0の時には不変部分空間を持って，そこから既約成分を取り
出すと

dV

dx
=

p∑

j=1

Bj

x− aj
V

というmiddle convolutionをした微分方程式に辿り着くことになっています。問もですけ
ど，計算をフォローするとここら辺は様子が掴めると思います。これは，若干の普通に
成り立つような仮定がいりますけど，次のような性質を満たします。

定理 7. (i) mc0 = id

(ii) mcλ ◦mcµ = mcλ+µ

(iii) (A1, . . . , Ap) :既約⇒ mcλ(A1, . . . , Ap) :既約
(iv) mcλは rigidity指数を保つ

それで，middle convolutionは解析的に実現できるので，微分方程式の色々な量がこの
線型代数的なメカニズムを追跡したり，この積分を追跡するなどをして，どのように移っ
ていくかということを具体的に見ることができて，非常に役に立ちます。
Katzの定義した操作では additionというのも使いますが，これは簡単で留数行列に対
して

(A1, . . . , Ap) &→ (A1 + α1, . . . , Ap + αp), (α1, . . . ,αp) ∈ Cp

とスカラーシフトを施す操作です。これは，解のレベルで言うと

Y (x) &→
p∏

j=1

(x− aj)
αjY (x)

という冪関数を掛けるという変換に対応する操作になります。これは明らかに既約性を
保ったり，加法性が成立したり，スペクトル型は不変だから rigidity指数を保つことが分
かります。
ということで，何か微分方程式があったら additionとかmiddle convolutionをして別
の微分方程式に移すことで色々と行き来ができるようになって，どちらかの方程式が分
かっているならもう片方の方程式についても具体的に分かるようになることが期待され
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るわけです。特に，additionも middle convolutionも 2回やると 1回やったことと同じ
になるので続けてやる限り同じですけど，交互にやると違うもの，つまり 1回のmiddle

convolutionでは実現できない新しい操作になるから色々と移るわけです。
だから，目標は色々移していってなるべく簡単にする。なるべく簡単なものにたどり
着いたらそれを調べれば，後は additionとmiddle convolution を追跡して今知りたいも
のについて分かるということになります。なので，与えられた式をなるべく簡単なもの
まで帰着させたい，ということになるわけです。
何を持って簡単かというのはちょっと分かりませんが，普通は方程式の階数が小さい方が
簡単だろうということで，なるべく簡単というのは階数が additionとmiddle convolution

をやっていく中で一番小さくなるものまで持っていくこととする。すると，後はそれだ
けを相手にして考えれば良いということになって，こういうもののことを，大島先生の
言い方で basicと呼ぶことにします。

定理 8. (Katz) 既約 rigidな方程式は階数 1の方程式に帰着できる。

既約 rigidな方程式があったら，階数が高いかもしれないけど additonとmiddle convo-

lutionを繰り返していくと 1階の方程式に帰着できる。階数 1というのは

dy

dx
=

p∑

j=1

αj

x− aj
y

というスカラー方程式ですから y =
∏p

j=1(x− aj)αj という解がとれて，これをRiemann-

Liouvile変換したり，あるいは additionで冪関数を掛けるということを何回か繰り替えし
ていくとこういう rigidな方程式の解が得られますので，このことから rigidな方程式は
Euler型の積分表示を持つことが分かります。これは，他にもモノドロミーや接続係数が
追跡できます。後一つ，昨日する予定だったお話を。

聴講者A: すみません。1階のものに帰着されたとき，方程式の rankは元々高
かったものが小さいものに変わっているので，解の個数は減っているように
見えますよね。それで，基本解系を作るためには複数いるのだけれども，そ
ういうのを作るシステムみたいのはちゃんとあるのか。

このメカニズムで言うと積分の積分路を。

聴講者A: 積分路をちゃんと独立な分だけ決定してくださいという話になるん
ですね。

はい。まず，階数を p倍したいわけです。それで，解は積分の端点を a1, . . . , apと選ぶこ
とによって p倍される。

聴講者A: それがちゃんと独立であるかとかは保証されているのか。パラメー
タは一般として。

今，証明は頭に浮かびませんが，証明されているんだったと思います。
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聴講者B: それは genericだという仮定が。

はい。なんせ，方程式があるのですから，この方程式は階数が高いので。あるいはコホ
モロジーの次元とかを数えても良いかもしれないけど。ホモロジーの次元としてとれる
というのは。もちろんいろんなことが起こると積分でなく留数をとったやつとか色々と
出てくるから，全てがこう書けるというのは超幾何の場合にすら成り立たないわけです
けど。

聴講者A: だから，genericという状況では。

これはRiemann-Liouvile積分だから特異点を端点とするような積分が普通で，ajという
のは既に特異点であることが分かっているからそこを端点に持ってくる。

聴講者A: 線積分なわけですね。

そうです。

聴講者A: W (t)というのが方程式の解のように思うと，それが rankの高い
local systemを決めていると思うということですよね。さらに，(x− t)λが掛
かってきている。

だから，xから ajというので揃えれば良いわけですね。

2.6 Fuchs型方程式の存在，構成
岩崎: すみません。今のKatzの定理の証明のアイデアを一言で言うと。

middle convolutionをすると，単に行列が出ると言ったんだけど，実はこのスペクトル型
が元の行列のスペクトル型によってどう変わるかというのが記述されます。それを見て，
middle convolutionはパラメータ λによってますけど，なるべく階数が低くなるように λ

を選ぶ，あるいは additionをする。つまりK + Lで割ってますけど，これはKerAj を並
べたものとKerG0だったので，これを大きくすると階数が下がってくれる。だから各Aj

達の中で重複度が一番大きいやつを，それを差し引く additionをすればKerAjは大きく
なる。そういう準備をします。それから λをKerG0がなるべく大きくなるようにとりま
す。そうすると階数がなるべく低くなります。その時にスペクトル型がどうなっているか
分かるので，それと rigidity指数が 2という話を組み合わせてあげると，やるごとに本当
に階数が下がるという不等式が出てきて，階数が 1までいくという証明になっています。
そのようなことをこれから言おうと思うのですけど。
それで，rigidity指数を見ると rigidity指数は既約ならば 2以下だから 4以上だとその
時点で可約ということが分かってしまうから，これは既約な方程式があるかということ
について一つの判定法を与えます。今言ったようにmiddle convolutionでもってスペクト
ル型が変化していくというのを組み合わせて考えて，Fuchs型方程式といっていますけど
固有値のことは忘れてスペクトル型の話だと思って，既約な方程式に対応するスペクト
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ル型としてはどんなものがあるか。あるいは，勝手にスペクトル型を与えたときに，何
らかの既約な微分方程式の留数行列のスペクトル型になっているかどうか，ということ
を考えたいと思います。
こういう話は，元々は固有値も込めると共役類ということになるから，留数行列の共役
類のセットを与え，つまり (A0, A1 . . . , Ap)が入っているべき共役類のセットを指定して，
その指定した中から行列を取ってきて足したらOの状態ににできるか，そいつらが既約
になるようにできるか，という話にできて，Kostovという人がこれをDeline-Simpson問
題と名づけ，その必要十分条件を与えています。Kosovはそれを，昨日も言いましたけど
行列の成分に対する連立代数方程式に解があるかどうかという問題なので，解があるか
どうかということを陰関数定理に持ち込んで証明するというやり方で示しています。
一方，Craweley-Boeveyという人は quiverの表現を使って，行列があるかどうかとい
うのは quiverみたいなのを与えたときにそれの表現があるかどうかという問題なので，
quiverの表現の存在定理というもう一人のカッツ (Victor Kac) の結果に帰着させること
で同じ問題を解いていています。それで，Crawley-Boeveyの結果の方がスペクトル型を
追跡する時に見やすいので，それを使わせてもらうことにします。説明すると長くなる
のでその成果のみを紹介しますが，それは，スペクトル型のセットが与えられたとき，そ
れが既約実現可能かどうか，つまりそれをスペクトル型とするような行列の組で足して
Oで，既約なものがあるかどうか，ということに関するアルゴリズムのことです。

既約実現可能の判定アルゴリズム (Crawley-Boevey)

Step 1. ı ≤ 2か。ı = 0のときはスペクトル型の最大公約数 (スペクトル型に出てくる全
ての値の最大公約数)は 1か。
Step 2. (A0, A1, . . . , Ap)に対応するスペクトル型 (e(0), e(1), . . . , e(p))を次のように定める。

e(i) = ((e(i,1)j )j≥1, (e
(i,2)
j )j≥2, . . .), |e(i)| =

∑

k

∑

j

e(i,k)j = n, (i = 0, 1, . . . , p)

(e(i,k)j )j≥1はAiのある固有値に関する Jordanブロックの個数から決まる数を並べたもの。
また，i = 1, . . . , pについての各固有値の固有空間の次元 e(i,k)1 で最大のものは e(i,1)1 ，すな
わち

max
k

e(i,k)1 = e(i,1)1

とする。
d =

p∑

i=0

e(i,1)1 − (p− 1)n

を求める。このとき

d ≤ 0 ⇒ 既約実現可能

d > 0 ⇒
{
e(i,1)1 < dとなるものがある⇒ (e(0), e(1), . . . , e(p))は既約実現不可能
e(i,1)1 < dとなるものがない⇒ Step 3へ

Step 3. 新しいスペクトル型

e
′(i) = ((e(i,1)1 − d, e(i,1)2 , e(i,1)3 , . . .), (e(i,2)j )j≥1, (e

(i,3)
j )j≥1, . . .)
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を作る。e(i,1)1 −d = 0のときはその固有空間がないと思う。このときn′ = |e′(i)| = n−d < n

に対して
n′ = 1なら既約実現可能で rigid

n′ > 1なら Step 2へ

これは 1ステップ毎に nが確実に下がっていきますから，いつかは終わり，n′ = 1か
d ≤ 0でストップしたものが既約実現可能となります。

岩崎: Step2にいくんですか?

2にいきます。

岩崎: 1は?

ここでやったスペクトル型を作るという操作は，additionとmiddle convolution でやった
結果なんですよ。だから ıは変化していない。

岩崎: そうすると，アルゴリズムとしては ıが 2以下であるようなスペクトル
型を与えるのがスタート地点で，Step2を Step1と思ってもよい。

そうですね。アルゴリズムっぽい言い方だとそうかもしれないですね。ただ，実際の作
業としてはまずスペクトル型をぼんと与えたときにまずやることは Step1 だなと思って
Step1を書いた。

高山: 新しいスペクトル型を作ると言うのが，さっきのmiddle convolutionと
私には繋がって見えないのですけれど。どういう風に。

Gjはある列にA1, . . . , Apを入れて後はOが入った大きい行列，だからその固有値という
のは (j, j)ブロックのAj + λの固有値と 0なのでやたら 0を増やしている。これがGjの
固有値の状態です。それで，Bj というのはそれをある部分空間に制限したものになるか
ら，固有値はその中からどれかを選んでくることになります。大抵の場合は λでずらし
た分だけ固有値がずれて，それだけの固有空間があって後はKerAj達でどれだけ減るの
かを追跡すれば固有値と固有空間の次元が分かります。
例えばAjに−λという固有値があると，(j, j)ブロックにも固有値 0 が出てきて被るこ
とによって固有値 0の Jordan細胞のサイズが 1上がる特別な場合があって，それを追う
ことでスペクトル型の変化を追うことができるわけです。
それで，ここで dを引いているのは，V = Cnに対しBj 達が作用する空間をmcλ(V )

とすると，λ ̸= 0ならばK + LはKとLの直和なので

dimmcλ(V ) = pn− dim(K + L)
= pn− dimK − dimL

= pn−
p∑

j=1

dimKerAj − dimKerG0
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となる。ここで，e(j,1)1 というのは固有空間の次元だったので，それが 0 になるように
調整すると，dimKerAj = e(j,1)1 , dimKerG0 = e(0,1)1 となってくれます。つまり，0の固
有空間の次元が一番高くなるように additionで調整します。そうすると，p個について
は dimKerAj = e(j,1)1 となっちゃうけど，残りの 1個についてはmiddle convolutionのパ
ラメータ λを上手くとることで一番大きくするから dimKerG0 = e(0,1)1 となる。そして，
middle convolutionをすると 1個の固有空間の次元のみが変化することが分かって，その
変化の量がちょうど dになっています。
つまり，こういう数がなるべく大きくなるように選んでなるべく階数を下げようという
ことをmiddle convolutionと additionを使って実現する。その結果のスペクトル型がこ
れになるわけです。それで，下手なスペクトル型のときには dが大きすぎて不可能な状況
になってしまうし，上手くいけば dでつつがなく降りてきて 1階にまでなれば rigid，ある
いは d ≤ 0となればその時点で既約実現可能。それはなぜか，というとCrawley-Boevey

の quiverの表現に帰着させる話なのでブラックボックスですけど。

問 2 好きに与えられたスペクトル型についてこのアルゴリズムを適用し，既約実現可能
性を判定せよ

自分で適当なスペクトル型を与えてみて，それが既約実現可能かを流してみる。最初は
なるべく複雑な方がおもしろいと思いますけど，判定してみると様子が分かると思いま
す。ヒントというかアドバイスとしては，これは Jordan細胞がある場合を一般に書いて
いますけれど，全部半単純だと思ってやるのが楽です。つまり e(i,1)1 しかない，j ≥ 2以
上のはない。こういう状態でも実質的に何も変わりませんので，こういうスペクトル型
を与えてやると多分考え易いと思います。

岩崎: 昨日紹介された rigidは ı = 2というKatzの定理がありますよね。それ
ともそれはそのアルゴリズムを使って証明するんですか。それとは独立な話
ですか?

このアルゴリズムを使っても証明できるかもしれないですね。でてきた経緯は独立です
けれども，数学的に独立かどうかはちょっとわかりません。

岩崎: 理論関係をちょっと知りたかったので。

見かけ上は独立ですけれど。

岩崎: 独立に証明できる?

もちろん，このアルゴリズムを使わずに最初は証明されています。それは，各行列毎に
相似であれば ı = 2を使って一斉に相似になるような行列の存在を示すというやり方で証
明しています。

岩崎: だから，Step1で ı = 2かどうかを判定するわけだから ı = 2になった
らそこで。
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ı = 2でも，昨日やった n = 4で rigidなスペクトル型をリストしたとき 1個 ı = 2になる
けどダメなやつがあるといったのは，ı = 2だけれど dが e(i,1)1 よりも大きくなる場合があ
るというのに相当しますのでそこでは撥ねなくちゃいけないということがあります。

岩崎: Katzの定理を知らずそのアルゴリズムをやってどこで止まるかという
と階数が 1になったところで?

dが e(i,1)1 より大きくなった時に撥ねられる。そうでないときはずっとスルーして。

岩崎: そうすると，d ≤ 0となってしまうと既約実現可能ということになり
ますよね。だから，rigidでも d ≤ 0になってそこで終了する場合があるんで
すか?

0以下になるのは必ず non-rigidな場合です。rigidになるのは d > 0で階数が 1まで落ち
るというやつだけが rigidです。

3 完全積分可能系
残りの時間でこれに関連する完全積分可能系の話をしようと思います。領域D ⊂ Cn

上の方程式で
du = Ωu, Ω =

n∑

k=1

Ak(x)dxk

となるものを考えます。ここで

u = t(u1, . . . , uN), Ak(x) = (akij(x))1≤i,j≤N

で，akij(x)はD上正則です。これは uを未知関数ベクトルとする連立の偏微分方程式で，
ばらして書けば

∂u

∂xk
= Ak(x)u (1 ≤ k ≤ n),

あるいはさらに未知関数ベクトルの成分毎に書けば

∂ui

∂xk
=

N∑

j=1

akij(x)uj (1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ i ≤ N)

となります。こういう方程式を線型Pfaff系と言って，これは偏微分方程式系で，偏微分
方程式系の解空間は一般には無限次元なんだけれども上手く連立されていることによって
解空間が有限次元，今なら次元はN になって，非常に常微分方程式と近い方程式になっ
ています。それで，近いところと違うところがあって，そこが私はおもしろいと思うの
ですけど，近いから調べやすくて，調べやすいけど違ってくる，その違いがなかなか楽
しい。
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この方程式は勝手に akijを与えても解が存在しないので，解が存在するための条件と言
うのがあります。微分方程式の解は正則関数でC2級になっているから ∂xl

∂xk
u = ∂xk

∂xl
u

という条件が必要になります。つまり，
∂

∂xl
(Aku) =

∂

∂xk
(Alu) ⇔

∂Ak

∂xl
+ AkAl =

∂Al

∂xk
+ AlAk

となってなくてはならない。これを，完全積分可能といいます。この行列関数の組がこ
の条件を満たしていなければ解はありません，またこれを満たしていれば解があるとい
うことは別に証明できます。ということで，これは解が存在するための必要十分条件と
なります。
常微分方程式では係数に好きな関数を与えても解がありますけど，線型Pfaff系では勝
手に与えたやつは大体解がなくて，こういう非常に難しい条件をクリアするAk達を絶妙
に与えたときにだけ解があるということになります。だから，完全積分可能系において
は，方程式を与えるというところから難しいわけです。
これが，まず大きな違いでそれから特異点集合がまた面白くて，常微分方程式は 1変
数で 1変数関数の特異点というのは点ですけれども，これは 2変数以上になりますから，
ある正則関数の零点集合と言うのが特異点集合になるから広がりを持っているわけです。
つまり akij(x)というものの特異点集合，何か超曲面があって，それが特異点集合になって
いるという状況を考えるので，これも 1変数の時との非常に大きな違いです。
超曲面というのは，1つの正則関数が 0になるような点の集合でそれを Sとします。そ
れで今，特に言っていないけど全体としてCPnみたいなのを考えていて，ここの中に超
曲面があるというような状況を考えていて，S =

⋃
Sjと既約分解する。だから，多項式

の零点集合が Sで，それを既約分解した時の一つ一つの既約多項式の零点集合が Sj とい
うような状況を考えてもらいます。
さて γ, γ′ ∈ π1(CPn\S, b) で，ともに Sj を 1周し，他の Skを回らないものとします。
と言いましても 1変数のときと違って，Sjというのは点でなく広がりを持っているので
回ると言っても色々ありますが，1変数の時に紹介したように，γ ∼ γ′ということが示せ
ます。この話は局所モノドロミーを定義するときに使ったわけですけど，多変数でも同
じようになっているので，まずモノドロミー表現

ρ : π1(CPn\S, b) → GL(N,C)

を考えることができる。それで，こういうモノドロミー表現があったとき，何でも良い
から Sjを 1周する道 γを持ってきて，共役類 [ρ(γ)]を考えたら，これは Sjのみで決まり
ます。これのことを Sjにおける局所モノドロミーと呼びます。そうすると，常微分のと
きにずっと説明していたのと同じ舞台設定ができて，表現があって，それに対して局所
モノドロミーという概念ができたから，局所モノドロミーを指定したとき表現が決まる
か，という問題を設定することができ，rigidityに関して同じ枠組みで議論することがで
きます。
それで，常微分のときにはスペクトル型から計算できる rigidity指数という非常にあり
がたい量があって，それが 2であるかどうかを見れば rigidかどうかを判定できたわけで
す。多変数の場合にそのようなものがあるかということを考えますと，常微分のときには
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基本群の表示が非常にシンプルで，p+1個の生成元 γ0, γ1, . . . , γp に対して γ0γ1 · · · γp = 1

という関係式しかないというものだった。なので，結局考えるものは p + 1個の行列が
あって，その共役類が指定されていて，それらを全部掛けたら単位行列になる組がある
か，という問題として設定されていた。こういうわけですけど，今度は π1(CPn\S, b)と
いうのが，Sが広がりを持っていることによって幾何学的な形状が色々変わっていますか
ら，これは S毎に全然違ってくるわけです。そうすると，全ての場合に共通するような
設定はできないので恐らく，そういう指数があるかどうかは知りませんけど，ともかく
常微分のときのようにこの数です，というのは存在しないと思われる。あるいは一方で，
rigidityは常微分の時はスペクトル型で決まって，固有値の特殊値というのはあまり関係
がなかった。この場合でも固有値の特殊値というものはあまり関係しないでできるとい
うのは似ているところです。
例えば，次のようなCP2上から次の超平面を除いた空間は，Appellの F1, F2, F3, F4と
か色々な関数の微分方程式の定義域となるが知られていて，考えることになかなか意味
があります（図 4）。

図 4: xy(x− 1)(y − 1)(x− y) = 0

それで，私は大学院生のとき高山先生がGérard-Leveltの論文を読んでいるのを聞いて
覚えていますけど，下手に因子を与えると方程式は全部，初等関数しか解を持たない。そ
れで初等関数以外の意味のある解を持つ一番小さいやつがこれだ，みたいなことを多分
書いてあったんじゃないかと思うのですけど。こういう風に，2次元だと，2本が交わる
ところを正規交叉と言って，こういうところを回る 2つの道は，どっちを先に回っても良
いという可換性を持っているので，モノドロミー表現も可換になって，可換な行列は一
斉に三角化できて可約になってしまうという話です。だから，意味のあるものを作ろう
としたらこういう風に 3本以上交わるような点を持つような配置を持ってこなくてはい
けない，というような話だったと思います。

岩崎: すみません。今因子で 1位の極を持っているようなのを考えているので
すか。
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実は考えていますけど，単に今は π1 の話をしようと思っているから，これからはそう
です。
今書いている図ですけど，実は実 4次元空間の中の話を書けないので実 2次元として
書いているから色々と嘘なんですけど，ここでこういう因子を除いた補空間の基本群の
元を作ろうと思ったら，ある面で切って (図 5) ，これは線に見えるけど，実際は面だか
ら，その上に bがのっていて，因子との交点が抜けているわけです。それで，この中でそ
れらの交点を回ってくる道を取ってきて bから遠いところから順に γ1, . . . , γ5とする。こ
れが生成元になって，このうち γ1と γ2の交点は正規交叉になっているので可換になって
いることが分かります。おなじように γ4と γ5も可換であることが分かって，それ以外は
3本で交わるようになっているので 3つの元のサイクリックな式が出てきます。つまり，

π1(CP2 \ S, b) =
〈
γ1, . . . , γ5

∣∣∣∣∣

γ1γ2 = γ2γ1, γ4γ5 = γ5γ4
γ1γ3γ5 = γ3γ5γ1 = γ5γ1γ3
γ2γ3γ4 = γ3γ4γ2 = γ4γ2γ3

〉

という群になります。この関係式を求める方法は Zariski-van Kampenという定理があり
まして，例えば，特異点の数理というシリーズの 4巻目 [8]にきちんと書かれていて，そ
れを使うとどういう風に生成元を取って，それに関する基本関係式がどうなるか，という
ことを求めることができます。そして，それを実行すればこの様な表示が手に入ります。
だから，こういう因子を特異点に持つような線型Pfaff系のモノドロミー表現を考えよ
うと思うと，γjに沿った解析接続の行列をMjと置けば，M1, . . . ,M5を決めれば表現は
決まりますが，常微分の時にはそれら全部の積が単位行列という関係式だけだったけれ
ども，今回は基本群の関係式に付随する条件を満たさなければいけなくなります。だか
ら，非常に条件がきつくなって存在しにくくなり，存在するとしたら決まり易くなると
いうことが分かります。つまり，多変数で考えた方が存在はしにくいけど，あったとした
ら rigidになり易い。ということで，AppellのF1, F2.F3, F4 みたいなのをこの上の方程式
だと思ったとき，それぞれスペクトル型は決まっているから，それを満たすような行列
の組を求めなさいという鬼のような計算をしますと，ほぼ rigidであるというようなこと
が言えます [4]。そこは時間がないので詳しくは言えませんが，ともかく条件が増えるこ
とによって特異点の幾何学的な形状が表現，あるいは解の多価性を規定している状況が
現れて，そのことによって方程式は存在しにくくなるし，存在したら決まり易くなると
いうことになっています。
それで，最後に middle convolutionを多変数の場合にも定義します。それは，1つ変
数を選んでそれを xi方向とすると，その方向に関するmiddle convolutionをすることに
なります。その発想は，常微分のときのように (A1, . . . , Ap)から (G1, . . . , Gp)，そして
(B1, . . . , Bp)に移るという操作を見掛け上追跡するだけではなく，背後にある解析的など
ういう変換をしたか，ということを考えて元の完全積分可能系の解をRiemann-Liouville

変換をして，その満たす方程式から既約部分を取り出す，という操作をPfaff系に対して
も実現することを考えるというようになっています。1個だけ例をお見せして，それで終
わります。

du =

(
A1

dx

x
+ A2

dy

y − 1
+ A3

d(x− y)

x− y
+ A4

dx

x− 1
+ A5

dy

y

)
u, A1, . . . , A5 ∈ M(n,C)
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図 5: π1(CP2 \ S, b)の生成元
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このような対数形式で書けているような線型Pfaff系を考えます。これは完全積分可能と
しておく。だから，問として

問 3 この方程式の完全積分可能条件を書き下せ。

を与えておきます。これは定数行列の間の関係式になって，それを書いてみるというのは
よい練習問題になると思います。それで，x方向のmiddle convolutionというのは，xの
方程式だと思ってmiddle convolutionをするということをまずします。つまりA1, A3, A4

にという留数行列に対してG1, G3, G4を作る。すなわち

G1 =

⎛

⎜⎝
A1 + λ A3 A4

O O O

O O O

⎞

⎟⎠ , G3 =

⎛

⎜⎝
O O O

A1 A3 + λ A4

O O O

⎞

⎟⎠ , G4 =

⎛

⎜⎝
O O O

O O O

A1 A3 A4 + λ

⎞

⎟⎠

であって，これは常微分のときにやったやつです。このとき y方向について，G2とG5が
自明ではない話ですが

G2 =

⎛

⎜⎝
A2 O O

O A2 + A4 −A4

O −A3 A2 + A3

⎞

⎟⎠ , G5 =

⎛

⎜⎝
A3 + A5 −A3 O

−A1 A1 + A5 O

O O A5

⎞

⎟⎠

と定義されて，(A1, . . . , A5)を (G1, . . . , G5)に置き換えた完全積分可能系が得られます。
だから，もとが完全積分可能だと新しいやつも完全積分可能で，これに伴って x方向の
G1, G3, G4関してK + Lが求まって，このときG2とG5も上手くK + Lで割れる，つま
りK + LはG2, G5 の不変部分空間になっている。このとき既約成分を取り出してあげる
とそれがmiddle convoutionになっているということになります。

聴講者: G2, G5を決める指針というのは?

元の微分方程式の解のRiemann-Liouville変換，つまり (x− t)λを掛けて積分するみたい
なことをします。これは，yの方程式もみたすから，その yの方程式がどう変化するかと
いうことを追跡することで得られます。

聴講者: ではそっちの方を見ないと · · ·

分からない。
例えば，Appellの F1, F2, F3, F4 というのは，Aのサイズが 1の場合から additionと

middle convolutionを繰り返すことによって得られます。あるいは，次のように切ると
（図 6），4点を特異点に持つような常微分方程式が出ますけれど，そのうち x = 0, 1,∞
を固定しておくと，4点目の特異点は切る場所によって動くわけです。しかし，完全積分
可能系があればこれはモノドロミーが決まっていて，動く特異点に関係なく決まってい
ますので，これはモノドロミー保存変形を与えていると思うことができるわけです。つ
まり，x方向の常微分があって 4点以上特異点を持っている時には，4点目以降の特異点
に関する偏微分方程式を変形方程式として手に入れることができるのだけど，この場合
はmiddle convolutionによって，その変形方程式を作ることができる。A2, A5とかを使っ
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図 6:

て有理的な変形方程式を rigidな方程式から作ることができるというような話と思うこと
もできます。
それで，興味がある方はこのmiddle convolutionをどう作るかという話を書いた論文

[2]を持ってきましたので言っていただければお渡し致します。それから，AppellのF4を
このように π1の表現でスペクトル型が決まっているものと思うと rigidになるというこ
とを書いた論文 [3] がありますのでついでにこれも差し上げたいと思います。以上です。
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Pfaff系の不確定特異点における漸近解析
小池達也　述
紫垣孝洋　記

2014.9.2, 9.3

今回の話は真島先生（お茶の水女子大学）が書かれたシュプリンガーのレ
クチャーノート [M1] の入門的な紹介をします．多変数の漸近解析と，その
微分方程式への応用という話になります．特に最近の研究の動向を考えてこ
れにしたというわけではなく，かなり個人的な理由というか，高山先生と数
年前に A超幾何系の研究をしていた時，多変数の漸近解析について僕が良く
知らなかったので勉強してみようというのが（理由の）一つです．あと一変
数の常微分方程式でも非線形の場合だと漸近展開とか summabilityを考えた
とき，2つのスケールが出てくることがあります．座標変数を xにすると，x

と e−1/x の 2つのもので展開されるといったとがあり，このことも多変数の
漸近展開についてよく知っておきたいと思った動機の一つです．最近，不確
定特異点を持つ偏微分方程式系の研究が進展しているようなので，知ってお
いても無駄ではないと思うのですが．
ということで僕の話は 2つになります．1つは漸近展開についてです．も
う 1つは微分方程式への応用です．初日の 9月 1日に前者，二日目の 9月 2

日には後者についてお話しします．漸近展開の方は多変数の話をすると言い
ましたが，2変数に限ります．1変数の場合の漸近展開については見たことが
ある人も多いと思いますが，の復習を少ししてから，その次にこの本に書い
てあることの 2変数の場合の簡単な紹介をしようと思っています．

1 漸近展開
1.1 1変数の場合
最初は 1変数の場合を簡単に振り返ります．証明はほとんどしません．Wa-

sow の本 [W, pp.30-43]を見てください．微分方程式を考える上で漸近展開
は，線型常微分方程式の場合だと特異点の近傍で解を考えた場合に出てきま
す．9月 1日の原岡先生のお話の中で確定特異点の場合について説明があり
ましたが，確定特異点の場合は級数解を構成するとそれは収束していました．
単独方程式の場合にはフロベニウスの方法などで，logが出てくるかもしれ
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ませんが，収束級数が得られます．不確定特異点の場合は少し事情が異なり
ます．例を一つ挙げてみます．微分方程式

x3 d
2u

dx2
+ (x2 + x)

du

dx
− u = 0 (1.1)

を考えます．未知関数を uとし，独立変数を xとして，複素平面上で考えて
います．2階導関数 d2u/dx2の係数が x3なので，原点はこの方程式の不確定
特異点です．原点の近傍での解を作るために，解が級数展開できると仮定し
て方程式に代入すると，係数に関する漸化式が得られ，それを解くことで

u = û(x) =
∞∑

n=0

(−1)nn!xn+1

という解があることがわかります．ところが係数は n!ですから，この級数は
収束しません．原点の近くで全く収束しない形式べき級数解がこのようにし
て得られるのですが，この形式級数がなにか解を表しているのかどうかが問
題になるわけです．収束していればその級数で１つの関数が得られると考え
られるわけですが，このような収束しない級数は解の漸近展開としてとらえ
ます．
実は (1.1)の解は次のようになります：

u1(x) = e−1/x, u2(x) =

∫ ∞

0

e−t/x

1 + t
dt.

（2階の方程式では一方の解がわかると求積法として良く知られた方法で，も
う一方の解を求めることができます．今の場合は，u1 から u2 を求めること
ができます．）この二つの解のうち，u2 と ûが関係しています．解 u2 にお
いて

1

1 + t
=

∞∑

n=0

(−1)ntn

という原点での Taylor展開を代入して積分と和の順序を交換すると

u2(x)
formal
=

∞∑

n=0

(−1)n
∫ ∞

0
tne−t/xdt = û(x)

となります．ただし Taylor展開の収束半径は 1ですから，積分区間全体では
展開は成立していません．また，積分と極限の順序交換もしていますし，最
初の等号は形式的なものです (注 1)．二つ目の等号はガンマ関数の定義から従
います．形式的な計算で u2

formal
= ûとなるので，ここから u2 と ûは何か関

係があるだろうということが想像できます．これを次のようにとらえます：

u2(x) ∼ û(x) in S(−δ, δ; r) (0 < δ < π/2, 0 < r ≪ 1) (1.2)

(注 1)講義では形式的な等号であることを表すときに ”=” という記号を用いていましたが，出力
の都合で講義録では formal

= を用いました．
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記号の意味を説明します．まず S(−δ, δ; r)は複素平面内の角領域を表わし
ます．

S(α,β; r)
def
= {x ∈ C | α < arg x < β, 0 < |x| < r}

✏✏✏✏✏✏✏✏✏

"""""""""

r

arg x = β

arg x = α

ただし，周は含まず，とくに原点も除いています．また簡単のため以下では
β − α < 2π とすることにします (注 2)．以下，角領域をこの記号で表します．
式 (1.2) に表われる角領域は開き角が −δ から δ ですから，正の実軸につい
て対称になります．ついでにいくつか記号を導入しておきます．

S(α,β; r)
def
= {x ∈ C | α ≤ arg x ≤ β, 0 < |x| ≤ r}

と定義します．領域 S(α,β; r)に（原点を除く）周を付け加えたもので，C× =

C \ {0}での閉包です．そして，2つの角領域 S(α,β; r)と S(α′,β′; r′)につ
いて

S(α′,β′; r′) ⊂⊂ S(α,β; r)
def⇔ S(α′,β′; r′) ⊂ S(α,β; r)

と定義します．これは α < α′ < β′ < β, 0 < r′ < r と同値です．さらに，
角領域 S （といった場合は適当な α, β, r を考えています)に対して O(S)

で S において正則な関数全体を表わすことにします．
これらの記号のもとで，u2(x) ∼ û(x)の ∼がどういう意味か定義します．

Def 1.1. 角領域 S，f(x) ∈ O(S)，f̂(x) =∑∞
n=0 anx

n ∈ C[[x]]（この C[[x]]
は形式巾級数環を表わします）に対して，f が Sにおいて f̂ に漸近展開され
る（記号では f(x) ∼ f̂(x) in S）ということを次式で定義．

∀N ∈ N0 = N ∪ {0}, ∀S′ ⊂⊂ S, sup
x∈S′

∣∣∣∣∣
1

xN

(
f(x)−

N−1∑

n=0

anx
n

)∣∣∣∣∣ < ∞.

これは次に同値．

∀N ∈ N0, ∀S′ ⊂⊂ S, ∃CN,S′ > 0 s.t.

∣∣∣∣∣f(x)−
N−1∑

n=0

anx
n

∣∣∣∣∣ ≤ CN,S′ |x|N (x ∈ S′).

(注 2)一般の α と β の場合は log の Riemann 面で考えます．
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この定義でべき級数 f̂ は収束することを仮定していませんが，第 N − 1

項までの有限和∑N−1
n=0 anxnともとの f との差が原点の近傍ではN − 1より

1つ大きいN 乗のオーダーで押さえられるという状況になっています．この
∑N−1

n=0 anxnは有限和ですから（関数となっていて），もとの f を近似してい
るものとしてとらえることができます．もっとも近似でべきを上げれば上げ
るほど |x|N は小さくなりますが定数の CN,S′ はたいてい大きくなります．そ
のため，近似として使う場合にはN を大きくしすぎると誤差が大きくなるこ
とから適当な Nで打ち切って使います．
この定義に出てくる {an}は f(x)から一意に定まります．実際

a0 = lim
S′∋x→0

f(x), a1 = lim
S′∋x→0

f(x)− a0
x

などが，定義の評価式にN = 1, 2, ...を代入するとわかります．従って∑ anxn

と∑ bnxn がそれぞれ漸近展開であれば，an = bn となります．

問 1. 漸近展開 (1.2)が成立することを示せ．

いくつか大事な性質を証明なしで挙げます．

Prop 1.2. 　 f ∼ f̂ , g ∼ ĝ in S のとき，S において次が成立．

(i) f + g ∼ f̂ + ĝ, fg ∼ f̂ ĝ (ii)
df

dx
∼ df̂ ′

dx

Prop 1.3. 角領域 S と f ∈ O(S) に対して次の (i) から (iii) は同値．

(i) f が S において漸近展開される．

(ii) ∀S′ ⊂⊂ S, ∀n ∈ N0, lim
S′∋x→0

dnf

dxn
が存在．

(iii) ∀S′ ⊂⊂ S, ∀n ∈ N0, sup
x∈S′

∣∣∣∣
dnf

dxn

∣∣∣∣ < ∞

そしてこのとき {an} を

an =
1

n!
lim

S′∋x→0

dnf

dxn

と定めると
f ∼

∞∑

n=0

anx
n in S

が成立．

116



漸近展開できる関数 f に対して漸近展開した級数 f̂ を対応させる写像を
Taylor mapと言いますが，Prop1.2 は Taylor mapは足し算・掛け算・微分
を保つことを意味しており，微分方程式への応用を考える上で便利な性質で
す．なお Prop1.2 (ii)は強い性質で，複素平面内の角領域で考えているから
成立します．実軸上だけでの漸近展開も同じようにして定義できますが，そ
の場合はこの性質は満たされません．

問 2. 実軸上でのみ漸近展開を考えた場合は，Prop1.2の (ii)は成立しない．
例を挙げよ．

（ヒント：f(x) = e−1/x sin(e1/x)を x > 0, x → 0として考えよ．）

注意 1.4. A(S)
def
= {Sで漸近展開される正則関数 } について，

T : A(S) ∋ f(x) .→ f̂(x) ∈ C[[x]]

は全射 (Borel-Rittの定理)．ただし，一般には T は単射ではない．

ですから，どんな形式べき級数を持ってきても，それを漸近展開とするよ
うな正則関数が必ず存在します．単射でない例として，例えば S を右半平
面とすると，e−1/x は 0に漸近展開される関数です．従って，f ∼ f̂ のとき，
f + e−1/x も同じ f̂ に漸近展開されます．（この一意には定まらないことと
Stokes現象が関係してきます．）

1.2 2変数の場合
では 2変数の場合の漸近展開に進みます．多変数の場合は角領域の直積を
多重角領域と呼びます．つまり，S1 と S2 を角領域として，S = S1 × S2 を
多重角領域と呼び，(x1, x2) ∈ S として考えます．1変数の場合と同じく次の
記号を定義します：S1, S′

1, S2, S′
2 を角領域とし，S = S1×S2，S′ = S′

1×S′
2

とおく．このとき

S′ ⊂⊂ S
def⇔ S1

′ ⊂⊂ S1, S2
′ ⊂⊂ S2.

1変数の漸近展開を 2変数の場合に素直に一般化させると次のような定義
が考えられます (ただし，この定義はこの講義では使いません．説明のため
に導入します)．

Def 1.5. 多重角領域 S と f(x1, x2) ∈ O(S) に対して，

f(x1, x2) ∼
∑

m,n∈N0

amnx
m
1 xn

2 ∈ C[[x1, x2]] in S
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であることを次で定義．
∀S′ ⊂⊂ S; ∀N ∈ N0;

sup
(x1,x2)∈S′

1

||x||N

∣∣∣∣∣∣
f(x1, x2)−

∑

m+n≤N−1

amnx
m
1 xn

2

∣∣∣∣∣∣
< ∞.

ここで ||x|| = |x1|+ |x2|とした．

この定義は，真島先生のレクチャーノートによると，Hukuhara や Ramis-

Sibuya の研究で使われたそうです．この定義は 1変数の場合に近い定義です
ね．N 乗未満のものを足し算しておいて，それを差し引いたものが N 乗程
度であるという条件になっています．

✲

✻

❅
❅
❅
❅

❅
❅

m

n

N − 1

N − 1

図の左下の三角形の部分（斜線部）を差し引いて考えています．これはこれ
で悪くはないのでしょうが，1変数のときの漸近展開が持っていた性質のう
ち微分に関するものを満たしません．

注意
関数 f が Def 1.5の意味で漸近展開されていたとしても，f の導関数がそ
うなるとは限らない．

反例については [HS] の 3節を見てください．1変数の場合には Prop1.2(ii)

にあるように f ∼ f̂ ならば f ′ ∼ f̂ ′ が成立していました．微分方程式への応
用を考えるうえでは，微分と漸近展開の可換性が一般に成立しないとなると，
使い勝手が悪くなります．
ところが，この論文 [HS] では次の性質も証明されています．

注意
関数 f および f の全ての導関数が Def 1.5の意味で漸近展開されること
と，これから述べる真島が定義した強漸近展開可能であることは同値．

このことからも真島先生の定義した多変数の漸近展開が良い性質を持って
いることがわかります．
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さて，定義を紹介する前に考え方（アイデア）を紹介しておきます．
Def 1.5 では ∑

m+n≤N−1

amnx
m
1 xn

2

を近似関数と思っていたわけですが，真島の定義では次のように考えます：

アイデア
M,N ∈ N0 に対して，近似関数を

App(M,N)(x1, x2, f)
roughly
=

∑

m<M orn<N

amnx
m
1 xn

2

として考える（実際には右辺は収束するとは限らないので，あくまでも「気
持ち」としてです (注 3)）．

✲

✻

m

n

m

n

M − 1

N − 1

(
∑∞

n=0 amnxn
2 )x

m
1

(
∑∞

m=0 amnxm
1 )xn

2
#

#
#

#
#
#

#
#
#

#
#
#

#
#
#

#
#
#

#
#
#

#
#
#

#
#
#

#
#
#

#
#
#

#
#
#

#
#
#

#
#
#

#
#
#

#
#
#

#
#
#

#
#
#

#
#
#

#
#
#

#
#
#

#
#
#

#
###
###

#
##
#
#
##

さっきの Def 1.5での斜線部に相当する，差し引く領域は図のようになり
ます．三角形のような小さい領域ではなくて，mについても nについても両
側に無限に走ります．0 ≤ m ≤ M − 1なるmを 1つ止めると，nについて
の和なので (

∑∞
n=0 amnxn

2 )x
m
1 となり，0 ≤ n ≤ N − 1なる nを 1つ止める

と，mについての和なので (
∑∞

m=0 amnxm
1 )xn

2 となります．
ただし，先に述べたように，今の場合は (

∑∞
n=0 amnxn

2 )x
m
1 や (

∑∞
m=0 amnxm

1 )xn
2

の収束は仮定していませんので，このままではダメなわけです．そこで，次
のように定義します．

Def 1.6. S = S1 × S2 を多重各領域とする．関数 f(x1, x2) ∈ O(S)が S

において強漸近展開される (strongly asymptotically developable)(x1

と x2 が H = {x1x2 = 0}(sectorの刃)に近づく）ことを次で定義する：各

(注 3)講義では「だいたいこういう気持ちである」という意味をこめた等号であることを表すとき
に ”=” という記号を用いていましたが，出力の都合で講義録では roughly

= を用いさせていただ
きました．
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m,n ∈ N0 に対して，gm(x2) ∈ O(S2), hn(x1) ∈ O(S1), am,n ∈ C が与えら
れており，任意の S′ ⊂⊂ S と任意のM,N ∈ N0; に対して，

sup
(x1,x2)∈S′

1

|x1|M |x2|N
∣∣∣f(x1, x2)−App(M,N)(x1, x2; f)

∣∣∣ < ∞.

ただし

App(M,N)(x1, x2; f) :=
M−1∑

m=0

gm(x2)x
m
1 +

N−1∑

n=0

hn(x1)x
n
2−

M−1∑

m=0

N−1∑

n=0

amnx
m
1 xn

2 .

(1.3)

以下では強漸近展開される f(x1, x2) に対して

TA(f) = {gm(x2), hn(x1), amn}m,n∈N0

とおきます．Def 1.5 の「強漸近展開可能」という言葉は [M1] での strongly

asymptotically developable の直訳です（なお，[M2] では単に漸近展開可能
と呼んでいます）．
アイデアで述べたように近似関数として∑

m<M orn<N amnxm
1 xn

2 を取り
たいのですが，m を止めたときの (

∑∞
n=0 amnxn

2 )x
m
1 や n を止めたときの

(
∑∞

m=0 amnxm
1 )xn

2が収束するとは限りませんでした．そこで，(
∑∞

n=0 amnxn
2 )x

m
1

を gm(x2)xm
1 として，また，(

∑∞
m=0 amnxm

1 )xn
2 を hn(x1)xn

2 としました．

✲

✻

m

n

m M − 1

N − 1

(
∑∞

n=0 amnxn
2 )x

m
1 → gm(x2)xm

1

✲

✻

m

n

n

M − 1

N − 1

(
∑∞

m=0 amnxm
1 )xn

2

→ hn(x1)xn
2

∑M−1
m=0 gm(x2)xm

1

∑N−1
n=0 hn(x1)xn

2

+

+

#
#
#

#
#
#

#
#
#

#
#
#

#
#
#

#
#
#

#
#
#

#
#
#

#
#
#

#
#
#

#
#
#

#
#
#

#
#
#

#
#
#

#
#
#

#
#
#

#
#
#

#
###
###

#
##
#
#
## #

###
###

#
##
#
#
##

図は最初の 2項です．この 2項を足すと，左下で長方形の部分が重なるので足
しすぎてしまいます．この重なりの部分の和はもとのまま∑M−1

m=0

∑N−1
n=0 amnxm

1 xn
2

としています．
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✲

✻

m

n

M − 1

N − 1

#
#
#

#
###
###

#
##
#
#
##

斜線部の和が∑M−1
m=0

∑N−1
n=0 amnxm

1 xn
2

この交わりを除いたものを近似関数として考えようというわけです．
以上が定義です．見た目には少しややこしいかもしれませんが，（一般の多
変数でなく）2変数に限定したのでまだ比較的見やすいかなと思います．2変
数だと 3種類の関数が出てきましたが，3変数だと 7種類の関数が出てくる
わけです．各座標軸方向で 3種類，座標軸ごとの重なりが 3種類（x1軸方向
と x2軸方向の交わり，x2軸方向と x3軸方向の交わり，x3軸方向と x1軸方
向の交わり），最後の定数の部分が 1種類で合計 7種類ですね．4変数だと
15種類，一般に n変数だと 2n − 1種類必要になってきます．こんな素朴な
書き方だと一般の場合には記号が間に合いませんから，もっと要領の良い書
き方もあるのですが，ここでは具体的に書いた形で記号を与えています．
この近似関数は，N を 0や 1にすると

App(M,0)(x; f) =
M−1∑

m=0

gm(x2)x
m
1

App(M,1)(x; f) =
M−1∑

m=0

gm(x2)x
m
1 + h0(x1)−

M−1∑

m=0

am0x
m
1

となります．M や N が増えたときに近似関数がどうなるかを書き下してみ
ると理解に役立つと思います．

注意
データ amn, hn, gm は f によって一意に決まる．

問 3. これを確かめよ．

証明は1変数のときと同様の方法でもできます．後で時間があればamn, hn, gm

はこう書けますという式が出てきますので，それを見てもすぐわかるのです
が，練習だと思って確かめてみてください．
それでは，いくつか 2変数の漸近展開の性質を紹介していきます．以下で
は，記述の簡単のため

TA(f) = {gm, hn, amn} in S
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と書けば，f は漸近展開され，Def1.6の状況になっているものとします．

Prop 1.7. TA(f) = {gm, hn, amn} in S1 × S2 とすると

gm(x2) ∼
∞∑

n=0

amnx
n
2 in S2

hn(x1) ∼
∞∑

m=0

amnx
m
1 in S1

(1.4)

が成立する．

Def1.6の説明で，(
∑∞

n=0 amnxn
2 )x

m
1 を gm(x2)xm

1 で，(
∑∞

m=0 amnxm
1 )xn

2

を hn(x1)xn
2 でそれぞれ表わすと言いましたが，漸近展開の関係が実は成り

立っていたのです．

Proof.

App(M,N+1) −App(M,N) =

(
hN (x1)−

M−1∑

m=0

amNxm
1

)
xN
2

また，

(左辺) = (f(x1, x2)−App(M,N))− (f(x1, x2)−App(M,N+1))

よって

|(左辺)| =

∣∣∣∣∣hN (x1)−
M−1∑

m=0

amNxm
1

∣∣∣∣∣ |x2|N

かつ

|(左辺)| ≤ |f −App(M,N)|+ |f −App(M,N+1)|

≤ CM,N |x1|M |x2|N + C ′
M,N+1|x1|M |x2|N+1

(|f −App(M,N)| ≤ CM,N |x1|M |x2|N では sectorを少し狭めないといけない)

より，第 2式が従う．第 1式も同様．

Cor 1.8.

lim
S′
2∋x2→0

1

n!

∂ngm
∂xn

2

= amn = lim
S′
1∋x1→0

1

m!

∂mhn

∂xm
1

(1.5)

関係式 1.4) と 関係式 (1.5) は同値になっており (1変数のときの Prop1.3

と同じ)，これは consistency conditionと呼ばれています．
関数 f が強漸近展開可能であれば，Def1.6のような gm, hn, amn が存在し
ます．逆に gm, hn, amnが与えられたときに，それが漸近展開のデータとなる
ような f が存在するかしないかという Borel-Ritt型の定理を考えます．その
場合，どんな gm, hn, amn でもいいわけではなくて，2変数の場合には (1.4)

か (1.5) を満たす必要があります．そして，この条件が満たされていれば，強
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漸近展開可能な f(x) で TA(f) = {gm(x2), hn(x1), amn となるものが存在し
ます（証明は略）．このことからもこの条件 (1.4) や (1.5) が重要であること
がわかります．微分方程式から係数比較で漸近展開のデータ gm, hn, amn を
作る場合でも，これらの性質を満たしていないといけません．

Thm 1.9. 任意の自然数 k, l ∈ N0 に対して

TA(f) = {gm, hn, amn} ⇒ TA(
∂k+lf

∂xk
1∂x

l
2

) = {Gm, Hn, Amn}.

ただし

Gm(x2) = (m+ 1)(m+ 2) . . . (m+ k)
∂lgm+k

∂xl
2

,

Hn(x1) = (n+ 1)(n+ 2) . . . (n+ l)
∂khn+l

∂xk
1

,

Amn = (m+ 1)(m+ 2) . . . (m+ k)(n+ 1)(n+ 2) . . . (n+ l)am+k,n+l.

導関数も同じ意味で漸近展開できる，ということを主張する定理です．証
明は省略します（k, lが 0や 1のときはCauchyの積分公式で導関数を積分で
表すということなどをすれば示されます．他の k, l については帰納的に考え
ます）．Th.1.9から gや hは f の導関数を用いて書き表わすことができます．

Cor 1.10.

lim
S′
1∋x1→0

1

m!

1

n!

∂m+nf

∂xm
1 ∂xn

2

=
1

n!

∂ngm
∂xn

2

lim
S′
2∋x2→0

1

m!

1

n!

∂m+nf

∂xm
1 ∂xn

2

=
1

m!

∂mhn

∂xm
1

lim
S′
1∋x1→0

S′
2∋x2→0

1

m!

1

n!

∂m+nf

∂xm
1 ∂xn

2

= amn

問 4. Cor1.10をm = n = 0の場合に示せ．

問 5.

f(x1, x2)−App(M,N)(x; f)

=

∫ x1

0
ds1

∫ s1

0
ds2 . . .

∫ sM−1

0
dsM

∫ x2

0
dt1

∫ t1

0
dt2 . . .

∫ tN−1

0
dtN

∂M+Nf

∂xM
1 ∂xN

2

(sM , tN )

(
=

∫ x1

0

(x1 − s)M−1

(M − 1)!
ds

∫ x2

0

(x2 − t)N−1

(N − 1)!
dt

∂M+Nf

∂xM
1 ∂xN

2

(s, t)

)

を示せ．

この問の関係式は導関数や誤差関数 |f(x1, x2)−App(M,N)(x; f)| を評価す
るときに便利です（私は [H] でこの関係式を知りました）．
以上をもちまして，第 1回目（9月 2日）はこれで終わりにします．
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(ここから 9月 3日の分です)

昨日の続きをします．Section 1は昨日（9月 2日）で終わるつもりでした
が，二点追加します．

まず一つめです．昨日は強漸近展開を導入しました．
S = S1 × S2 ⊂ C2, H = {x1x2 = 0}
f(x1, x2) ∈ O(S)が強漸近展開される
def⇔ TA(f) = {gm(x2)(S2で正則), hn(x1)(S1で正則), amn(∈ C)}m,n∈N0

∀S′ ⊂⊂ S; ∀M,N ∈ N0;

|f(x1, x2)−App(M,N)(x1, x2; f)| ≤ C|x1|M |x2|Non S.

最後の行の絶対値の中身が積分で書けているというのが問 5でした．最後
に 1つだけ言おうと思っていて（時間の都合で）言えなかった補題がありま
す．その前に１つ昨日言い忘れた注意をしておきます．

注意
評価式が（領域を S′ ⊂⊂ S と削らず）S全体で成立するときは，（漸近展開
が）strictである (strictly asymptotically developable) という．

Sで強漸近展開されていれば，その中に入っている S′についてはいつでも
stirict です．

領域を少し削っているのは，導関数の評価をするときに領域の端での処理
のためです．ところが微分方程式を解くときに積分方程式に直す場合があり
ます．積分方程式であれば端を削ることを考えずにコンパクトな閉集合の中
で考えたくなることもあります．その場合に strict ということが出てくるの
です．今回使うかどうかはわかりませんが用語を紹介しておきました．

二つめです．問 5を使うと，次のことが示されます．

Lem 1.11. 多重角領域 S と f ∈ O(S) に対して

f が強漸近展開される

⇔ ∀m,n ∈ N0; ∀S′ ⊂⊂ S; sup
(x1,x2)∈S′

∣∣∣∣
∂m+nf

∂x1
m∂x2

n

∣∣∣∣ < ∞

1変数の場合もこのような定理があるのですが，2変数でも同じようなこと
が成立するという主張です．

問 6. ⇐を証明せよ．

(⇒は Cor 1.10より示すことができる．)

以上で Section 1は終わりです．
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2 Pfaff系への応用
最初に，一般の n変数で定理を書きます．独立変数を

x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Cn, 1 ≤ n′′ ≤ n

とし，領域を

S =
n′′∏

i=1

S(αi,βi; ri)×
n∏

i=n′′+1

D(ri), H = {x1x2 . . . xn′′ = 0}

と定めます．ここに S(αi,βi; ri) は角領域であり，D(ri) は中心が原点で，半
径 ri の開円板を表わします．そして次のような方程式を考えます：

xpiei
∂

∂xi
u = Ai(x)u (1 ≤ i ≤ n) (2.1)

ただし
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

pi = (pi1, pi2, . . . pin′′ , 0, . . . , 0) ∈ N0
n

xpi = x1
pi1x2

pi2 . . . xn′′pin′′ (multi index)

ei =

{
xi (1 ≤ i ≤ n′′)

1 (i > n′′)

Ai(x) : S で正則で (xn′′+1, . . . , xn)について一様に強漸近展開可能
(「一様に」は押さえる定数が (xn′′+1, . . . , xn)によらないという意味）
u(x) : m次元ベクトル値関数

両立条件も仮定します：

ei
∂

∂xi
(x−pjAj) + x−pi−pjAjAi = ej

∂

∂xj
(x−piAi) + x−pi−pjAiAj

(1 ≤ i, j ≤ n)

きのう (9月 2日)の原岡先生の講義でも両立条件が出てきましたね．ほか
にも条件をつけるのですが，大きな設定は以上のとおりです．このような方
程式の解がどうなっているかを考えます．ここで n′′までは ei = xiですから
ei(∂/∂xi) は Euler operator になっており，それに xpi をかけたものになっ
ています．ですから poleとしては一次ではない形になっています．
さて，これから述べる定理が成立するための条件として三つのタイプのも
のがあります．ここではそのうちの一つを紹介することにします．つまり，

任意の i = 1, 2, . . . n′′に対して「pi = 0(0ベクトル)」，または「pii > 0

かつ Ai,0 = limx→0 Ai(x)の固有値はすべて異なる」

以上の仮定のもとで次が成り立ちます：
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Thm 2.1. 領域 S における原点を端点とする任意の半直線 lに対して

∃S′ ⊂⊂ S s.t. S′ ∩ l ̸= φ

解の基本解系行列は
P (x)xT ex

−pH(x)

で与えられる．ただし
P (x)はm×m行列で，S′ で正則で漸近展開される
T = (T1, T2, . . . Tn′′ , 0, . . . , 0), 各 Tj はm×m行列で上三角行列
xT = x1

T1x2
T2 . . . xn′′Tn′′

H(x)は対角行列で，S′ で正則で強漸近展開され，{H(x), T1, T2, . . . Tn′′}
はどの 2つも可換

方程式 (2.1)のような Pfaffianの形をしている偏微分方程式系を，少し強
めの特異性を持っているような状況で考えているわけです．そのときに（局
所）解がどういう基本解系行列で与えられるかという問題になります．xpi が
ない場合にはよく知られてるのですが，xpi がかかってきたときにどういう
形で与えられるかということを問題にしています．不確定特異点であるよう
なことが期待されているわけです．
定理の主張に出てくる行列の P (x)ですが，(2.1)の piの各成分の最大値を
もってくると良いのです．つまり pi = (pi1, pi2, . . . pin′′ , 0, . . . , 0)について

P =
(
max

i
pi1,max

i
pi2, . . . ,max

i
pin′′ , 0, . . . , 0

)

とします．
この定理の証明はしませんが，だいたいどのようなことをするかというと，
真島さんの Splitting lemmaというものを用いて証明します．Qi

−1∇iQi を
考えることで，対角化したり上半三角化したりして簡単な形に変形すること
で得られます．解のほうのゲージ変換を考えるというわけですね．

(
∇i = xpiei

∂

∂xi
−Ai

)

確定特異点じゃなくて不確定特異点のときの常微分方程式のときにも似た
ようなことをしていましたが，ゲージ変換を何度も繰り返して行列を簡単な
形に持っていくという方法で方程式を簡略化させておいて，簡略化した方程
式を解くと．簡単な方程式であれば解けるので，あとはそれを逆変換すれば
良いですね．それと同じような方針でできますが，今回は Pfaffianになって
いるので，いろいろな行列の関係（たとえば A1 と A2），つまり両立条件を
見ながらやっていく必要があります．
以下，もう少し様子を見るために m = 1 として考えます．ですので，u

はベクトルでなくスカラーの場合を考えてみます．スカラーですから，単独
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方程式が複数あるという状況になっています．また，簡単のため変数の数も
n = 2としておきます．
m = 1, n = 2 (n′′ = 2，つまり e1 = x1, e2 = x2 も仮定)

このとき，改めて方程式を書くと次のようになります：

xp1x1
∂

∂x1
u = A1(x)u

xp2x2
∂

∂x2
u = A2(x)u

ただし，x = (x1, x2), p1 = (p11, p12), p2 = (p21, p22),

xp1 = x1
p11x2

p12 , xp2 = x1
p21x2

p22 .

両立条件は，（A1, A2が行列でなく普通の関数なので A1A2 = A2A1である
ことに注意すると）

x1
∂

∂x1
(x−p2A2) = x2

∂

∂x2
(x−p1A1)

となります．

Prop 2.2. 次の解が存在する：

u(x) = w(x)xaex
−qg(x)

ただし，a = (a1, a2), q = (q1, q2)で，w(x), g(x)は S で正則で強漸近展開
される．

この命題が成立することをこれからざっと見ていきます．
まず，解の形が

u(x) = xaex
−qg(x)

であると仮定して方程式に代入し，方程式を書き直します．

xi
∂

∂xi
(x−qg(x)) = x−piAi(x)− ai

⇔ (xi
∂

∂xi
− qi)g(x) = xq−piAi(x)− aix

q (♦)

さて，q, a や g を決めていきますが，元の方程式は斉次の方程式だったの
に対して，今得られた方程式 (♦) を g の方程式として考えると非斉次方程式
であることに注意してください．この方程式 (♦) が

g(x) =
∑

j,k≥0

gj,kx1
jx2

k

と級数展開される解を持つようにするためには右辺の非斉次項に条件が必要
となりますが，その条件により q と a を定めます．まず，qは右辺が正則に
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なるようにとります．つまり

q = (max{p11, p21},max{p12, p22})

=
(
(p1, p2 の第 1成分のうち大きい方), (p1, p2 の第 2成分のうち大きい方)

)

とします．その上で， (♦) の右辺を展開した時に xq の項がなくなるように
ai を

xq−piAi(x) の (x1, x2)に関する漸近展開の xq の係数

と定めます．具体的には

Bi(x) := xq−piAi(x) =
∑

j,k≥0

b(i)j,kx1
jx2

k

に対して
ai = b(i)q1,q2

とします．このようにすると，g(x) の展開を (♦) に代入することで gj,k が
順次定まります．
実際に実行してみましょう．方程式内の xi(∂/∂xi) は Euler operator であ
ることに注意すると，まず x1方向の方程式から（(♦)で i = 1として，展開
して x1

jx2
k の係数を比較すると）

(j − q1)gjk = b(1)jk − a1δj,q1δk,q2 (♦♦)

を得ます．同様に x2方向の方程式より（(♦)で i = 2として，展開して x1
jx2

k

の係数を比較すると）

(k − q2)gjk = b(2)jk − a2δj,q1δk,q2 (♦♦♦)

を得ます．このようにして得られた漸化式 (♦♦), (♦♦♦) を解くことで {gj,k}
を定めますが，注意すべきこととしては

(1) それぞれ (j− q1)や (k− q2)で割れば gjkが得られるので，解が 2通り
出てくるが一致しているか (注 4)

(2) j = q1 や k = q2 のときは（割る数が）0になってしまう

といった問題があります．前者はともかくとして (注 5)，後者について見てみ
ると，まず j = q1 のときは，(♦♦)から

0 = b(1)q1,k
− a1δk,q2 ⇒ b(1)q1,k

=

{
0 (k ̸= q2)

a1 (k = q2)

(注 4)両立条件からどちらも一致することがわかります．（問 7）
(注 5)両立条件からどちらも一致することがわかります．（問 7）
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となります．また，j = q2 のときは，(♦♦♦)から

0 = b(2)j,q2
− a2δj,q1 ⇒ b(1)j,q2

=

{
0 (j ̸= q1)

a2 (j = q1)

となります．これらの二式が成立していなければなりません．

問 7. これらの関係式が成立していることを示し，{gjk}が定まることを示せ．

ヒント：両立条件を使います．両立条件を Bi で書くと

x1
∂

∂x1
B2 − q1B2 = x2

∂

∂x2
B1 − q2B1

となることに注意してください．関係式

b(1)q1,k
=

{
0 (k ̸= q2)

a1 (k = q2)

について，k ̸= q2 の方はこの両立条件から従います．一方で k = q2 のほう
は，これが成立するように a1 を決めたのでした．

以上のようにして，形式べき級数解が定まります．

注意
真島先生の本ではここでの方程式より少し一般化された

xp1x1
∂

∂x1
u+A1(x)u = b1(x, u)

xp2x2
∂

∂x2
u+A2(x)u = b2(x, u)

(2.2)

の形で考えています（右辺も uに依存しています）．

問 8. (2.2)の両立条件が，

x1
∂

∂x1
(x−p2a2) + x−p1−p2

(
∂a2
∂u

)
· a1

= x2
∂

∂x2
(x−p1a1) + x−p1−p2

(
∂a1
∂u

)
· a2

(ai = −Aiu+ bi(x, u))

となることを示せ．ここでベクトル値関数

u(x) =

⎛

⎜⎜⎝

u1(x)
...

um(x)

⎞

⎟⎟⎠
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に対して， (
∂a2
∂u

)
,

(
∂a1
∂u

)

はm×m行列となるが，これがどのように定義されているかも考えること．
さらに bi ≡ 0のとき，以前のものに帰着されることも確かめよ．

きのう（9月 2日）の原岡先生の説明にも両立条件の話がありましたが，そ
れと同様の考え方で求めてみよう，という問いです．
　
このようにして，形式解が得られます．これが解の漸近展開のデータであ
ると期待されますが (注 6)，次はそれを確かめようということになります．そ
のためには，線形常微分方程式の不確定特異点の場合と同様に，方程式を積
分方程式に直し，関数空間をしかるべく設定した上で縮小写像 (contraction)

の原理を用いるという方法で行います．

微分方程式を積分方程式に直して考察するところは，このままでは少し難
しい話になるので，もう少し簡単な場合を考えて，強漸近展開されているこ
との証明の流れだけでも見てもらおうと思います．

(縮小写像の原理を用いる)例

u = a(x, u)
def
= a0(x) +A(x)u+

∞∑

m=2

am(x)um. (∗)

ただし，x = (x1, x2)で，uはスカラーとします．また A(x), a0(x), am(x)は
S = S1 × S2 で正則かつ強漸近展開可能とし，

lim
x→0

a0(x) = lim
x→0

A(x) = 0

とします．
この方程式は微分の入っていない方程式です．
この方程式についても 形式解は作れ，漸近展開のデータとして期待さ
れる F = {gm(x2), hn(x1), amn} が得られます．この F から，近似関数
App(M,N)(x,F)が定義できます．
まず，作用素 L を

Lv
def
= a(x, v(x))

として定めます．解が存在することは関数空間をしかるべく設定し，その空
間内で L が縮小写像となることを用いて示すことができます．この部分も標
準的なので省略し，ここではそのようにして解を作ったとして，その解が F

(注 6)漸近展開のデータのうち gm(x2) や hn(x1) についても解の形を仮定して，それを代入し
て両辺比較という方法で求めることができます．ここでは省略します．
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を漸近展開のデータとして持つことを示す部分を見てみましょう．まず作用
素 L(M,N) を

L(M,N)v = L(v +App(M,N)(x;F))−App(M,N)(x;F)

として定め，この作用素を関数空間

V(M,N)[α
′,β′; r] =

{
f(x1, x2) ∈ O(S′)

∣∣∣∣∣ supx∈S′

∣∣x−M
1 x−N

2 f(x1, x2)
∣∣ < ∞

}

の上で考えます．ただし，

∥f∥ = sup
x∈S′

∣∣x−M
1 x−N

2 f(x1, x2)
∣∣ ,

S′ = S(α′
1,β

′
1; r

′
1)× S(α′

2,β
′
2; r

′
2)

としています．この ∥f∥ は V(M,N)[α
′,β′; r] のノルムになっています．ノル

ムは (M,N)で重みをつけています．
さて，これらを用いると議論の流れは次のようになります（以下 x =

(x1, x2)）．

(1) 十分大きいすべてのM,N についてL(M,N) が V(M,N)[α
′,β′; r] contrac-

tion(縮小写像)であることを示す (α′, β′, r も注意して選ぶ).

(2) すると L(M,N)v(M,N) = v(M,N) となる vM,N ∈ V(M,N)[α
′,β′; r] が存在

することがわかる．L(M,N) の定義により，これは

L(v(M,N)(x) + App(M,N)(x;F))−App(M,N)(x;F) = v(M,N)(x)

に同値．

(3) u(M,N)(x) := v(M,N)(x)+App(M,N)(x;F)とすると，Lu(M,N) = u(M,N)

が成立．従って u(M,N) は方程式 (∗) の解．故に（一意性から） u(x) =

u(M,N)(x)．

(4) さらに

u(x)−App(M,N)(x;F) = u(M,N)(x)−App(M,N)(x;F) = v(M,N)(x)

であるから，

u(x)−App(M,N)(x;F) ∈ V(M,N)[α
′,β′; r]

となり，関数空間（特にノルムの）定義から

sup
x∈S′

∣∣∣x−M
1 x−N

2

(
u(x)−App(M,N)(x;F))

∣∣∣ < +∞

が成立する．

このようにして，強漸近展開となることが示されます．最後の部分は時間
の関係もあって，かなり駆け足になりましたが，議論の雰囲気が伝われば幸
いです．これで終わりにします．
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3 演習
3.1 9月 2日分・問 5

問 5 (再掲)

f(x1, x2)−App(M,N)(x; f)

=

∫ x1

0
ds1

∫ s1

0
ds2 . . .

∫ sM−1

0
dsM

∫ x2

0
dt1

∫ t1

0
dt2 . . .

∫ tN−1

0
dtN

∂M+Nf

∂xM
1 ∂xN

2

(sM , tN )

(
=

∫ x1

0

(x1 − s)M−1

(M − 1)!
ds

∫ x2

0

(x2 − t)N−1

(N − 1)!
dt

∂M+Nf

∂xM
1 ∂xN

2

(s, t)

)

を示せ．

解答
∫ x1

0
ds1

∫ s1

0
ds2 . . .

∫ sM−1

0
dsM

∫ x2

0
dt1

∫ t1

0
dt2 . . .

∫ tN−1

0
dtN

∂M+Nf

∂xM
1 ∂xN

2

(sM , tN )

を RM,N とおきます．そして最後の積分に注目すると，
∫ tN−1

0

∂M+Nf

∂xM
1 ∂xN

2

(sM , tN )dtN =
∂M+N−1f

∂xM
1 ∂xN−1

2

(sM , tN−1)−
∂M+N−1f

∂xM
1 ∂xN−1

2

(sM , 0)　

=
∂M+N−1f

∂xM
1 ∂xN−1

2

(sM , tN−1)− (N − 1)!
∂MhN−1

∂x1
M

(sM )

を得ます．1つめの等号のあとの形を見ると，第 1項は番号N が 1つ落ちた
形になっていて，第 2項は tに全く依存しない形になっています．第 2項で
0を代入していますが，これは極限だと思ってください．2つめの等号では
Cor.1.10を用いています．このことから次を得ます：

RM,N = RM,N−1 −
∫ x1

0
ds1

∫ s1

0
ds2 . . .

∫ sM−1

0
dsM

∫ x2

0
dt1

∫ t1

0
dt2 . . .

∫ tN−2

0
dtN−1(N − 1)!

∂MhN−1

∂x1
M

(sM ).

右辺の第 2項について，被積分関数は tに依存しませんので，
∫ x2

0
dt1

∫ t1

0
dt2 . . .

∫ tN−2

0
dtN−1(N − 1)!

∂MhN−1

∂x1
M

(sM )

= xN−1
2

∂MhN−1

∂x1
M

(sM )

となります．よって，

RM,N = RM,N−1 − xN−1
2

∫ x1

0
ds1

∫ s1

0
ds2 . . .

∫ sM−1

0
dsM

∂MhN−1

∂x1
M

(sM )
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が成立します．第 2項の積分の項は，1変数関数の積分を何回かしたもので，
Taylor展開の剰余項となっていることに注意すると，

RM,N −RM,N−1 = −xN−1
2

(∫ x1

0
ds1

∫ s1

0
ds2 . . .

∫ sM−1

0
dsM

∂MhN−1

∂x1
M

(sM )

)

= −xN−1
2

(
hN−1(x0)−

M−1∑

m=0

1

m!

∂mhN−1

∂xm
1

(0)xm
1

)

= −xN−1
2

(
hN−1(x0)−

M−1∑

m=0

aM,N−1x
m
1

)

= −App(M,N) +App(M,N−1)

を得ます．3つめの等号では Cor.1.10を用いています．
以上より，

RM,N +App(M,N) = RM,N−1 +App(M,N−1)

という式を得ます．いまはN について 1つ落としましたが，同じようなこと
をやるとM についても 1つ落とすことができて，

RM,N +App(M,N) = RM−1,N +App(M−1,N)

も成立しています。M についてもN についても１つずつ落とせますから，次
が数学的帰納法によって従います：

RM,N +App(M,N) = R0,0 +App(0,0).

ここでApp(0,0) = 0で，なにも積分しないという意味ですのでR0,0 = f(x1, x2)

となります．ですから，

f(x1, x2)−App(M,N) = RM,N

という示すべき式を得ることができます．

3.2 9月 3日分・問 7

問 7 (再掲)

{gjk}が定まることを示せ．

解答
両立条件をみたすことを確かめようという問題でした．途中までは講義の
ときにすでに書いていました．両立条件を式で書くと

x1
∂

∂x1
B2 − q1B2 = x2

∂

∂x2
B1 − q2B1
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となっていました．ここで

Bi(x) = xq−piAi(x) =
∑

j,k≥0

b(i)j,kx1
jx2

k

より，係数を比べると，

(j − q1)b
(2)
jk = (k − q2)b

(1)
jk

を得ます．j = q1 のときには左辺は 0です。よって k ̸= q2 のとき

b(1)q1,k
= 0

です．同じように，k = q2 のときに右辺が 0ですので，j ̸= q1 のとき

b(1)j,q2
= 0

です．そして j ̸= q1 かつ k ̸= q2 のときには，

1

j − q1
b(1)jk =

1

k − q2
b(2)jk

を得ます．じつはこれが gjk になります．x1方向の式で求めると左辺，x2方
向の式で求めると右辺となります．どちらも同じ値になっていることがこの
両立条件によって従います．b(1)q1,k

= 0(k ̸= q2)や b(1)j,q2
= 0(j ̸= q1)という

non-trivialな式もこうして両立条件から従うわけです．1つだけ両立条件か
ら決まらないものがあって，それが a1, a2 だったというわけです．
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