
滑らかな写像芽の間の幾何学的同値関係とその応用

泉屋 周一 述

加葉田 雄太朗・佐治 健太郎・高橋 雅朋・

寺本 圭佑・濱田 直希・本多 俊一・山本 卓宏 記

2019 年 8 月 27 日

概 要

本稿は 2018年 12月 18日から 21日に神戸大学理学部で行われた研究
集会「応用特異点論研究集会1」における口述者の講演を筆記者がまとめ
たものである. さらに, 7.4節の内容は, 講演会後に得られた最新の分類結
果について口述者自身が書き加えたものである. 詳しい証明などに興味
がある読者は、[19, 20]を参照してほしい.
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1 序

1.1 A-同値とK-同値

本稿では, C∞級写像芽 f : (Rn, 0) → (Rp, 0) の同値関係を考える. 歴史的

には, Mather によってR-同値, L-同値, A-同値, C-同値およびK-同値が研究
された [25]. その中で以下のA-同値は最も基本的な同値関係である.

定義 1.1. C∞級写像芽 f, g がA-同値であるとは, 微分同相写像芽 ϕ, ψ が存在

し ψ ◦ f = g ◦ ϕ を満たすことをいう. つまり, 図式

(Rn, 0)
f //

ϕ
��

(Rp, 0)

ψ
��

(Rn, 0) g
// (Rp, 0)

(1.1)

が可換になることをいう. 特に, ϕ = 1Rn のときL-同値, ψ = 1Rp のときR-同
値という.

1970年代頃の Thom-Mather 理論の前半部分はA-同値に関する分類理論で
ある. 多様体の間に大域的なC∞級写像が存在する場合, その局所的な表現が

どのような振る舞いをするかを考えると, それらはある点の周りの座標変換で

A-同値になる. このような意味で, A-同値は微分位相幾何学的な同値関係であ
ると考えることができる.

Mather は [25, 26] において, A-同値の研究のために以下の K-同値を導入
した.

定義 1.2. C∞ 級写像芽 f, g が K-同値であるとは, ある微分同相写像芽 H :

(Rn ×Rp, 0)→ (Rn ×Rp, 0), H(x, y) = (ϕ(x),Φ(x, y)) (Φ(x, 0) = 0) が存在し,

H(x, f(x)) = (ϕ(x), g ◦ ϕ(x)) (⇐⇒ Φ(x, f(x)) = g ◦ ϕ(x)) (1.2)
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を満たすことをいう. ここで,

Φ(x, y) =

p∑
i=1

Φi(x, y)yi, Φ(x, f(x)) =

p∑
i=1

Φi(x, f(x))fi(x) (1.3)

である. 特に, ϕ = 1Rp のとき C-同値という.

定義 1.2 がこのような形で与えられているのは, A-同値との関係を明確にす
る為であると考えられる. 一方, Mather により, C∞級写像芽 f, g がK-同値で
あることの必要十分条件が与えられている.

定理 1.3 ([25]). 以下は同値である.

(1) f, g がK-同値である.

(2) C∞ 級写像芽 A : (Rn, 0) → GL(p,R) と C∞ 級微分同相写像芽 ϕ :

(Rn, 0)→ (Rp, 0) が存在しA(x)tf(x) = tg ◦ ϕ(x) を満たす.

(3) C∞級微分同相写像芽 ϕ : (Rn, 0) → (Rp, 0) が存在し ϕ∗I(g) = I(f) を

みたす.

ただし, 局所環 En = {h | h : (Rn, 0) → R : C∞級 } の極大イデアル Mn =

{h ∈ En | h(0) = 0} に対して, f ∗ : Ep → En, f ∗(h) = h ◦ f および I(f) =

f ∗(Mp)En = ⟨f1, f2, ..., fp⟩En である.

今後は, 定理 1.3の (2)の条件をK-同値の定義として採用する. K-同値とA-
同値は以下の関係を持つ.

事実 1.4. f, g がA-同値ならば, f, g はK-同値である.

定理 1.3と事実 1.4より, K-同値はA-同値より弱くかつ代数的な同値関係で
ある. また, 安定写像に対してはK-同値とA-同値は同じ概念であり, Q(f) =

En/I(f) の環構造が完全不変量になっている.

K-同値は A-同値の研究の為に導入された概念だが, その後の Golubitsky-

Schaefer の分岐理論の研究などでは, A-同値よりもK-同値の方が有効である
ことが知られている.
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1.2 同値関係の一般化と記号の準備

正則行列の集合と線形同型写像の集合を

GL(n,R) = {A ∈Mn(R) | detA ̸= 0}, (1.4)

および

GL(V ) = {L ∈ HomR(V, V ) | L :同型写像 } (1.5)

とする. ベクトル空間 V の基底 {v1, v2, ..., vn} に対し表現行列をとることに
よって, GL(V ) から GL(n,R) への同型写像が与えられる. この同型写像が

GL(V ) のリー群としての微分構造を与える. リー群としては同型であるが, 今

後 GL(n,R) と GL(V ) は区別する.

定義域の変換として GL(n,R) のリー閉部分群G′ ⊂ GL(n,R), 値域の変換
として一般のリー群 GのC∞-表現 ρ : G→ GL(Rp)を考えると, MatherのR-
同値, L-同値, A-同値, C-同値およびK-同値に対応するR[G′]-同値, L[G]-同値,

A[G′ : G]-同値, C[(ρ,G)]-同値およびK[G′ : (ρ,G)]-同値が定義できる. 本稿で

は, G′ = GL(n,R) の場合のみを考える. G′ = GL(n,R) の場合, R[GL(n,R)]-
同値はR-同値と一致する. 第 3 節において A[G] = A[GL(n,R), G)]-同値, 第

5 節においてK[(ρ,G)]-同値の性質について紹介する. なお, 上記の同値関係に

対して, 以下の関係が成り立つ：

• A[G] = R×L[G].

• K[(ρ,G)] = R⋊ C[(ρ,G)].

• K[G] = R⋊ C[G].

• G ⊂ L[G] ならば R×G ⊂ A[G].

微分同相写像芽の集合Diff(p) = {ψ : (Rp, 0) → (Rp, 0) : 微分同相写像芽 }
とリー部分群 G ⊂ GL(n,R) に対して,

Diff[G](p) = {ψ ∈ Diff(p) | 任意の y ∈ (Rp, 0)に対して Jyψ ∈ G},

および

Diff0[G](p) = {ψ ∈ Diff[G](p) | ψは 1Rpにイソトピック }

とする.
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1.3 A[G]-同値とK[(ρ,G)]-同値

終域の幾何構造を保つ同値関係として, A[G]-同値とK[(ρ,G)]-同値を考える.

定義 1.5. C∞ 級写像芽 f, g が A[G]-同値であるとは, ある ϕ ∈ Diff(n) と

ψ ∈ Diff[G](p) が存在し ψ ◦ f = g ◦ ϕ を満たすことをいう. 特に, ϕ = 1Rn の

きL[G]-同値, ψ = ψAのときR×G-同値という. ただし, ψA(y) = Aty である.

(Rn, 0)
f //

ϕ

��

(Rp, 0)

ψ

��
(Rn, 0) g

// (Rp, 0)

終域の幾何構造を変えることにより, 様々な幾何学が対応する. 例えば, G =

SO(p)はユークリッド幾何学, G = SL(p)は等積アファイン幾何学, G = SP (p)

はシンプレクティック幾何学が対応する. A[G]-同値に関して以下が成り立つ：

• R ×G-同値 ⇒ A[G]-同値.

• G = {Ip} ⇒ A[{Ip}] = R.

• G = GL(p,R) ⇒ A[GL(p,R)] = A.

群 G の C∞級表現を ρ : G→ GL(Rp) とする.

定義 1.6. C∞級写像芽 f, g がK[(ρ,G)]-同値であるとは, ある ϕ ∈ Diff(n) と

a : (Rn, 0)→ G が存在し g ◦ϕ(x) = ρ
(
a(x)

)(
f(x)

)
を満たすことをいう. 特に,

ϕ = 1Rn のき C[(ρ,G)]-同値という.

注意 1.7. リー部分群 G ⊂ GL(p,R) に対して, ある A : (Rn, 0)→ G が存在し
tg◦ϕ(x) = A(x)tf(x)としたのが Torgeronの G-同値である. TorgeronのG-同

値はここでのK[G]-同値である. また, G = GL(p,R) のとき, K[GL(p,R)] = K
である.

各同値関係同士の関係を考えよう. R同値であればR×G同値である. R×G
同値であればA[G]同値であり,K[(ρ,G)]同値である. A[G]同値であればA同
値であり. K[(ρ,G)]同値であればK同値であり. A同値であればK同値であ
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る. しかし, A[G]同値であればK[(ρ,G)]同値かどうかは群 G によって変わる.

この関係を図で表すと以下のようになる.

A ⊂ K

A[G]

III
III

III

関係は G によって変わるK[(ρ,G)]

rrr
rrr

rrr
r

R×G

R

(1.6)

2 Diff[G](p)の無限小構造

G ⊂ GL(p,R)とする. ψ ∈ Diff[G](p)における Diff[G](p)の形式的接空間は

Tψ Diff[G](p) =

{
dψt
dt

∣∣∣∣
t=0

∣∣∣∣∣ (2.1)

任意の t ∈ (R, 0)に対してψt ∈ Diff[g](p), ψ0 = ψ

}

で与えられる. 特に ψ = 1Rp の時, 任意の ψt ∈ Diff[g](p) に対して

Jy

(
dψt
dt

∣∣∣∣
t=0

)
=
d(Jyψt)

dt

∣∣∣∣
t=0

∈ TIpG = g (2.2)

である. ただし, ψ0 = 1Rp である. 原点 0 ∈ (Rp, 0) におけるベクトル場の芽全

体を

θ(p) =

{
η =

p∑
i=1

ηi(y)
∂

∂yi

∣∣∣∣∣ ηi : C∞級関数

}
(2.3)

とすると

dψt
dt

∣∣∣∣
t=0

∈ θ(p) ∼= E(p, p) (2.4)
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である. したがって,

dψt
dt

∣∣∣∣
t=0

=

p∑
i=1

ηi(y)
∂

∂yi
(2.5)

と表されるので任意の y ∈ (Rp, 0) に対して(
∂ηi
∂yj

(y)

)
∈ g (2.6)

である. ただし, η = (η1, ..., ηp) : (Rp, 0)→ Rp : C∞ である. 以上より,

T1Rp Diff[G](p) =

{
p∑
i=1

ηi(y)
∂

∂yi

∣∣∣∣∣ (2.7)

任意の y ∈ (Rp, 0)に対して
(
∂ηi
∂yj

(y)

)
∈ g

}

である.

定義 2.1. θ[G](p) および θ[G]0(p) を

θ[G](p) =

{
p∑
i=1

ηi(y)
∂

∂yi

∣∣∣∣∣ 任意の y ∈ (Rp, 0)に対して
(
∂ηi
∂yj

(y)

)
∈ g

}
,

(2.8)

θ[G]0(p) =

{
p∑
i=1

ηi(y)
∂

∂yi
∈ θ[G](p)

∣∣∣∣∣ ηi(0) = 0

}
(2.9)

と定義する.

注意 2.2. θ[G](p) および θ[G]0(p) はR ベクトル空間である. また, θ(p) は有

限生成 Ep 加群であり, θ[GL(p,R)](p) = θ(p) である.

θ[G]0(p) 上にどの程度の加群構造が入るかを考える.

定義 2.3. Ep 加群 g(Ep) を g(Ep) = {ζ | ζ : (Rp, 0)→ g : C∞} と定義する.

注意 2.4. ζ ∈ g(Ep) であることの必要十分条件は, 任意の y ∈ (Rp, 0) に対し

て ζ(y) ∈ g が成り立つことである.
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定義 2.5. λ ∈ Ep および p 次正方行列全体を Mp(R) とする. 写像 gradyλ :

θ(p)→Mp(Ep) を

gradyλ(η) = η ⊗
(
∂λ

∂y1
, · · · , ∂λ

∂yp

)
=


η1
...

ηp

( ∂λ

∂y1
· · · ∂λ

∂yp

)
(2.10)

と定義する. ただし, η = (η1, ..., ηp) および y = (y1, ..., yp) である. また, Ep[G]
を

Ep[G] =
{
λ ∈ Ep | 任意の η ∈ θ[G]0(p)に対して gradyλ(η) ∈ g(Ep)

}
(2.11)

と定義する.

命題 2.6. Ep[G] は Ep の R 部分代数である. また, θ[G]0(p) は θ(p) の Ep[G]
部分加群である.

命題 2.7. Ep のR-部分代数 R について, θ[G]0(p)が θ(p) の R-部分加群であ

るならば, Ep[G] ⊃ R が成り立つ.

ここで, Ep[G] を θ[G]0(p) に関する Ep の極大 R-部分代数と呼ぶ.

命題 2.8. Ep[G] は Ep の C∞-部分環である.

定義 2.9. R-代数 D が可微分代数であるとは, ある自然数 n およびあるR 代
数全射 ϕ : En → D が存在することをいう.

注意 2.10. Ep[G] が可微分代数かどうかは G に依存する.

例 2.11. SO(p) ⊂ GL(p,R), so(p) = {X ∈Mp(R) | tX = −X} に対して

θ(p) ⊃ θ[SO(p)](p)

=

⟨
∂

∂yi

∣∣∣∣∣ i = 1, ..., p

⟩
R

+

⟨
yj

∂

∂yi
− yi

∂

∂yj

∣∣∣∣∣ 1 ≤ i < j ≤ p

⟩
R

=

⟨
∂

∂yi

∣∣∣∣∣ i = 1, ..., p

⟩
R

+ θ[SO(p)]0(p) (2.12)
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である. ただし, ∑
1≤i<j≤p

λij

(
yj

∂

∂yi
− yi

∂

∂yj

)
∈ θ[SO(p)]0(p) (2.13)

に 

0 λ1,2 · · · λ1,p−1 λ1,p

−λ1,2 0 · · · λ2,p−1 λ2,p
...

...
. . .

...
...

−λ1,p−1 −λ2,p−2 0 λp−1,p

−λ1,p −λ2,p · · · −λp−1,p 0


∈ so(p) (2.14)

が対応するので θ[SO(p)]0(p) ⋍ so(p)である.

命題 2.12. Diff0[SO(p)] = SO(p) および Ep[SO(p)] = R である. また,

θ[SO(p)]0(p) は有限生成 Ep[SO(p)] = R 加群である.

例 2.13. SL(p,R) ⊂ GL(p,R) に対して Diff[SL(p,R)](p) は体積保存微分同
相写像芽である. ここで, sl(p) は sl(p) = {X ∈Mp(R) | TraceX = 0} である.

命題 2.14. d(Ω(p−2)) を完全 (p−1) 形式の芽のベクトル空間とする. このとき,

d(Ω(p−2)) ⋍ θ[SL(p,R)](p) はR ベクトル空間である. また, Ep[SL(p,R)] = R
である.

ここで, θ[SL(p,R)]0(p)は有限生成 Ep[SL(p,R)]加群ではない事に注意する.

例 2.15. G = Sp(2n,R) = {A ∈ GL(2n,R) | tAJ2nA = J2n} の場合を考える.

ここで, J2n =

(
0 In

−In 0

)
である. このとき, Sp(2n,R)のリー環は

sp(2n,R) = {X ∈M2n(R) | tXJ2n + J2nX = 0} (2.15)

である. いま, R2nの座標を (p1, . . . , pn, q1, . . . , qn)とすると, シンプレクティッ

ク形式 ω =
∑n

i=1 dpi ∧ dqiが定まり,

θ[Sp(2n,R)](2n) =

{
n∑
i=1

(
−∂H
∂pi

∂

∂qi
+
∂H

∂qi

∂

∂pi

) ∣∣∣∣∣H : (R2n, 0)→ R

}
(2.16)
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となる. これはハミルトンベクトル場芽のなす集合である.

n = 1のとき, Sp(2,R) = SL(2,R)であり, E2[Sp(2,R)] = Rである. 一般に,

E2n[Sp(2n,R)] = Rだろう.

θ[Sp(2n,R)](2n)は有限生成 E2n[Sp(2n,R)] = R加群ではないことに注意
する.

例 2.16. p = p1 + p2とする.

(1)

G =

{(
A 0

0 B

) ∣∣∣∣∣ A ∈ GL(p1,R), B ∈ GL(p2,R)
}

= GL(p1,R)⊕GL(p2,R) (2.17)

に対して,

H = GL(p1,R)⊕ {Ip2}, K = {Ip1} ⊕GL(p2,R) (2.18)

とおく. すると,

G = HK ∼= H ×K (2.19)

である. このとき, G,Hのリー環はそれぞれ

h =

{(
X 0

0 0

) ∣∣∣∣∣ X ∈Mp1(R)

}
=Mp1(R)⊕ {0}, (2.20)

k =

{(
0 0

0 Y

) ∣∣∣∣∣ Y ∈Mp2(R)

}
= {0} ⊕Mp2(R) (2.21)

なので Gのリー環 gは

g = h⊕ k =Mp1(R)⊕Mp2(R) (2.22)

となる. このとき,

θ[H]0(p) = mp1θ(p1), θ[K]0(p) = mp2θ(p2) (2.23)
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であり

θ[G]0(p) = mp1θ(p1)⊕mp2θ(p2) (2.24)

である. さらに, Ep[G] = R, Ep[H] = R, Ep[K] = Rであり, これらは全て可微

分代数である. よって, Ep[G] = R = Ep1 ∩ Ep2 = Ep[H] ∩ Ep[K] である. これは

幾何学的部分群でない. 幾何学的部分群についてはDamon [8, 9]を参照.

(2)

G =

{(
A B

0 C

) ∣∣∣∣∣ A ∈ GL(p1,R), C ∈ GL(p2,R)
}

= GL(p1,R)⊕̃GL(p2,R) (2.25)

に対して,

N =

{(
A B

0 I

) ∣∣∣∣∣ A ∈ GL(p1,R)
}

= GL(p1,R)⊕̃{Ip2} (2.26)

K =

{(
I B

0 C

) ∣∣∣∣∣ C ∈ GL(p2,R)
}

= {Ip1}⊕̃GL(p2,R) (2.27)

とおく. すると, N ◁ G, K ◁ Gであり, G = NKである. これは N と Kと

の半直積 H ⋊Kに同型である. このとき, N,Hのリー環はそれぞれ

n =

{(
X Y

0 0

) ∣∣∣∣∣ (X,Y ) ∈Mp1×p(R)

}
(2.28)

k =

{(
0 0

0 Z

) ∣∣∣∣∣ Z ∈Mp2(R)

}
(2.29)

なので Gのリー環 gは

g = n⊕ k =

{(
X Y

0 Z

) ∣∣∣∣∣ (X,Y ) ∈Mp1×p(R), Z ∈Mp2(R)

}
(2.30)

となる. このとき,

θ[N ]0(p) = mpθ(πp1), θ[K]0(p) = mp2θ(p2) (2.31)
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である. ここで, θ(πp1)は π : Rp1 ×Rp2 → Rp1 に沿ったベクトル場芽全体のな

す集合であり, θ(πp1)は E(p, p1) ∼= Ep1p と同型である. このとき,

θ[G]0(p) = θ[N ]0(p)⊕ θ[K]0(p) = mpθ(πp1)⊕mp2θ(p2) (2.32)

である. さらに, Ep[G] = Ep[K] = Ep2 , Ep[N ] = Epであり, これらは可微分代数

である. よって, Ep[G] = Ep[K] ∩ Ep(K) である. これは幾何学的部分群 [8]で

ある.

3 A[G]-同値の無限小構造

3.1 Thom-Mather理論

C∞級写像芽 f : (Rn, 0)→ (Rp, 0)を考える. C∞級写像芽 η : (Rn, 0)→ TRp

が πp ◦ η = f を満たすとき f に沿ったベクトル場と呼ぶ. ここで, πp : TRp →
Rp は接ベクトルバンドルの射影である. すなわち, f に沿ったベクトル場

η : (Rn, 0)→ TRpとは, 図式

TRp

πp

��
(Rn, 0)

f //

η
99ssssssssss

(Rp, 0)

(3.1)

を可換にするもののことである. C∞級写像芽 f : (Rn, 0) → (Rp, 0) に沿った

ベクトル場を全て集めた集合を θ(f)と書く. このとき, η ∈ θ(f)であるための
必要十分条件は

η(x) =

p∑
i=1

ηi(x)
∂

∂yi
◦ f (3.2)

と書けることであり, 基底のベクトルを忘れることで η(f) ∈ θ(f)を

η(x) = (η1(x), . . . , ηn(x)) ∈ E(n, p) = Epn (3.3)

と思うことが出来る. ここで, Epnは En-加群であるが,引き戻し準同型 f ∗ : Ep →
Enを通して Ep-加群でもあることに注意する.
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恒等写像に沿ったベクトル場を θ(n) = θ(1Rn)とおく. このとき,

θ(n) =

⟨
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn

⟩
En
, (3.4)

θ(p) =

⟨
∂

∂y1
, . . . ,

∂

∂yp

⟩
Ep
, (3.5)

θ(f) =

⟨
∂

∂y1
◦ f, . . . , ∂

∂xn
◦ f
⟩

En
(3.6)

なので θ(n), θ(f)は有限生成 En-加群であり, θ(p)はは有限生成 Ep-加群である.

C∞級写像芽 f : (Rn, 0) → (Rp, 0) に対して En準同型 tf : θ(n) → θ(f) を

tf(ζ) = df ◦ ζ と定める. また, f を通した Ep準同型すなわち f ∗(Ep)-準同型
ωf : θ(p)→ θ(f) を ωf(ξ) = ξ ◦ f と定める. このとき, 組

(ωf, tf, θ(p), θ(n), θ(f))

を有限型混合準同型と呼ぶ.

θ(f)は En-加群, Ep-加群両方の構造を持ち, ωf は Ep準同型, tfは En準同型
という混ざった構造を持つことが難しくしている. この困難をどう回避するか

という発想からK-同値が導入される. K-同値に関しては第 5 節で扱う.

さて, θ[G](p) ⊂ θ(p)なので,

ωf[G] = ωf |θ[G](p) : θ[G](p)→ θ(f), f ∗
[G] = f ∗|Ep[G] : Ep[G]→ En (3.7)

とおくと, θ(f)は f ∗
[G]を通して Ep[G]-加群であり, ωfは f ∗

[G]上 Ep[G]準同型な
ので, f ∗

[G]上混合準同型 (ωf[G], tf, θ[G](p), θ(n), θ(f))を得る.

注意 3.1. θ[G]0(p)が Ep[G]-加群として有限生成であるとき,

(ωf[G], tf, θ[G](p), θ(n), θ(f))

は有限型となる.

例 3.2. (1) G = SL(p,R)（例 2.13）のとき, Ep[SL(p,R)] = R であり,

θ[SL(p,R)]0(p)

に対して dimR θ[SL(p,R)]0(p) =∞ である.

(2) G = SO(p)（例 2.11）のとき, Ep[SO(p)] = R, dimR θ[SO(p)]0(p) < ∞
となる.

13



C∞級写像芽 f : (Rn, 0)→ (Rp, 0)のA[G]-同値に関する接空間は

TA[G]e(f) = tf(θ(n)) + ωf[G](θ[G](p)), (3.8)

TA[G](f) = tf(mnθ(n)) + ωf[G](θ[G]0(p)) (3.9)

となる.

注意 3.3. (1) G = GL(p,R)のとき TA[GL(p,R)](f) = TA(f)である.

(2) G = {Ip}のとき TA[{Ip}](f) = TR(f)である.

3.2 R×G-同値

A ∈ GL(p,R)を ψA :
ty 7→ Atyと同一視することによりG ⊂ GL(p,R)を

G ⊂ Diff[G](p)と考える. このとき, C∞級写像芽 f : (Rn, 0) → (Rp, 0)に対

して

θ(f) ⊃ g(f) = {X tf | X ∈ g} (3.10)

とおく. ここで, g ⊂ θ(p)とみなせることに注意する.

C∞級写像芽 f : (Rn, 0)→ (Rp, 0)のR×G-同値に関する接空間は

T (R×G)e(f) = tf(θ(n)) + g(f), (3.11)

T (R×G)(f) = tf(mnθ(n)) + g(f) (3.12)

となる.

ωfg = ωf |g : g→ θ(f)

は R準同型なので, 有限型混合準同型 (ωfg, tf, g, θ(n), θ(f))を得る.

しかし, 次が成り立つ.

命題 3.4. p > 1とする. このとき, dimR
θ(f)

T (R×G)e(f)
< ∞ならば f は沈め

込み写像である. 特に, n < pのときは，沈め込み写像は存在しないので，い

つでも dimR
θ(f)

T (R×G)e(f)
=∞となる.
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4 A[G]-同値の例

4.1 等長的 A同値

G = SO(p)とする. C∞級写像芽 f : (Rn, 0)→ (Rp, 0)に対して,

ωf[SO(p)](θ[SO(p)](p)) =

⟨
∂

∂yi
◦ f | i = 1, . . . , p

⟩
R

+

⟨
fj

∂

∂yi
◦ f − fi

∂

∂yj
◦ f | 0 ≤ i < j ≤ p

⟩
R

(4.1)

である.

定義 4.1. f, g : (Rn, 0) → (Rp, 0)とする. f と gが SO(p)-合同であるとは, f

と gがR× SO(p)-同値であるときである.

命題 4.2. f, g : (Rn, 0)→ (Rp, 0)とする. f と gが A0[SO(p)]-同値であるため

の必要十分条件はこれらが SO(p)-合同であることである. ここで, A0[SO(p)] =

Diff(n)×Diff0[SO(p)](p)である.

系 4.3. n < pのとき, dimR
θ(f)

TA[SO(p)]e(f)
=∞である.

以下で, n = 1, p = 2とする.

命題 4.4 (古典的結果). f, g : (R, 0) → (R2, 0)は正則であるとし, κf , κgをそ

れぞれの曲率関数とする. このとき, f と gが A0[SO(2)]-同値であるための必

要十分条件は κf と κgがR-同値であることである.

写像芽 f = (f1, f2) : (R, 0)→ (Rp, 0)が正則でない場合, すなわち, 特異曲線

の場合を考える.

定義 4.5. f = (f1, f2) : (R, 0)→ (R2, 0)がAk型であるとは, f1がAk型かつ f2

が A2k型, または, f2がAk型かつ f1が A2k型であることである.

注意 4.6. 関数芽 h : (R, 0)→ Rが Ak型であるとは, h′(0) = · · · = h(k)(0) = 0,

hk+1(0) ̸= 0を満たすときである.
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命題 4.7. f : (R, 0) → (R2, 0)が Ak型ならば, 関数芽 h : (R, 0) → Rで f が

(±xk+1, xk+1h(x))と A0[SO(2)]-同値となる h が存在する.

命題 4.7のもと, f(x) = (±xk+1, xk+1h(x)) と改めておくと

ḟ(x) = (±(k + 1)xk, xk((k + 1)h(x) + xḣ(x))

である. このとき,

µ(x) =
1

||ḟ(x)||
ḟ(x), ν(x) = Jµ(x)

とおく. ここで, J =

(
0 −1
1 0

)
である. このとき, {µ(x),ν(x)}は f に沿った

正規直交枠であり, さらに, ḟ(x) · ν(x) = 0を満たす. すなわち, f はフロンタ

ルである. ここで ℓf (x) = ν̇(x) · µ(x), βf (x) = ḟ(x) · µ(x)とおくと(
ν̇(x)

µ̇(x)

)
=

(
0 ℓf (x)

−ℓf (x) 0

)(
ν(x)

µ(x)

)
, ḟ(x) = βf (x)µ(x) (4.2)

が成立する (福永・高橋 [13]).

定理 4.8 (福永・高橋 [13]). フロンタル芽 f, g : (R, 0)→ (R2, 0)に対して, fと

gが SO(2)-合同であるための必要十分条件は ϕ ∈ Diff(1)で任意の x ∈ (Rn, 0)

に対して ϕ̇(x) > 0かつ ϕ̇(x)(ℓf ◦ ϕ(x), βf ◦ ϕ(x)) = (ℓg(x), βg(x))となるもの

が存在することである.

f(x) = (±xk+1, xk+1h(x))に対して,

ℓf (x) =
±(k + 1)((k + 1)ḣ(x) + xḧ(x))√

((k + 1)2 + ((k + 1)h(x) + xḣ(x))2)3
,

βf (x) = xk
√
(k + 1)2 + ((k + 1)h(x) + xḣ(x))2

である.

注意 4.9. h(x)は関数モジュライか?
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命題 4.10 (モンジュ標形). f : (R2, 0)→ (R3, 0)がはめ込み写像であれば, fは

g(x1, x2) = (x1, x2, λ1x
2
1 +λ2x

2
2 +O(3)) と A0[SO(3)]-同値である. ここで, λ1,

λ2は原点における f の主曲率である.

特異曲面の場合, 特にカスプ辺やスワロウテイルに関しては佐治の標準形

[24, 31]の研究がある.

4.2 体積を保つA-同値

G = SL(p,R)とする. A[SL(p,R)]は Aの幾何学的部分群ではない.

Dormitrz と Rieger[11]により, A[SL(p,R)]-同値であるめの必要十分条件は
AΩp-同値であることであることが知られている.

定理 4.11. [11] f, g : (Rn, 0) → (Rp, 0)は A安定であるとする. このとき, f

と gがA同値であるための必要十分条件は, これらがAΩp 同値であることで

ある.

4.3 シンプレクティックA-同値

G = Sp(2q,R)とする. A[Sp(2q,R)]の理論は石川, Janeczko, Domitrzらに

よる研究に対応する.

4.4 bi-A-同値

p = p1 + p2 とし, G = GL(p1,R) ⊕ GL(p2,R)とする. このとき, f =

(f1, f2), g = (g1, g2) : (Rn, 0) → (Rp1 × Rp2 , 0)がA[GL(p1,R) ⊕ GL(p2,R)]-同
値であるための必要十分条件はこれらが bi-A-同値であることである. ここ

で, f = (f1, f2), g = (g1, g2)が bi-A-同値であるとは, C∞級微分同相写像芽

ϕ, ψ1, ψ2で図式

(Rp1 , 0)
f1←−−− (Rn, 0)

f2−−−→ (Rp2 , 0)

ψ1

y ϕ

y yψ2

(Rp1 , 0)
g1←−−− (Rn, 0)

g2−−−→ (Rp2 , 0)

(4.3)
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を満たすものが存在するときである. bi-A-同値に関しては, [7]による研究が

ある.

G = {Ip2} ⊕ GL(p1,R)とする. f = (f1, f2), g = (g1, g2) : (Rn, 0) → (Rp1 ×
Rp2 , 0)がA[{Ip1} ⊕ GL(p2,R)]-同値であるための必要十分条件はこれらが 狭
義 bi-A-同値であることである. ここで, (4.3) において ψ1 = 1Rp1 であるとき,

f = (f1, f2)と g = (g1, g2)は狭義 bi-A-同値であるという. 狭義 bi-A-同値に
関しては, [23]による研究がある.

n = p2 = 2, p1 = 1 の場合は Dufour [12]の研究である. ここで, p1 = 1の場

合のみ意味があることに注意する.

bi-A-同値を一般化して, p = 1 + 1 + · · ·+ 1 とし,

G =




λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
...

...

0 0 · · · λn




のもと, 写像芽

(R, 0)

(R, 0)

(Rn, 0)

>>}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}

77ooooooooooooo
//

''OO
OOO

OOO
OOO

OO

  A
AA

AA
AA

AA
AA

AA
AA

AA
AA

A

...

(R, 0)

(R, 0)

(4.4)

の分類理論を作ることができる.
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4.5 写像芽の射影

p = p1 + p2とし,

G =

{(
A B

0 C

)
| A ∈ GL(p1,R), C ∈ GL(p2,R)

}
= GL(p1,R)⊕̃GL(p2,R)

とする. f = (f1, f2) : (Rn, 0)→ (Rp1 × Rp2 , 0) を

(Rn, 0)
f //

f2

''OO
OOO

OOO
OOO

(Rp1 × Rp2 , 0)

π

��
(Rp2 , 0)

(4.5)

と理解する. f = (f1, f2), g = (g1, g2) : (Rn, 0) → (Rp1 × Rp2 , 0) に対して,

f = (f1, f2)と g = (g1, g2)がA[GL(p1,R)⊕̃GL(p2,R)]-同値であるとはC∞級

微分同相写像芽

ϕ : (Rn, 0)→ (Rn, 0),Ψ: (Rp1 ×Rp2 , 0)→ (Rp1 ×Rp2 , 0), ψ : (Rp2 , 0)→ (Rp2 , 0)

で図式

(Rn, 0)
f−−−→ (Rp1 × Rp2 , 0)

π2−−−→ (Rp2 , 0)

ϕ

y Ψ

y yψ
(Rn, 0)

g−−−→ (Rp1 × Rp2 , 0)
π2−−−→ (Rp2 , 0)

(4.6)

を可換にするものが存在するときである. これはファイバー束 π : E(M)→M

に対する写像図式

N
f //

f2

""F
FF

FF
FF

FF
E(M)

π

��
M

(4.7)

の局所理論である.
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4.6 ラグランジアン同値

いま,

L(2n) = GL(n,R)⊕̃GL(n,R) ∩ Sp(2n,R)

=

{(
A B

0 C

)
∈ Sp(2n,R) | A,C ∈ GL(n,R)

}

=

{(
(tC)−1 tC−1D

0 C

)
∈ Sp(2n,R) | A,C ∈ GL(n,R)

}
(4.8)

とすると,

ℓ(2n) =

{(
−tX Y

0 X

)
| X ∈Mn(R), tY = Y

}
(4.9)

である. したがって,

ζ =
n∑
i=1

ηi(p, q)
∂

∂pi
+

n∑
i=1

ξi(p, q)
∂

∂qi
, ηi(p, q), ξ(p, q) ∈ E2n

に対して,

Jζ =


∂ηi
∂pj

(p, q)
∂ηi
∂qj

(p, q)

∂ξi
∂pj

(p, q)
∂ξi
∂qj

(p, q)

 ∈ ℓ(2n)
であるための必要十分条件は

∂iηi
∂pj

(p, q) = −∂ξj
∂qj

(p, q),
∂ξi
∂pj

(p, q) = 0,
∂iηi
∂qj

(p, q) = −∂ηj
∂qi

(p, q) (4.10)

が成立することである. このとき, ξi(p, q) = ξ(q)であり,
∂ηi
∂pj

(p, q) = −∂ξj
∂qi

(q)

より ηi(p, q) = −
∑n

j=1

∂ξj
∂qi

(p, q) である. よって,

ζ(p, q) = −
n∑
i=1

(
n∑
j=1

∂ξj
∂qi

(q)pj + µi(q)

)
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とかける. すなわち, ζ(p, q)は

H : (Rn × Rn, 0)→ R, H(p, q) =
n∑
j=1

ξj(q)pj + µ(q)

というハミルトン関数から決まるハミルトンベクトル場である.

写像芽 f, g : (Rm, 0)→ (Rn × Rn, 0)に対して, f と gが A[L(2n)]-同値であ
るとは, C∞級微分同相写像芽 ϕ : (Rm, 0) → (Rm, 0), ψ : (Rn, 0) → (Rn, 0)と

シンプレクティック微分同相写像芽Ψ: (Rn × Rn, 0)→ (Rn × Rn, 0) で図式

(Rm, 0)
f−−−→ (Rn × Rn, 0)

π2−−−→ (Rn, 0)

ϕ

y Ψ

y yψ
(Rm, 0)

g−−−→ (Rn × Rn, 0)
π2−−−→ (Rn, 0)

(4.11)

を可換にするものが存在するときである. m = nのとき f と gがラグランジュ

はめ込みの場合, fと gがA[L(2n)]-同値であるための必要十分条件は fと gが

ラグランジュ同値であることとなる.

注意 4.12. (1) L(2n) = GL(n,R)⊕̃GL(n,R) ∩ Sp(2n,R)だったが,

GL(p1,R)⊕̃GL(p2,R) ∩ SO(p) = SO(p1)⊕ SO(p2)

が成り立ち, この場合, 2つの写像芽の組

f = (f1, f2), g = (g1, g2) : (Rn, 0)→ (Rp1 × Rp2 , 0)

がA0[SO(p1) ⊕ SO(p2)]-同値であるための必要十分条件はこれらの f と gが

R× (SO(p1)⊕ SO(p2))-同値であることである.

(2) GL(n,R)⊕GL(n,R) ∩ SL(p1 + p2,R)ではどうか？

5 K[(ρ,G)]-同値の無限小構造
第 1.2節で述べたように,

GL(p,R) ={A ∈Mp(R) | detA ̸= 0},

GL(Rp) ={L ∈ HomR(Rp,Rp) |Lは線形同型 }

21



であり, 本稿ではこの二者は区別している. GL(Rp) は Rp の基底をとって

GL(p,R) との同型対応を作り, この対応によって局所座標をとる.

G をリー群とし,

ρ : G→ GL(Rp)

を C∞ 表現とする. G が線形リー群 G ⊂ GL(p,R) のときは恒等表現 ι : G ↪→
GL(p,R) を表現とみなす. Matherの K 同値とは以下の同値関係である.

定義 5.1. f, g : (Rn, 0)→ (Rp, 0) を C∞ 写像芽とする. f と g が K-同値であ
るとはC∞-写像 A : (Rn, 0)→ GL(p,R) と微分同相写像 ϕ : (Rn, 0)→ (Rn, 0)

が存在して任意の x ∈ (Rn, 0) に対して

A(x)tf(x) = g ◦ ϕ(x) (5.1)

が成り立つときをいう.

この同値関係は以下のように解釈できる. f : (Rn, 0) → (Rp, 0) に対して

sf : (Rn, 0)→ (Rn × Rp, 0) を

sf (x) = (x, f(x))

として, sf を自明なベクトル束

(Rn × Rp, 0)→ (Rn, 0)

の切断であると考えると, K-同値はベクトル束の切断としての自然な同値関係
と思える. これから定義する K[(ρ,G)] 同値のアイデアはこのベクトル束の構
造群を小さくしようというものである.

定義 5.2. f, g : (Rn, 0)→ (Rp, 0) を C∞ 写像芽とする. f と g が K[(ρ,G)]-同
値であるとは微分同相写像 ϕ : (Rn, 0) → (Rn, 0) と C∞-写像 a : (Rn, 0) → G

が存在して任意の x ∈ (Rn, 0) に対して

g ◦ ϕ(x) = ρ(a(x))(f(x)) (5.2)

が成り立つときをいう. ϕ が恒等写像 1Rn の場合は C[(ρ,G)]-同値という.
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Hρ
a : (Rn × Rp, 0)→ (Rp, 0) を

Hρ
a(x, y) = ρ(a(x))(y) (5.3)

とすると (5.2) の右辺はHρ
a(x, f(x)) とかける. Diff(n+ p) の部分集合を

K[(ρ,G)](n, p) = K[(ρ,G)] = {(ϕ,Hρ
a) |ϕ ∈ Diff(n), a : (Rn, 0)→ G : C∞}

(5.4)

∪

C[(ρ,G)](n, p) = C[(ρ,G)] = {(1Rn , Hρ
a) | a : (Rn, 0)→ G : C∞} (5.5)

と定めると,

K[(ρ,G)](n, p) = Diff(n)⋊ C[(ρ,G)](n, p) (5.6)

が成り立つ. 半直積の形式的接空間は直和なので,

T1Rn×RpK[(ρ,G)](n, p) = Mnθ(n)⊕ T1Rn×RpC[(ρ,G)](n, p) (5.7)

となる. Mnθ(n) の構造は先に調べたので, T1Rn×RpC[(ρ,G)](n, p) の構造を調べ
る. リー群 G の単位元 e に対して TeG = g とかくと,

dρe : g→ L(Rp)

であり,

L(Rp) = T1RpGL(R
p) = HomR(Rp,Rp)

である. ここで En-加群 g(En) を

g(En) = {ζ | ζ : (Rn, 0)→ g, C∞}

と定め,

L(En) = L(Rp)(En)

と書くと,

g = L(Rp) = {ξ | ξ : (Rn, 0)→ L(Rp), C∞}

だから, ξ ∈ L(En) であり, 任意の x ∈ (Rn, 0) に対して ξ(x) ∈ L(Rp) である.

ここで, ξ に対して写像 ξ : (Rn × Rp, 0)→ Rp を

ξ(x, y) = ξ(x)(y)
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と定義し,

θ(C) = {ξ | ξ ∈ L(Rp)(En)}

とおくと, θ(C) ⊂ θ(πp) = E(n + p, p) であり, E(n + p, p) の部分 En-加群であ
る. ここで, 写像 (dρe)∗ : g(En)→ L(En) を

(dρe)∗(ξ) = dρe ◦ ξ

と定義するとこれは En-準同型となる. また, ξ の定義から, ζ ∈ g(En) に対し
て写像

dρe ◦ ζ : (Rn × Rp, 0)→ (Rp, 0) (5.8)

は

dρe ◦ ζ(x, y) = (dρe ◦ ζ(x))(y) (5.9)

である. これまでの考察から, 包含関係

θ(πp) ⊃ θ(C) ⊃ θ(C[(ρ,G)]) = {dρe ◦ ζ | ζ ∈ g(En)} (5.10)

が成り立ち, 次が成り立つ.

事実 5.3.

T1Rn×RpC[(ρ,G)](n, p) = θ(C[(ρ,G)]), (5.11)

θ(C) = θ([ι, GL(Rn)]). (5.12)

この事実から, C[(ρ,G)] の接空間を

TC[(ρ,G)] := θ(C[(ρ,G)])

とかく. ここで, Matherの C 同値の接空間 TC が TC = θ(C) なので, その記

号に対応させている.

このように書いても構造はまだわからないので, 以下で基底をとって構造を

実際に調べる. Σ = {v1, . . . , vp} を Rp の基底とすると

rΣ(f) = rΣ(f) = (fij),
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(ただし (fij) は f の Σ に関する表現行列) なる同型 rΣ : GL(Rp) ≃ GL(p,R)
がとれる. ρΣ : G→ GL(p,R) を ρΣ = rΣ ◦ ρ とおくと ρΣ(a) = (aρij) は ρ(a) の

Σ に関する表現行列となる. このとき

(dρΣ)e = (drΣ)1Rp ◦ dρe : g→Mp(R)

となる. ここで Mp(R) は実 p× p 行列の集合である. さて drΣ : TC →Mp(R)
は ξ ∈ TC に対して

drΣ(ξ) = (drΣ)1Rp ◦ ξ : (R
n, 0)→Mp(R)

とみなせるので,

(drΣ)∗(TC[(ρ,G)]) = (dρΣ)∗(g(En)) = {(ζij) | (ζij) = (dρΣ) ◦ ζ (ζ ∈ g(En))}

が成り立つ. ここで, {δ1, . . . , δr} を実ベクトル空間としての g の基底とすると

(dρΣ)e(δk) = (λkij) ∈Mp(R)

となる.

命題 5.4.

(drΣ)∗
(
TC[(ρ,G)]

)
=
⟨
(λ1ij), . . . , (λ

r
ij)
⟩
En

(5.13)

が成り立つ. 特に (drΣ)∗
(
TC[(ρ,G)]

)
は有限生成 En-加群である.

さて, f : (Rn, 0)→ (Rp, 0) に対して前述の sf : (Rn, 0)→ (Rn × Rp, 0) ただ

し sf (x) = (x, f(x)) を用いて TC(f) を書くと,

TC(f) = {ξ ◦ sf | ξ ∈Mp(En)} ⊂ θ(sf ) ∼= E(n, n+ p)

であるが,

ξ ◦ sf (x) = ξ(x, f(x)) = ξ(x)(f(x)) ∈ Rp

なので,

ξ ◦ sf : (Rn, 0)→ (Rp, 0)

25



となる. ゆえに TC(f) ⊂ θ(f) ∼= E(n, p) が成り立つ. また,

TC[(ρ,G)](f) = {dρe ◦ ζ ◦ sf | ζ ∈ g(En)} (5.14)

⊂ TC(f) ⊂ θ(f)

もわかる.

また同様に具体的に調べるためにRp の基底 Σ = {v1, . . . , vp} をとる. この

Σ に対して

d(rΣ,f ) : TC(f)→Mp(En)(f) = {(ζij)tf | (ζij) ∈Mp(En)} (5.15)

は ξ ◦ sf ∈ TC(f) に対して

d(rΣ,f )(ξ ◦ sf ) : x 7→ (drΣ)1Rp ◦ ξ(x)(f(x)) = (ξij)
tf (5.16)

となっている. ただし, (drΣ)1Rp ◦ ξ = (ξij) である.

事実 5.5. d(rΣ,f ) は En-加群としての同型写像である.

ここで, 表現行列を通して d(rΣ,f ) を TC[(ρ,G)](f) に制限したものは

d(rΣ,f )(TC[(ρ,G)](f)) = (dρΣ)e ∗(g(En))(f) (5.17)

= {(ζij)tf | (ζij) ∈ (dρΣ e)∗(g(En)) (5.18)

をみたす. このことから, 先程とった基底 Σ = {v1, . . . , vp} を使うと (drΣ) に

f をつけても同じように生成元が書けることがわかる. つまり, 次が成り立つ.

命題 5.6.

(drΣ,f )
(
TC[(ρ,G)](f)

)
=
⟨
(λ1ij)

tf, . . . , (λrij)
tf
⟩
En

(5.19)

が成り立つ. 特に TC[(ρ,G)](f) は有限生成 En-加群である.

注意 5.7. 特に, ρ が ι : G ↪→ GL(p,R) の場合,

rΣ = 1GL(p,R), ιΣ = ι

なので,

TC[G] = g(En) = ⟨λ1, . . . , λr⟩En .
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が成り立つ. ただし, λ1, . . . , λr は g の基底である. また,

TC[G](f) = ⟨λ1tf 1, . . . , λr
tf⟩En .

となる.

また,

K[(ρ,G)] = Diff(n)⋊ C[(ρ,G)](n, p) (5.20)

なので,

TK[(ρ,G)] = T Diff(n)⊕ TC[(ρ,G)](n, p) (5.21)

TK[(ρ,G)](f) = tf(Mnθ(n)) + TC[(ρ,G)](f) (5.22)

TK[(ρ,G)]e(f) = tf(θ(n)) + TC[(ρ,G)](f) (5.23)

となる.

定理 5.8. TK[(ρ,G)]e(f) は有限生成 En-加群である.

つまり, TK[(ρ,G)]e(f)はDamonの意味での幾何的部分群 ([8, Section 8])と

なっている.

注意 5.9. G = {e} ならば K[(ρ,G)]-同値とR-同値は必要十分条件である. ゆ

えに

R ⊂ · · · ⊂ K[(ρ,G)] ⊂ · · · ⊂ K (5.24)

となる. ここで, K[(ρ,G)] はいつでも幾何的部分群となり, R で成り立ち, さ

らに K で成り立つことは原則的に K[(ρ,G)] でも成り立つ.

6 表現の同値, 群の縮小・拡大

6.1 表現の同値

G をリー群, ρi : G→ GL(Rp) (i = 1, 2) を C∞ 表現とする. このとき, ρ1 と

ρ2 が同値であるとは, R-同型 ψ : Rp → Rp が存在し, 任意の a ∈ G に対して,
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ψ ◦ ρ1(a) ◦ ψ−1 = ρ2(a) が成り立つときをいう. 二つの表現 ρ1, ρ2 が同値であ

るとき, ρ1 ∼ ρ2 と表す. また, ρ1 ∼ ρ2 であるとき, En-同型 ψ∗ が,

ψ∗ : θ(f) ∋ η 7→ ψ∗(η) = ψ ◦ η ∈ θ(ψ ◦ f)

として誘導される. この写像 ψ∗ により,

ψ∗(tf(ξ)) = ψ∗(df ◦ ξ) = dψ ◦ df ◦ ξ = d(ψ ◦ f) ◦ ξ = t(ψ ◦ f)(ξ)

が成り立つので, 関係式

ψ∗(tf(θ(n))) = t(ψ ◦ f)(θ(n)) (6.1)

が言える. この関係 (6.1) を用いると, 次が分かる.

定理 6.1. リー群 G の二つの C∞ 表現 ρi : G → GL(Rp) (i = 1, 2) が同値で

あるとき,

ψ∗ (TC[(ρ1, G)](f)) = TC[(ρ2, G)](ψ ◦ f) (6.2)

が成り立つ. さらに,

ψ∗ (TC[(ρ1, G)]e(f)) = TC[(ρ2, G)]e(ψ ◦ f) (6.3)

も成り立つ.

この定理の系として次が言える.

系 6.2. リー群 G の二つの C∞ 表現 ρi : G→ GL(Rp) (i = 1, 2) が同値である

とき, f が K[(ρ1, G)]-同値に関して k-確定であるための必要十分条件は, ψ ◦ f
が K[(ρ2, G)]-同値に関して k-確定であることである.

系 6.3. リー群 G の二つの C∞ 表現 ρi : G → GL(Rp) (i = 1, 2) が同値であ

るとき, F が f の K[(ρ1, G)]-普遍開折であるための必要十分条件は, ψ ◦F が
ψ ◦ f の K[(ρ2, G)]-普遍開折であることである.
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6.2 表現の分解

G をリー群, ρ : G→ GL(Rp) を G の表現とする. また, V ⊂ Rp を R-部分
ベクトル空間とする. このとき, V が ρ-不変であるとは, 任意の a ∈ G に対し
て, ρ(a)(V ) ⊂ V となるときをいう. さらに, V を不変部分空間という. (不変

部分空間などの詳細については, [22, 36] などを参照せよ. )

以下では, ρ(G) は GL(Rp) のリー部分群であり, 表現 ρ は可約, 即ち, (非

自明な) ρ-不変部分ベクトル空間 V1 ⊂ Rp が存在することを仮定する. このと

き, Rp の部分ベクトル空間 V2 で, Rp = V1 ⊕ V2, dimR Vi = pi (p = p1 + p2)

を満たすものが存在する. G から GL(V1) への表現 ρ1 : G→ GL(V1) を, 任意

の a ∈ G に対して, ρ1(a) = ρ(a) |V1 : V1 → V1 に対応させるものとして定め

る. いま, V1 は ρ-不変であることに注意する. また, π2 : Rp = V1⊕ V2 → V2 を

標準射影とし, G から GL(V2) への表現 ρ2 : G→ GL(V2) を, 各 a ∈ G に対し
て, ρ2(a) = π2 ◦ ρ(a) |V2 : V2 → V2 によって定める.

さて, Σ1 = {v1, . . . , vp1} を V1 の一つの基底, Σ2 = {vp1+1, . . . , vp} (p =

p1 + p2) を V2 の一つの基底とする. このとき, Σ = Σ1 ∪Σ2 とすると, これは,

Rp = V1⊕V2 の基底を与えてる. 写像 rΣ : GL(Rp)→ GL(p,R)をこの基底に関
する同型写像とする. この同型写像 rΣ を用いて, 線形表現 ρΣ : G→ GL(p,R)
を, 任意の a ∈ G に対して

ρΣ(a) = rΣ ◦ ρ(a) =

(
ρ1(a) ρ12(a)

0 ρ2(a)

)
(6.4)

として定める. もし, V2 も ρ-不変であるとすると, ρ(a)(V2) ⊂ V2 が任意の

a ∈ G に対して成り立つので, ρ2(a) = ρ(a)|V2 が成立する. つまり, ρ12(a) = 0

である. したがって, (6.4) で定義された線形表現 ρΣ は, 任意の a ∈ G に対
して,

ρΣ(a) =

(
ρ1(a) 0

0 ρ2(a)

)
(ρi(a) ∈ GL(pi,R)), i = 1, 2)

と表される. 即ち, ρΣ = ρ1 ⊕ ρ2 : G→ GL(p1,R)⊕GL(p2,R) に分解される.

f : (Rn, 0)→ (Rp, 0) = (V1⊕ V2, 0) を写像芽, π1 : Rp = V1⊕ V2 → V1 を標準

射影, ψ : (Rp, 0)→ (V1⊕ V2, 0) を ψ(ei) = vi (i = 1, . . . , p) で定まる R-同型と
する. ただし, ei は, Rp の標準基底を表し, vi ∈ Σ = Σ1 ∪ Σ2 である. このと
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き, 二つの写像 fi (i = 1, 2) を

fi = πi ◦ ψ ◦ f : (Rp, 0)→ (Vi, 0)

で定める.

命題 6.4. ρΣ = ρ1 ⊕ ρ2 という仮定の下で, 写像 f, g : (Rn, 0) → (Rp, 0) が

K[(ρ,G)]-同値であるための必要十分条件は, ψ ◦ f = (f1, f2) と ψ ◦ g = (g1, g2)

が K[(ρ1 ⊕ ρ2, G)]-同値となることである.

6.3 群の縮小・拡大

ρ : G→ GL(Rp) をリー群 G の表現とする. H を G の部分群として, ρH =

ρ|H : H → GL(Rp) と定める. 以下では, K[(ρH , H)]-同値と K[(ρ,G)]-同値を比
較する.

写像芽 f : (Rn, 0) → (Rp, 0) に対して, モジュライ空間M(K[(ρ,G : H)].f)

を

M(K[(ρ,G : H)].f) =
TK[ρ,G](f)
TK[ρH , H](f)

(6.5)

と定める. これは, En-加群になることに注意する. M(K[(ρ,G : H)].f) を

(ρ, ρH) に関する無限小相対モジュライ空間という. さらに

M(C[(ρ,G : H)].f) =
TC[(ρ,G)](f)
TC[(ρH , H)](f)

(6.6)

と定義する.

注意 6.5. 次の関係

TC =Mp(En), TC[G] = g(En), TC[H] = h(En) (6.7)

が成立する. また ρ :M[(C[(ρ,G : H)].f ]→M(K[ρ,G : H].f) を ρ
(
ζ̃
)
= ζ̂ と

すると,

0→ ker ρ→M(C[ρ,G : H].f)→M(K[ρ,G : H].f)→ 0 (6.8)
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は, R-ベクトル空間としての完全系列となる. ここで,

ker ρ =
TC[ρ,G](f) ∩ TK[(ρH , H)](f)

TC[(ρH , H)](f)
∼=

TC[(ρ,G)](f) ∩ tf(Mnθ(n))

TC[(ρH , H)](f) ∩ tf(Mnθ(n))
(6.9)

である.

いま, C(n, p) = {(1Rn , HA) | A : (Rn, 0)→ GL(p,R)} とし, その部分集合 Cf
を Cf = {(1Rn , HA) | HA ◦ sf = f} と定める. ここで, HA ◦ sf (x) = A(x) · tf(x)
に注意する. このとき, Cf の接束は,

TCf = {ξ ∈Mp(En) | ξ(x) · tf(x) = 0, ∀x ∈ (Rn, 0)} (6.10)

で与えられる. また,写像 ωπC (f) : TC → TC(f) = {ξ · tf | ξ ∈ GL(p, En)} を
任意の ξ ∈ TC に対して, ωπC (f)(ξ) = ξ · tf で定める. これは,準同型写像にな

ることに注意する. このことから, ker(ωπC (f)) = TCf が成立する. したがって,

同型対応
TC
TCf

∼= TC(f) (6.11)

が言える. さらに, Mp(En)f = {(ξij) ∈ Mp(En) | (ξij) · tf = 0} とすると,

TC =Mp(En) と上の同型対応から,

TC(f) ∼=
Mp(En)
Mp(En)f

(6.12)

を得る. いま, TC[G]f = TC[G] ∩ TCf = {ξ ∈ g(En) | ξ · tf = 0}(= g(En)f ) な
ので,

TC[G](f) ∼=
TC[G] + TCf

TCf
(6.13)

となる. したがって, En-同型

M(C[G : H].f) ∼=
TC[G]

TC[H] + TC[G]f
∼=

g(En)
h(En) + g(En)f

(6.14)

を得る.

一方, π : g→ g/h を標準射影とし, Π(g.h) : g(En) ∋ ξ 7→ π ◦ ξ ∈ (g/h)(En) と
定めると, ker

(
Π(g.h)

)
= {ξ ∈ g(En) | π ◦ ξ = 0} = {ξ ∈ g(En) | ξ ∈ h(En)} =

h(En) = TC[H] が成立する (注意 6.5 参照).

以上をまとめると, 次が言える.
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定理 6.6. 次の同型対応が成立する：

M(C[G : H].f) ∼=
g(En)

h(En) + g(En)f
∼=

(g/h)(En)
Π(g.h)(g(En)f )

. (6.15)

例 6.7. p = 1 + q, G ⊂ GL(q,R) を線形リー部分群とする. また, {1} ⊕ G ⊂
GL(p,R) とする. いま, このリー環は {0} ⊕ g (g は G のリー環)になる. こ

のとき, 写像芽 f = (f1, f2), g = (g1, g2) : (Rn, 0)→ (R×Rq, 0) が K[{1} ⊕G]-
同値であるとは, f1 = g ◦ ϕ かつ A(x) · tf2(x) = g2 ◦ ϕ(x) を満たす微分同相
写像芽 ϕ : (Rn, 0) → (Rn, 0) とA : (Rn, 0) → G が存在することである. いま,

{1} ⊕ G ⊂ R∗ ⊕ G ⊂ GL(p,R) であることに注意する. ただし, R∗ = R \ {0}
であり, R∗ ⊕G のリー環は, R⊕ g である. もし, f と g を C[R∗ ⊕G]-同値で
分類をすると (できれば), 関数 f1 の前に関数モジュライが現れる.

さて, 無限小相対モジュライ空間M(C[R∗⊕G : {1}⊕G].f) を考えよう. 上

の定理 6.6 の同型対応 (6.15) から,

M(C[R∗⊕G : {1}⊕G].f) = En ⊕ g(En)
{0} ⊕ g(En) + (En ⊕ g(En))f

∼=
En

Π((En ⊕ g(En))f )

である. ここで, (En⊕g(En))f = (En)f1⊕g(En)f2 = {λ ∈ En | λ · f1 = 0}⊕{ξ ∈
g(En) | ξ · tf2 = 0} (f = (f1, f2) : (Rn, 0)→ (Rp = R× Rq, 0))であり,

Π: En ⊕ g(En)→
En ⊕ g(En)
{0} ⊕ g(En)

= En

であるので, Π((En⊕g(En))f ) = (En)f1 . よって, En/Π((En⊕g(En))f ) = En/(En)f1
であり, En/(En)f1 ∼= En(f1) = {λ · f1 | λ ∈ En} = TC(f1) = ⟨f1⟩En なので,

M(C[R∗ ⊕G : {1} ⊕G].f) ∼= ⟨f1⟩En が成り立つ.

7 K[G]-同値の例
G ⊂ GL(p,K)をリー部分群とする. K = RまたはCとする.
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7.1 零点集合の旗

G を

G = T ∗
ℓ (p) :=




λ11 0
...

. . .

λp1 . . . λpp

 ∈ GL(p,K)

∣∣∣∣∣∣∣∣λ11 · · ·λpp ̸= 0


⊂ GL(p,K) (7.1)

とする. f = (f1, · · · , fp) : (Kn, 0)→ (Kp, 0)に対して,

Vj(f) :=

j∩
i=1

f−1
i (0) (j = 1, · · · , p) (7.2)

とし, 零点集合の旗 FV (f) を

FV (f) := (V1(f), V2(f), · · · , Vp(f)) (7.3)

とおく.

定義 7.1. f, g : (Kn, 0) → (Kp, 0) に対して, f と gがK[T ∗
ℓ (p)]-同値の時, f と

gは旗 K-同値であるといい, FV (f) ∼ FV (g)と書く.

このとき, 次が成り立つ.

FV (f) ∼ FV (g)の時, ϕ ∈ Diff(n)が存在して, j = 1, · · · , pに対して,

ϕ(Vj(f)) = ϕ(Vj(g))である. T ∗
ℓ (p) に対応するリー環は

tℓ(p) =




µ11 0
...

. . .

µp1 . . . µpp

 ∈Mp(K)

∣∣∣∣∣∣∣∣µij ∈ K

 ⊂Mp(K) (7.4)

である. また,

θ(C[T ∗
ℓ (p)]) = tℓ(p)(En), (7.5)

TC[T ∗
ℓ (p)](f) = {ζ.tf | ζ ∈ tℓ(p)(En)} (7.6)
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である. ここで,

(ζ.tf)(x) =


ζ11(x) 0

ζ21(x) ζ22(x)
...

. . .

ζp1(x) . . . . . . ζpp(x)




f1(x)
...
...

fp(x)

 =



ζ11(x)f1(x)
...
...

p∑
i=1

ζpifi(x)


.(7.7)

また,

TK[T ∗
ℓ (p)]e(f) = tf(θ(n)) + TC[T ∗

ℓ (p)](f) (7.8)

である.

7.2 零点集合の配置

7.2.1 超曲面配置

G を

G = D∗(p) :=




λ1 0
. . .

0 λp

 ∈ GL(p,K)

∣∣∣∣∣∣∣∣λ1 · · ·λp ̸= 0


⊂ GL(p,K) (7.9)

とする. f = (f1, · · · , fp) : (Kn, 0) → (Kp, 0)に対して, V (fi) := f−1
i (0) (i =

1, · · · , p) とし, 超曲面配置を

AV (f) := (V (f1), · · · , V (fp)) (7.10)

とおく.

定義 7.2. f, g : (Kn, 0) → (Kp, 0) に対して, f と gがK[D∗(p)]-同値の時, f と

gは配置K-同値であるといい, AV (f) ∼ AV (g)と書く.
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このとき, 次が成り立つ.

AV (f) ∼ AV (g)の時, ϕ ∈ Diff(n)が存在して, j = 1, · · · , pに対して,

ϕ(V (fj)) = ϕ(V (gj))である. D∗(p) に対応するリー環は

d(p) =




µ1 0
. . .

0 µp

 ∈Mp(K)

∣∣∣∣∣∣∣∣µi ∈ K

 ⊂Mp(K) (7.11)

である. また,

θ(C[D∗(p)]) = d(p)(En), (7.12)

TC[D∗(p)](f) = {ζ.tf | ζ ∈ d(p)(En)}, (7.13)

TK[D∗(p)]e(f) = tf(θ(n)) + TC[D∗(p)](f) (7.14)

である.

7.2.2 Bi-K-同値 ([7, 28, 32]参照)

p を p = p1 + p2 とおいて G を

G = GL(p1,K)⊕GL(p2,K) (7.15)

=

{(
A 0

0 B

)
∈ GL(p,K)

∣∣∣∣∣A ∈ GL(p1,K), B ∈ GL(p2,K)

}
⊂ GL(p,K)

とする. 以下では f = (f1, f2) : (Kn, 0)→ (Kp1 ×Kp2 , 0) と書くことにする.

定義 7.3. f, g : (Kn, 0) → (Kp1 × Kp2 , 0) に対して, f と gが K[GL(p1,K) ⊕
GL(p2,K)]-同値の時, f と gは bi-K-同値であるという.

このとき, 次が成り立つ.

GL(p1,K)⊕GL(p2,K)に対応するリー環は

Mp1(K)⊕Mp2(K) (7.16)

である. また,

TK[GL(p1,K)⊕GL(p2,K)]e(f)

= tf(θ(n)) + {ζ · f |ζ = ζ1 ⊕ ζ2 ∈Mp1(En)⊕Mp2(En)} (7.17)
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である. ここで,

ζ · f(x) =

(
ζ1(x)

tf1(x)

ζ2(x)
tf2(x)

)
. (7.18)

7.3 零点集合上の関数 ([10, 18])

p を p = 1 + qとおいて G を

G = {1} ⊕GL(q,K) =

{(
1 0

0 A

)
∈ GL(p,K)

∣∣∣∣∣A ∈ GL(q,K)

}
⊂ GL(p,K) (7.19)

とする. このとき,次が成り立つ.

f = (f1, f2), g = (g1, g2) : (Kn, 0) → (K × Kp2 , 0) に対して, f と g が

K[{1}⊕GL(q,K)]-同値ならば, 微分同相写像 ϕ : (Kn, 0)→ (Kn, 0)が存在して

f1 = g1 ◦ ϕ かつ f2 と g2 ◦ ϕ は C-同値 (7.20)

である. このとき, ϕ(V (g2)) = V (f2), つまり, f−1
2 (0) = (g2 ◦ ϕ)−1(0)となる.

また,

TK[{1} ⊕GL(q,R)]e(f) = tf(θ(n)) + {ζ ·tf | ζ = 0⊕ ζ2 ∈ {0} ⊕Mq(En)}

= tf(θ(n)) + {0} ⊕ f ∗
2 (Mq)E(n, q) (7.21)

である.

定義 7.4. (f, h), (g, h) : (Rn, 0) → (R × Rq, 0) に対して, ϕ ∈ Diff(n) が存在

して,

f ◦ ϕ = g かつ I(h ◦ ϕ) = I(h) (7.22)

の時, (f, h) と (g, h)はRI(h)-同値であるという. ここで, I(h) = h∗(Mq)Enで
ある.

命題 7.5 ([18]). 次は同値である.

(1) (f, h) と (g, h)はRI(h)-同値.

(2) (f, h) と (g, h)はK[{1} ⊕GL(q,R)]-同値.
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7.4 K[SO(p)]-同値

第 8節で与えられるトポロジカル絶縁体や分子伝播への応用例は, K[SO(p)]-

同値に言い換えられる. また, 一般にG = Spin(p)の場合, 定義からある表現

ρ : G −→ SO(p)が存在するので, K[(ρ,G)]-同値はK[SO(p)]-同値に言い換え

られる. このように, 様々な状況下でK[SO(p)]-同値は重要な役割を担うと思

われる. ここでは, 神戸大での講義以降に得られた, K[SO(p)]-同値に関する分

類結果を解説する.

K[SO(p)]に対応するリー環は

so(p) = {X ∈Mp(R)|X +tX = O} (7.23)

である. また,

TK[SO(p)]e(f) = tf(θ(n)) + {ζ ·tf |ζ ∈ so(p)(En)}

= tf(θ(n)) + TC[SO(p)](f) (7.24)

である. ここで, Mp(R)の標準基底 {Eij | i, j = 1, . . . , p}に対して, Tij =

Eij − Ejiと定めると, {Tij | 1 ≤ i < j ≤ p}は so(p)の基底となり,

TC[SO(p)](f) = so(p)(En)(f) = ⟨Tij.f | 1 ≤ i < j ≤ p⟩En

が成り立つ. Rpの標準基底を {ei | i = 1, . . . , p}とすると f = (f1, . . . , fp)に対

して, T tijf = fjei − fiejなので,

TC[SO(p)](f) = ⟨fjei − fiej | 1 ≤ i < j ≤ p⟩En

となる. 従って,

TK[SO(p)]e(f) =
⟨
∂f

∂x1
, . . .

∂f

∂xn
, fjei − fiej

∣∣∣ 1 ≤ i < j ≤ p

⟩
En

となる.

写像芽 f : (Rn, 0) −→ (Rp, 0)に対して, その微分写像 df(0) : T0Rn −→ T0Rp

を考えると, rank df(0)はK[SO(p)]-同値の基本的な不変量となる. 直接計算か

ら f, g : (Rn, 0) −→ (Rp, 0)が K[SO(p)]-同値ならば, rank df(0) = rank dg(0)

となることがわかる. この時以下の命題が成り立つ.
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命題 7.6. f : (Rn, 0) −→ (Rp, 0)を rank df(0) = q であるような写像芽と

する. この時, 写像芽 g̃ : (Rn, 0) −→ (Rp−q, 0) で i = q + 1, . . . , nに対し

て, ∂g̃/∂xi(0) = 0を満たすものが存在して, f は g : (Rn, 0) −→ (Rp, 0)に

K[SO(p)]-同値となる. ここで,

g(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xq, g̃(x1, . . . , xn))

である.

この時, 以下のK[SO(p)]-余次元に関する評価が得られる.

命題 7.7. f : (Rn, 0) −→ (Rp, 0)を rank df(0) = qを満たす写像芽とする. こ

の時,

K[SO(p)]-cod (f) ≥ (n− q)(p− q)

が成り立つ.

有限確定な写像芽に関しては, 完全横断性理論を応用することにより, 以下

の定理が成り立つ.

定理 7.8. f : (Rn, 0) −→ (Rp, 0)をK[SO(p)]-有限確定で rank df(0) = q を満

たす写像芽とする. この時, rank dg̃(0) = 0を満たす写像芽 g̃ : (Rn−q, 0) −→
(Rp−q, 0)が存在して, f は g : (Rn, 0) −→ (Rp, 0)にK[SO(p)]-同値となる. た

だし,

g(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xq, g̃(xq+1, . . . , xn))

である.

7.4.1 n ≤ pの場合

最初に, はめ込み芽の場合は以下の命題が成り立つ.

命題 7.9. n ≤ pの時, f : (Rn, 0) −→ (Rp, 0)を rank df(0) = nを満たす写像芽

とする. この時, f は g(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn, 0, . . . , 0)にK[SO(p)]-同値で
ある. さらに, K[SO(p)]-cod (f) = p− nとなる.
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次に n = 1の場合は, 関数芽 f : (R, 0) −→ (R, 0)について, f が Ak型であ

るとは f ′(0) = f ′′(0) = · · · f (k)(0) = 0かつ f (k+1)(0) ̸= 0を満たすこととして,

A≥k型であるとは f ′(0) = f ′′(0) = · · · f (k)(0) = 0を満たすこととする. この

時, 以下の補題が成り立つ.

補題 7.10. f : (R, 0) −→ (R, 0)を Ak 型の関数芽とする. この時, 微分同相

芽 ϕ : (R, 0) −→ (R, 0)が存在して f ◦ ϕ(x) = ±xkとなる. ただし, +と−は
f (k+1)(0)の符号が正か負かによって定まる.

f(x) = (f1(x), . . . , fp(x))と与えられる写像芽 f : (R, 0) −→ (Rp, 0)を考え

る. この時, f がAk型であるとはある fi (i = 1, . . . p)がAk型で他の関数芽 fj

は A≥k型であることと定義する. この時, 以下の命題が成り立つ.

定理 7.11. f : (R, 0) −→ (Rp, 0)をAk型の写像芽とすると, fは (xk+1, 0, . . . , 0)

にK[SO(p)]-同値である. さらにK[SO(p)]−cod(f) = p(k + 1)− 1 となる.

rank df(0) = n−1を満たす写像芽 f : (Rn, 0) −→ (Rp, 0)は,命題 7.6により,

g(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn−1, g̃(x1, . . . , xn)),

にK[SO(p)]-同値である. ただし,

g̃(x1, . . . , xn) = (gn(x1, . . . , xn), . . . , gp(x1, . . . , xn))

は ∂g̃/∂xn(0) = 0を満たす写像芽である. この時, 写像芽 g0 : (R, 0) −→
(Rp−n+1, 0)を g0(xn) = g̃(0, . . . , 0, xn)と定める. g0が一変数関数芽として Ak

型の時 gはAk型であると言う. n ≤ pの時, 写像芽 f : (Rn, 0) −→ (Rp, 0)が

K[SO(p)]に関してAk型であるとは上記のAk型写像芽 gにK[SO(p)]-同値で
あることと定義する. この時, 以下の定理が成り立つ.

定理 7.12. n ≤ pとして, 写像芽 f : (Rn, 0) −→ (Rp, 0)が rank df(0) = n − 1

とする. もし f がK[SO(p)]に関してAk型とすると, f は

g(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn−1, x
k+1
n , 0, . . . , 0)

に K[SO(p)]-同値である. さらに, K[SO(p)]-cod(f) = (k + 1)(p − n) + k で

ある.
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写像芽 f : (Rn, 0) −→ (Rp, 0)がK[SO(p)]に関してA有限型であるとはある

負でない整数 kが存在して f がK[SO(p)]に関してAk型であることと定義す

る. この時, 以下の命題が成り立つ.

命題 7.13. n ≤ pとして, 写像芽 f : (Rn, 0) −→ (Rp, 0)が rank df(0) = n − 1

とする. この時, f が K[SO(p)]-有限確定であるための必要十分条件は f が

K[SO(p)]に関してA有限型となることである.

7.4.2 n ≥ pの場合

この場合, 最初の結果として以下の命題が成り立つ.

命題 7.14. rank df(0) = pを満たす写像芽 f : (Rn, 0) −→ (Rp, 0)は

g(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xp)

にK[SO(p)]-同値である. さらに, この場合K[SO(p)]-cod(f) = 0 となる.

さらに以下の系が成り立つ.

系 7.15. f : (Rn, 0) −→ (Rp, 0)をK[SO(p)]-cod(f) = 0である写像芽とする.

この時, n ≥ pであり fは g(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xp)にK[SO(p)]-同値である.

次に rank df(0) = p − 1の場合を考える. 一般に, リー群の表現 ρ : G −→
GL(Rp)に対して, 写像芽 f が K[(ρ,G)]単純であるとは, f は K[(ρ,G)]に関
して k確定であり, かつ jkf(0)の Jk(n, p)における十分小さな近傍が有限個

の K[(ρ,G)]軌道と交わることと定義する. H が Gの部分リー群の時, f が

K[(ρ|H , H)]単純ならば, それはK[(ρ,G)]単純である. この時, 以下が成り立つ.

定理 7.16. f : (Rn, 0) −→ (Rp, 0)を n ≥ pかつ rank df(0) = p − 1を満たす

K[SO(p)]単純な写像芽とする. この時, R単純な関数芽 f0 ∈Mn−p+1が存在し

て f は g(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xp−1, f0(xp, . . . , xn)) にK[SO(p)]-同値である.

さらに, K[SO(p)]単純写像芽は以下のように分類される.

定理 7.17. n ≥ pとする. この時, K[SO(p)]単純写像芽 f : (Rn, 0) −→ (Rp, 0)

は以下のいずれかの写像芽にK[SO(p)]-同値となる:
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型 f(x1, . . . , xn) 範囲 余次元

正則 (x1, . . . , xp) 0

Aℓ (x1, . . . , xp−1, x
ℓ+1
p ± x2p+1 ± · · · ± x2n) ℓ ≥ 1 ℓ− 1

D±
ℓ (x1, . . . , xp−1, x

2
pxp+1 ± xℓ−1

p+1 ± x2p+2 ± · · · ± x2n) ℓ ≥ 4 ℓ− 1

E6 (x1, . . . , xp−1, x
3
p ± x4p+1 ± x2p+2 ± · · · ± x2n) 5

E7 (x1, . . . , xp−1, x
3
p + xpx

3
p+1 ± x2p+2 ± · · · ± x2n) 6

E8 (x1, . . . , xp−1, x
3
p + x5p+1 ± x2p+2 ± · · · ± x2n) 7

この結果, p ≥ 2の場合には, K[SO(p)]単純な写像芽は存在しないことがわ
かる. さらに, 写像芽

f : (R2, 0) −→ (R2, 0); f(x1, x2) =

(
x1x2,

1

2
(x21 − x22)

)
はK単純（K[GL(2,R)]単純)であることが知られている (cf. [4, pp. 170])が,

K[SO(2)]-cod(f) =∞となり, K-同値とK[SO(2)]-同値の間には明確な違いが
あることがわかる.

7.5 K[SO(1, q)]-同値, K[{1} ⊕ SO(q)]-同値, K[R∗ ⊕ SO(q)]-

同値

その他の例として, K[SO(1, q)]-同値, K[{1} ⊕ SO(q)]-同値, K[R∗ ⊕ SO(q)]-
同値などがある. ここで, SO0(1, q)は固有ローレンツ群であり,

A =


a00 a01 . . . a0q

a10 a11 · · · a1q
...

...
. . .

...

aq0 aq1 · · · aqq

 ∈ GL(1 + q,R)

がA ∈ SO0(1, q)であるための条件は tAI1,qA = I1,q, a00 ≥ 0 を満たす事とす

る. ただし,

I1,q =


−1 0 · · · 0

0 1 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 0 1
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である. この時, 自然に {1}⊕SO(q) ⊂ SO(1, q)が成り立つ. この時, SO(p)の

場合と同様にして,

TC[SO0(1, q)](f)

= ⟨fℓe0 + f0eℓ, fjei − fiej | 1 ≤ ℓ ≤ q, 1 ≤ i < j ≤ q⟩En , (7.25)

TK[SO0(1, q)]e(f)

=

⟨
∂f

∂x1
, . . .

∂f

∂xn

⟩
En

+ TC[SO0(1, q)](f) (7.26)

が成り立つ. さらに,

TK[{1} ⊕ SO(q)]e(f)

= tf(θ(n)) + {ζ · f |ζ = 0⊕ ζ2 ∈ {0} ⊕ so(q)(En)}, (7.27)

TK[R∗ ⊕ SO(q)]e(f)

= tf(θ(n)) + {ζ · f |ζ = λ⊕ ζ2 ∈ En ⊕ so(q)(En)} (7.28)

である. これらの詳しい解説や応用についてはここでは述べない.

8 K[(ρ,G)]-同値の例

8.1 一般の行列特異点

K = R, またはCとする. 行列特異点に関する研究は以下がある.

• Arnol’d (1971) [3]: 正方行列,

• Bruce, Tari (2004) [6]: 正方行列 (上の Arnol’d のものとは異なった同値

関係),

• Haslinger (2001) [17]: 歪対称行列,

• Gonyunov, Mond (2005) [15], Pereira (2010) [29]: 一般のm× q行列.
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一般的には,

ρ : GL(m,K)×GL(q,K) → GL(Mm×q(K)) (8.1)

(A,B) 7→ L(A,B) : X 7→ AXB−1

であるが, Arnol’dは

ρ : GL(m,K) → GL(Mm(K)) (8.2)

A 7→ L(A,A) : X 7→ AXA−1

に対する研究，Bruce, Tariは

ρ : GL(m,K) → GL(Mm(K)) (または, GL(Sym(K))) (8.3)

A 7→ tLA : X 7→ AX tA

に対する研究をそれぞれ行った.

定義 8.1. f, g : (Kn, 0)→Mm×q(K) に対して, ϕ ∈ Diff(n) と

(A,B) : GL(m,K)×GL(q,K)

が存在して, 任意の x ∈ Kに対して,

A(x)f(x)B(x)−1 = g ◦ ϕ(x) (8.4)

の時, f と gはK[(ρ,GL(m,K)×GL(q,K))]-同値であるという.

Ruasらは, この理論を行列式的特異点 (determinantal singularities)に応用

している（例えば [1, 14, 21, 30]参照）.

定義 8.2. M r
m×q を

Mm×q(K) ⊃M r
m×q := {A ∈Mm×q(K) | rank A < r} (r ≤ min(m, q)), (8.5)

とおき, f : (Kn, 0)→Mm×q(K) に対して,

Xr
f := f−1(M r

m×q) (8.6)

を (m, q, r) 型の行列式的特異点 (determinantial variety of type (m, q, r)) と

呼ぶ.
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注意 8.3. type (1, q, 1)は, f : (Rn, 0)→ (Rq, 0)に対して,

M1
1×q = {(y1, · · · , yq) ∈M1×q(K) | y1 = · · · yq = 0} = {O},

X1
f = f−1(0) = V (f)

である. type (m, 1, 1)は, f : (Rn, 0)→ (Rq, 0)に対して,

M1
m×1 = {t(y1, · · · , ym) ∈Mm×1(K) | y1 = · · · ym = 0} = {O},

X1
f = f−1(0) = V (f)

である.

定義から, 以下が従う.

事実 8.4. f, g : (Kn, 0) → Mm×q(K) がK[(ρ,GL(m,K) × GL(q,K))] -同値な

らば, ϕ ∈ Diff(Kn) が存在して, ϕ(Xr
f ) = Xr

g である. 特に, m = 1, q = 1なら

ばK同値のことである.

他にも, Math.Sci.netで determinantial singularitiesや determinantial vari-

eties を検索すると例えば [2, 27, 33]など多数の文献が見つかる.

8.2 対称行列 ([5]参照)

Sym(m,K) = {X ∈Mm(K)|tX = X} (8.7)

とする.

定義 8.5. f, g : (Kn, 0)→ (Sym(m,K), O)に対して, ϕ ∈ Diff(n), A : (Kn, 0)→
GL(m,K) が存在して, 任意の x ∈ Kに対して,

A(x)f(x)tA(x) = g ◦ ϕ(x) (8.8)

の時, f と gは G -同値であるという.
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t(AX tA) =ttAtX tA = AtX tA = AX tAより,

tρ : GL(m,K) → GL(Sym(m,K)) (8.9)

A 7→ tLA : X 7→ AX tA

とすると, 次が成り立つ.

命題 8.6. 次は同値である.

(1) f と gは G-同値.

(2) f と gはK[(tρ,GL(m,K)]-同値.

また,

Sym(m,K) ⊃Mm
n×n := {X ∈ Sym(m,K)| detX = 0} (8.10)

とおくと,

detX = 0 ⇐⇒ det(AX tA) = (detA)2 · detX = 0 (8.11)

から, G-同値はMm
n×nと対称性を保存している. 特に,m = 2, K = Rの時は

binary differential equation

a(x, y)dy2 + 2b(x, y)dxdy + c(x, y)dx2 = 0 (8.12)

と関連する. これに対して判別式とよばれる(
a(x, y) b(x, y)

b(x, y) c(x, y)

)
∈ Sym(2,R) (8.13)

の行列式

a(x, y)c(x, y)− b(x, y)2 = 0 (8.14)

が重要な情報を含んでいる. この研究は判別集合の微分同相類を分類したいと

いう事が動機である.
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注意 8.7. 行列式 detX自身を保存するにはどうすればよいのかというと,

GL(m,K) ⊃ SL(m,K)

を考えばよい. 実際,

tρSL : SL(m,K) → GL(Sym(m,K)) (8.15)

A 7→ tLA : X 7→ AX tA

はdetA = 1よりdetXは保存される. つまり, K[(tρSL, SL(m,K))]-同値はdetX

の値を保存する.

また, Sym(m,K) の部分集合 Mm
m×m を

Mm
m×m := {A ∈ Sym(m,K) | rank A < m} = {A | detA = 0} (8.16)

とすると, f : (Kn, 0)→ Sym(m,K) に対して,

Xm
f = f−1(Mm

m×m) (8.17)

であり, Xm
f は (m,m,m) 型の行列式的特異点集合である. 一方で

Sym(m,K) ⊃Mm(c) := {A ∈ Sym(m,K) | detA = c} (8.18)

とすると (特異)葉層構造

{Mm(c)}c∈(−ϵ,ϵ), f−1
(
{Mm(c)}c∈(−ϵ,ϵ)

)
(8.19)

を考えることができる. 後者を行列式的特異葉層と呼ぶ.

注意 8.8. 群をより小さく (SO(m) 等)すれば固有値関数も保存することが可

能だろう.

8.3 エルミート行列 (特にトレースが零のもの)

以下では,記号として

Herm(m) = {X ∈Mm(C) | X∗ := tX = X}, (8.20)

∪

Herm0(m) = {X ∈ Herm(m) | traceX = 0}, (8.21)
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U(m) = {A ∈Mm(C) | A∗ = A−1}, (8.22)

∪

SU(m) = {A ∈ U(m) | detA = 1}, (8.23)

u(m) = {X ∈Mm(C) | X∗ = −X}, (8.24)

∪

su(m) = {X ∈ u(m) | traceX = 0}, (8.25)

を用い,

Ad : U(m)→ GL(Herm(m),R); Ad(A)(X) = AXA−1 = AXA∗ (8.26)

を随伴表現とする. ここで,

dimRHerm(m) = m2,

dimR Herm0(m) = m2 − 1,

dimR u(m) = m2,

dimR su(m) = m2 − 1

である.

事実 8.9. 写像

ι : u(m)→ Herm(m); X 7→ −iX (8.27)

は実ベクトル空間としての同型写像で, かつ, ι(su(m)) = Herm0(m) である.

証明. X ∈ u(m)とするとX∗ = −Xより,

ι(X)∗ = −iX∗ = −i tX = i tX = iX∗ = −iX = ι(X)

となるので, ι(X) ∈ Herm(m)である.

注意 8.10. X,Y ∈ u(m) に対して [·, ·]をリー環における通常のブラケット
[X,Y ] := XY − Y X とすると,

[ι(X), ι(Y )] = [−iX,−iY ] = (−iX)(−iY )− (−iY )(−iX) (8.28)

= −XY + Y X = Y X −XY = [Y,X]
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なので, 通常のブラケットを用いた時には ιは, リー環の同型写像ではないが,

ι ([X,Y ]) = −i[X,Y ] = −i(XY − Y X) = i[Y,X] = i[ι(X), ι(Y )] (8.29)

なので, Herm(m)上のブラケットを i[·, ·] とすれば, リー環の同型写像になる.

X,Y ∈ Herm(m) に対して

(X,Y ) := traceXY = traceXY ∗ ∈ R (8.30)

と定めると (X,Y )は正定値内積になる. A ∈ U(m), X,Y ∈ Herm(m) に対

して

traceA(XY ∗)A∗ = traceA(XY ∗)A−1 = traceXY ∗ (8.31)

から,

Ad : U(m)→ Isom+(Herm(m)) ⊂ GL(Herm(m)) (8.32)

が誘導される. 特に, U(m)は連結なのでAdは向きを保つ同型写像である.

定義 8.11. f, g : (Rn, 0) → Herm(m) に対して, ϕ ∈ Diff(n), A : (Rn, 0) →
U(m) が存在して, 任意の x ∈ (Rn, 0)に対して,

A(x)f(x)A(x)∗ = g ◦ ϕ(x) (8.33)

の時, f と gはK[(Ad,U(m))]-同値であるという.

注意 8.12. Nekardaにより, 以下の場合のm = 2の単純特異点の分類の研究が

されている.

ρ : GL(m,C)→ GL(Herm(m)), A 7→ (X 7→ AXA∗) (8.34)

ここで,

det(AXA∗) = (detA)2 detX

より, 行列式的特異点は保存される. また, ρを SL(m,C) に制限すると

det(AXA∗) = detX

より, 行列式的特異葉層は保存される. ただし, この研究の動機は明記されて

いない.
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ここでは, Herm0(m)と SU(m)を考える. この時,

Ad = Ad|SU(m) : SU(m)→ Isom+(Herm0(m)) ⊂ GL(Herm0(m)) (8.35)

が誘導される. 実際, A ∈ SU(m), X ∈ Herm0(m) に対して traceAXA−1 =

traceX = 0である. ここで

(1) トポロジカル絶縁体の理論,

(2) Hagedorn [16]: 分子の伝播

を考える ([34]も参照).

Ĥ(ε) = −ε
4

2
∆x +H(x), x = (x1, . . . , xn), (8.36)

ここで, H ∈ Herm0(m)とする. シュレーディンガー方程式

iε2
dψ

dt
= Ĥ(ε)ψ (8.37)

のボルン・オッペンハイマー近似はWKB解析で研究されている.

H(x)の固有値関数が電子のエネルギーと思える．HagedornはH(x)に２つ

の固有値関数 EA(x) ≥ EB(x)が存在する場合に対して, エネルギー交差集合

Γ = {x ∈ Rn|EA(x) = EB(x)} を考え, Γはジェネリックには部分多様体で, Γ

の余次元は 1, 2, 3, 5であることを示した. さらに, H(x)を 11の typeに分類し,

(1) 余次元 1の場合, 7個で詳しく調べられている.

(2) 余次元 2の場合, タイプ I (Sym0(2)).

(3) 余次元 3の場合, タイプ Bとタイプ K.

(4) 余次元 5の場合, タイプ J .

としている. このエネルギー交差集合の近くにおけるエネルギー交差の様子を

くわしく調べることが分子伝播研究の 1つの目標である.

ここで, m = 2, Hagedornの標準形のタイプ B (またはタイプ K)のときを

考える．この時

Ad : SU(2)→ Isom+(Herm0(2)) ⊂ GL(Herm0(2)), (8.38)
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p = 3 = dimHerm0(2)であり, パウリ行列

σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
(8.39)

を基底とした時, H ∈ Herm0(2)は

H =

(
h3 h1 − ih2

h1 + ih2 −h3

)

= h1

(
0 1

1 0

)
+ h2

(
0 −i
i 0

)
+ h3

(
1 0

0 −1

)
(8.40)

と書ける. ここで, h1, h2, h3 ∈ Rである. さらに, X,Y ∈ Herm0(2) に対して,

⟨X,Y ⟩ := 1

2
(X,Y ) =

1

2
traceXY ∗ =

1

2
traceXY (8.41)

とすると,

Σ := {σ1, σ2, σ3} (8.42)

はHerm0(2)の正規直交基底である. また,

rΣ : Isom+(Herm0(2))→ SO(3); X 7→ XのΣに対する表現行列 (8.43)

は同型写像となり,

ρΣ := rΣ ◦ Ad : SU(2)→ SO(3) (8.44)

は二重被覆写像となる (これは Spin(3) = SU(2)に対応している). 写像

ψΣ : Herm0(2)→ R3, ψΣ(H) = (h1, h2, h3)

は同型で ψΣ(σi) = eiである. また, ρΣ(SU(2)) = SO(3)より次が従う.

命題 8.13. f, g : (Rn, 0)→ (Herm0(2), O) に対して, 次は同値である.

(1) f と gがK[(Ad, SU(2))]-同値.

(2) ψΣ ◦ f と ψΣ ◦ g : (Rn, 0)→ (R3, 0)がK[SO(3)]-同値.
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従って, 第 7.4節の K[SO(p)]-同値による分類結果が応用できる. くわしい分

類結果は [35]を参照.

また，m = 4,すなわち Hagedornの標準形のタイプ J のとき, [16]によると,

H =


h1I2

h2 + ih3 h4 + ih5

−h4 + ih5 h2 − ih3
h2 − ih3 −h4 − ih5
h4 − ih5 h2 + ih3

−h1I2


=

(
h1I2 H12

H∗
12 −h1I2

)
∈ Herm0(4) (8.45)

と表され,

HJ(4) :=

{
H ∈ Herm0(4)

∣∣∣∣∣ H =

(
h1I2 H12

H∗
12 −h1I2

)}
(8.46)

とおくと, HJ(4)は 5次元の部分空間であるが, 随伴表現

Ad : SU(4)→ Isom+(Herm0(4)) (8.47)

に対してHJ(4)は不変集合ではない. したがって, SU(4)の部分リー群で, HJ(4)

を不変集合にするものを考えなければならない.

SU(4) ⊃ SU(2)× SU(2) :=

{(
A11 0

0 A22

)
∈ SU(4)

∣∣∣∣∣Aii ∈ SU(2)
}
(8.48)

とすると

Ad = Ad|SU(2)×SU(2) : SU(2)× SU(2)→ Isom+(HJ(4)) (8.49)

が定義できる. 実際, (A11, A22) ∈ SU(2)× SU(2) に対して,(
A11 O

O A22

)(
aI H12

H∗
12 −aI

)(
A∗

11 O

O A∗
22

)

=

(
aI A11H12A

∗
22

A22H
∗
12A

∗
11 −aI

)
(8.50)
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が成り立つ. さらに, X,Y ∈ HJ(4) に対して,

⟨X,Y ⟩ := 1

4
(X,Y ) =

1

4
traceXY ∗ =

1

4
traceXY (8.51)

として,

δ1 =

(
I2 O

O −I2

)
, δ2 =

(
O I2

I2 O

)
, δ3 =


O

i 0

0 −i
−i 0

0 i
O

 ,(8.52)

δ4 =


O

0 1

−1 0

0 −1
1 0

O

 , δ5 =


O

0 i

i 0

0 −i
i 0

O

 (8.53)

とすると,

Σ := {δ1, δ2, δ3, δ4, δ5} (8.54)

はHJ(4)の正規直交基底である. ψΣ : HJ(4)→ R5, ψΣ(H) = (h1, h2, h3, h4, h5)

は同型であり,

rΣ : Isom+(HJ(4))→ SO(5)(⊃ {1} ⊕ SO(4)) (8.55)

を

X 7→ XのΣに対する表現行列 (8.56)

で定義すると, これも同型となる. この時,

ρΣ := rΣ ◦ Ad : SU(2)× SU(2)→ {1} ⊕ SO(4) (8.57)

は二重被覆写像となる. この事実は Spin(4) ∼= SU(2) × SU(2) に対応してい
る. このとき, 次も成り立つ.

命題 8.14. f, g : (Rn, 0)→ HJ(4) に対して, 次が同値である.
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(1) f と gがK[(Ad, SU(2)× SU(2))]-同値.

(2) ψΣ ◦ f と ψΣ ◦ g : (Rn, 0)→ R5がK[{1} ⊕ SO(4)]-同値.

注意 8.15. K[{1}⊕SO(4)]-同値という同値関係は強すぎることがわかり, ψΣ◦f
とψΣ ◦ gがK[SO(5)]-同値であることの方が意味があるように思われる. 実際,

f(x) を
f1(x)I2

f2(x) + if3(x) f4(x) + if5(x)

−f4(x) + if5(x) f2(x)− if3(x)
f2(x)− if3(x) −f4(x)− if5(x)
f4(x)− if5(x) f2(x) + if3(x)

−f1(x)I2


とすると, 注意 8.16より固有値関数 (エネルギー関数)は

E±(x) = ±
√
f1(x)2 + f2(x)2 + f3(x)2 + f4(x)2 + f5(x)2 (8.58)

となる. これを不変にする同値ということであれば K[SO(5)]-同値で十分で
ある.

注意 8.16.

X =


x1I2

x2 + ix3 x4 + ix5

−x4 + ix5 x2 − ix3
x2 − ix3 −x4 − ix5
x4 − ix5 x2 + ix3

−x1I2

 (8.59)
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の固有方程式と固有値を直接計算すると,

|X − λI| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 − λ 0

0 x1 − λ
x2 + ix3 x4 + ix5

−x4 + ix5 x2 − ix3
x2 − ix3 −x4 − ix5
x4 − ix5 x2 + ix3

−x1 − λ 0

0 −x1 − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (x1 − λ)

(
(x1 − λ)(x1 + λ)2 + (x1 + λ)(x22 + x23) + (x1 + λ)(x24 + x25)

)
+(x2 + ix3)

(
(x2 − ix3)(x22 + x23) + (x2 − ix3)(x24 + x25)

−(x2 − ix3)(x21 − λ2)
)

−(x4 + ix5)
(
− (x4 − ix5)(x21 − λ2)− (x4 − ix5)(x22 + x23)

−(x4 − ix5)(x24 + x25)
)

= (x21 − λ2)
(
x21 − λ2 + x22 + x23 + x24 + x25

)
+(x22 + x23)

(
x22 + x23 + x24 + x25 + x21 − λ2

)
−(x24 + x25)

(
x21 − λ2 + x22 + x23 + x24 + x25

)
=

(
x21 + x22 + x23 + x24 + x25 − λ2

)2
(8.60)

より,

|X − λI| = 0⇔ λ = ±
√
x21 + x22 + x23 + x24 + x25 (8.61)

が得られる.

SU(4) ⊃ SU(4)J が存在して,

AdJ = Ad|SU(4)J

とおくと, HJ(4)は (AdJ , SU(4)J)-不変となることがわかる. よって, 次が成り

立つ.

命題 8.17. f, g : (Rn, 0)→ HJ(4)に対して, 次は同値である.

(1) f と gがK[(AdJ , SU(4)J)]-同値.

(2) ψΣ ◦ f と ψΣ ◦ g : (Rn, 0)→ R5がK[SO(5)]-同値.
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この事実より, K[SO(5)]-同値による分類でもエネルギー交差の分類を保障
していることがわかる. この場合も, 第 7.4節の K[SO(p)]-同値による分類結果
を応用することができる.
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