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この講義について
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参考書： 南和彦「微分積分講義」（裳華房）
難波誠「微分積分学」（裳華房）
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（あくまで参考として挙げた．各自に合う本を見つけるのが望ましい．）
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第1章 記号・用語等の確認

§ 1.1 数の集合

数の集合に以下の記号を用いる．

R：実数全体の集合 Q：有理数全体の集合
Z：整数全体の集合 N：自然数（1,2, . . .）全体の集合
C：複素数全体の集合

また，区間を以下の記号で表す．

(a, b) = {x ∈ R; a < x < b}：開区間
[a, b] = {x ∈ R; a ≤ x ≤ b}：閉区間
(a, b] = {x ∈ R; a < x ≤ b}：（左）半開区間，（右）半閉区間

(a,∞) = {x ∈ R; a < x}：半無限開区間
ここで，≤は�と同じである．[a, b), (−∞, b]なども同様に定義される．
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注意.∞は無限大と読む．∞は便宜的な記号であって「数」ではない．よっ
て，(a,∞]などは考えない．

問 1.次の区間を数直線上に図示せよ．

1. (−1,1/2)

2. [−3,2]

3. [0,
√
2)

4. [3,∞)
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§ 1.2 論理記号

定義. 1. 「すべての」を全称記号「∀」で表す．
2. 「存在する」を存在記号「∃」で表す．

例. 1. 論理式
∀x ∈ R x2 ≥ 0

は「すべてのx ∈ Rに対してx2 ≥ 0が成り立つ」を意味する．なお英
語で書けば，「For all x ∈ R, x2 ≥ 0」となる．

2. 論理式
∃x ∈ R s.t. x ≥ 0

は「x ≥ 0を満たすx ∈ Rが存在する」を意味する．なお英語で書けば，
「There exists x ∈ R such that x ≥ 0」となる．「s.t.」は省略して
もよい．
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注意. 1. 「すべての」，「任意の」，「それぞれの」，「各」などはすべて同じ意
味である．「変数を勝手に一つ選んで固定する」と読むべき場合もある．

2. 「…を満たすxが存在する」，「あるxが存在して…」，「あるxに対して…」
はすべて同じ意味である．「…を満たすxを一つ選んで固定する」と読む
べき場合もある．なお一意性は主張しない．

3. 数学の文章では，変数の現れる順番に意味があり，前出の変数は後出の
変数には依存せず，逆に，後出の変数は前出の変数に依存してよい．実
際上は「変数は現れた順に固定し，その後は原則的に動かさない」と考
えるとよい．具体的には次の問とその解答を参照せよ．

4. 日本語としておかしく感じられることもあるが，気にしなくてよい．

5. 本講ではこのような論理的な事項にはそれほど重点を置かない．
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問 2.次の命題の真偽を判定せよ．

1. すべての実数xに対してある実数yが存在してx < yとなる．

2. 任意の実数xに対してある実数yをとるとx < yである．

3. ∀x ∈ R ∃y ∈ R s.t. x < y.

4. ある実数yが存在してすべての実数xに対してx < yが成り立つ．

5. ∃y ∈ R ∀x ∈ R x < y.

6. あるC > 0が存在してすべてのx ∈ (0,∞)に対しx2 < Cxである．

7. 任意のR > 0に対してあるC > 0が存在してすべてのx ∈ (0, R]に対
してx2 < Cxが成り立つ．
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解. 1，2，3は同一の命題で，すべて真である．例えば，

• x = 100に対して，y = 101はx < yを満たす．

• x = 1000000に対して，y = 1000001はx < yを満たす．

• x = 1010
10に対して，y = 1010

10
+ 1はx < yを満たす．

• ....

一般に，任意のx ∈ Rに対しy = x+1ととれば良い．

注意.「任意の」とあっても動かさないで考えるとよい．動かしてもよいが，
その場合は後出の変数もそれに応じて動いてしまうことに注意する．変数選
択時に任意性を課しておけば，固定しても動かすのと同じ効果がある．
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4，5は同一の命題で，ともに偽である．例えば，

• y = 100ととってもx = 101はx < yを満たさない．

• y = 1000000ととってもx = 1000001はx < yを満たさない．

• y = 1010
10ととってもx = 1010

10
+ 1はx < yを満たさない．

• ....

一般に，どのようなy ∈ Rをとってもx = y +1はx < yを満たさない．

注意. 1. y = ∞ととることはできない．∞は数ではないからである．
2. 繰り返しになるが，変数は現れた順に固定して読むとよい．固定する際
に，「任意の」変数なのか，「ある（適切な）」変数なのか，に注意せよ．
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6. これは偽である．なお命題を論理記号で書けば，

∃C > 0 ∀x ∈ (0,∞) x2 < Cx

となる．
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7. これは真である．なお命題を論理記号で書けば，

∀R > 0 ∃C > 0 ∀x ∈ (0, R] x2 < Cx

となる．
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問 3.以下の命題の真偽を判定せよ．

1. ∀ε > 0 ∃n ∈ N ∀x ∈ [0,1) xn ≤ ε

2. ∀c ∈ (0,1) ∀ε > 0 ∃n ∈ N ∀x ∈ [0, c) xn ≤ ε
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§ 1.3 関数

高校数学では，f(x) = (logx)2のように，「xを含む式」のことを関数と呼
んだ．大学の数学ではこれを，x ∈ (0,∞)を入れると実数f(x)が返ってく
る「ブラックボックス」あるいは「対応」と読み替える．例えば，

• x = 1にはf(1) = (log1)2 = 0が対応する．

• x = eにはf(e) = (log e)2 = 1が対応する．

• x = πにはf(π) = (logπ)2が対応する．

• 一般のx ∈ (0,∞)にはf(x) = (logx)2 ∈ Rが対応する．

このように，対応としての機能に注目したf(x)を単にfで表し，

f : (0,∞) → R, x 
→ (logx)2

のように書く．これを一般化して，以下のように定義する．
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定義. X,Y ⊂ Rとする．各x ∈ Xに一つのf(x) ∈ Y を返すような対応f

のことを，X上の関数と呼び，これを

f : X → Y, x 
→ f(x)

で表す．さらに，X,Y をそれぞれfの定義域，終域（終集合）と呼び，集合

{f(x) ∈ Y ; x ∈ X}
をfの値域と呼ぶ．

注意.関数は定義域のすべての点で定義されなければならないが，終域は値
域と一致しなくてよい．例えば，前項の関数f(x) = (logx)2は

f : (0,∞) → R, f : (0,∞) → [0,∞)

のどちらと思ってもよい．（これは，値域を特定することが一般には困難なた
めである．）ただし，値域が終域をはみ出すような設定はできない．
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例. f(x) = ±xで定まる対応fは，x �= 0に対し2つの値±xを返すため，
数学では関数とはみなさない．このような対応は，多価関数と呼ばれる．

例 (Dirichletの関数).対応f : R → Rを，各x ∈ Rに対し

f(x) =

{
1 x ∈ Qのとき,
0 x /∈ Qのとき

で定める．fは「xの自然な式」では書けないが，大学の数学では関数として
扱われる．
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問 4. Dirichletの関数のグラフを想像せよ．
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定義. X,Y ⊂ Rとし，f : X → Y を関数とする．

1. fが単射（または1対1）であるとは，

∀x ∈ X ∀x′ ∈ X “x �= x′ ⇒ f(x) �= f(x′)”

を満たすことである．

2. fが全射であるとは，

∀y ∈ Y ∃x ∈ X s.t. y = f(x)

を満たすことである．

3. fが全単射（または1対1対応）であるとは，fが全射かつ単射となるこ
とである．

注意.これらを議論するときは，定義域や終域も関数の一部と考えるとよい．
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問 5. f(x) = (logx)2に対し，以下のように定義域と終域を設定したとき，
単射であるか，また全射であるか判定せよ．

1. そのまま自然にf : (0,∞) → Rと考える．

2. 値域を精査してf : (0,∞) → [0,∞)とする．

3. 定義域も適当に制限してf : [1,∞) → [0,∞)とする．
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問 6. fが狭義単調増加［広義単調増加または単調非減少］であるとは，

x < y ⇒ f(x) < f(y) [x < y ⇒ f(x) ≤ f(y)]

が成り立つことである．fが狭義単調増加なら，単射であることを確かめよ．
逆はどうか，また広義単調増加の場合はどうかも考えよ．
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§ 1.4 逆関数

高校数学では，y = f(x)がxについて一意的に解けるとき，

x = f−1(y)

と書いて，f−1をfの逆関数と呼んだ．これの一般化は以下のようになる．

定義.X,Y ⊂ Rとし，f : X → Y は全単射とする．このとき，任意のy ∈ Y

に対しy = f(x)を満たすx ∈ Xがただ一つ定まる．この対応

f−1 : Y → X, y 
→ x = f−1(y)

で表し，fの逆関数と呼ぶ．f−1はエフ・インバースと読む．
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◦ 逆三角関数

三角関数を逆に解くと無数の解が得られるので，前項の意味での逆関数は存
在しない．しかし慣例的には，多価性を許容して逆三角関数が定義される．

定義. y = sinxの多価の逆関数を，逆正弦（アーク・サイン）関数と呼び，

sin−1 y, arcsin y

で表す．特に，定義域（と終域）を制限したsin: [−π/2, π/2] → [−1,1]の
逆関数（前項の意味で）を，逆正弦関数の主値と呼び，

Sin−1 y, Arcsin y

で表すことがある．余弦関数cos，正接関数tan，およびこれらの制限

cos: [0, π] → [−1,1], tan: (−π/2, π/2) → (−∞,∞)

に対しても同様に定義する．
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注意. sin−1 xを(sinx)−1と読み間違えないよう注意せよ．

問 7.多価の逆三角関数

y = arcsinx, y = arccosx, y = arctanx

のグラフを描き，主値の部分（枝，分枝とも呼ばれる）を見つけよ．
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§ 1.5 初等関数

定義.双曲線関数をx ∈ Rに対して

sinhx =
ex − e−x

2
,

coshx =
ex + e−x

2
,

tanhx =
sinhx

coshx
=

ex − e−x

ex + e−x

で定義する．これらはそれぞれ，ハイパボリック・サイン，ハイパボリック・
コサイン，ハイパボリック・タンジェントと読む．
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問 8.双曲線関数のグラフの概形を描け．
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以下のように，双曲線関数は三角関数に似た性質を持つ．

問 9.以下の等式を確かめよ．

(sinhx)′ = coshx (coshx)′ = sinhx (tanhx)′ = 1

cosh2 x
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問 10.任意の t ∈ Rに対して

cosh2 t− sinh2 t = 1, cosh t ≥ 1

が成り立つことを確かめよ．特に双曲線（の片側）x2 − y2 = 1, x ≥ 1は

(x, y) = (cosh t, sinh t), t ∈ R,

によってパラメータ付けられる．

注意.問10の意味では，三角関数は「円関数」とも呼べるだろう．
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定義.以下の組み合わせ（有限回の四則演算と合成）で書ける関数は，初等
関数と呼ばれる：

c（定数関数）, xα（αは定数）, ex, logx,

sinx, cosx, tanx, arcsinx, arccosx, arctanx.

例.双曲線関数や，セカント，コセカント，コタンジェント

secx =
1

cosx
, cosecx = cscx =

1

sinx
, cotx =

1

tanx

は初等関数である．（cotxは稀に出てくるので覚えておくとよい．）

注意. 1. 正確には初等関数はもう少し広いクラスだが，厳密な定義は割愛
する．

2. ガンマ関数，ゼータ関数，ベッセル関数，楕円関数などは初等関数とし
ての表示を持たない．これらは特殊関数と呼ばれる．
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問 11. coshx (x ≥ 0), sinhx, tanhxの逆関数を逆双曲線関数と呼び，
それぞれ

arcoshx, arsinhx, artanhx

で表す．等式

arcoshx = log
(
x+

√
x2 − 1

)
(x ∈ [1,∞))

を示せ．同様に，arsinhx, artanhxを初等関数で表せ（こちらは結果のみ
でよい）．

注意.記号arcsinhx（綴りに注意）が用いられることもあるが，これは本来
は誤表記であり，正しくはarsinhxである．arcoshx, artanhxに対しても
同様である．なお，問の表示公式は覚えなくてもよいだろう．
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解. y = arcoshxとおくと，定義より

x = cosh y =
ey + e−y

2
(♠)

である．これをyについて解く．相加・相乗平均の関係から

x =
ey + e−y

2
≥
√
ey · e−y = 1

であることに注意しておく．方程式(♠)の両辺に2eyを掛けて整理すると，

e2y − 2xey +1 = 0

となる．これをeyに関する2次方程式と見ると，判別式は
D

4
= x2 − 1 ≥ 0
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なので，解くことができて

ey = x±
√
x2 − 1

である．ey ≥ 1なので上の符号を選び，自然対数を取れば

y = log
(
x+

√
x2 − 1

)
を得る．

同様の計算から

arsinhx = log
(
x+

√
x2 + 1

)
(x ∈ R),

artanhx =
1

2
log

1+ x

1− x
(x ∈ (−1,1))

が分かる．
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第2章 収束と連続性

§ 2.1 数列の収束

定義.実数列{an}がn → ∞の極限において実数αに収束するとは，

∀ε > 0 ∃N ∈ N s.t. “n > N ⇒ |an − α| < ε”

が成り立つことである．このとき，αを{an}の極限と呼び，
α = lim

n→∞ an, または an → α (n → ∞)

で表す．

問 12.上の収束の定義が「近づく」という事象に一致していることを，納得
するまで考えよ．
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注意.「近づく」という事象を，論理式のみで表現し切れている点が重要であ
る．このことにより，直感に頼らずに収束の判定が可能となる．なお，この
定義は（式で書けるとは限らない）あらゆる数列を適用対象としている．収
束の早さには何も言及していないことにも注意せよ．
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例.上の定義に基づいて，

lim
n→∞

1

n
= 0

を確かめてみよう．

• ε = 0.01に対しN = ε−1 = 100ととると，n > N = 100のとき∣∣∣∣1n − 0
∣∣∣∣ = 1

n
<

1

N
= 0.01 = ε.

• ε = 0.000001に対しN = ε−1 = 1000000ととると，n > Nのとき∣∣∣∣1n − 0
∣∣∣∣ = 1

n
<

1

N
= 0.000001 = ε.

• 一般に，任意のε > 0に対しては，N ∈ NをN ≥ ε−1となるように選
べばよいだろう．（この例では，収束の大体の早さもわかる．）
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定義.実数列{an}がn → ∞の極限において∞に発散するとは，
∀M > 0 ∃N ∈ N s.t. “n > N ⇒ an > M”

が成り立つことである．このことを

lim
n→∞ an = ∞, または an → ∞ (n → ∞)

で表す．

問 13.実数列{an}を

an =

{
n nが素数のとき，
n−1 nが素数でないとき，

により定める．{an}はn → ∞の極限において0に収束せず，また∞にも発
散しないことを，定義に基づいて理解せよ．
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定理 2.1.実数列{an}, {bn}は極限
lim
n→∞ an = α, lim

n→∞ bn = β

を持つとする．このとき，以下が成り立つ：

1. lim
n→∞(an + bn) = α+ β；

2. lim
n→∞ anbn = αβ；

3. β �= 0ならば， lim
n→∞

an

bn
=

α

β
；

4. 任意のn ∈ Nに対しan ≤ bnが成り立つならば，α ≤ β．
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証明. ここでは1のみを示し，2,3,4の証明は省略する．任意のε > 0を固定
する．このとき仮定から，あるN1 ∈ Nが存在して，任意のn > N1に対し

|an − α| < ε

2
が成り立つ．同様にあるN2 ∈ Nが存在して，任意のn > N2に対し

|bn − β| < ε

2
が成り立つ．今，N = max{N1, N2} ∈ Nととると，任意のn > Nに対し

|(an + bn)− (α+ β)| ≤ |an − α|+ |bn − β| < ε

を得る．よって1が示された．

注意.赤字の箇所を拾い読みすると，示すべき結論（の定義）をそのままな
ぞっていることが分かる．仮定を使って，如何にして行間を埋めるかが証明
のキーである．

39



問 14.定理 2.1の仮定の下で，上の証明と同様にして，

lim
n→∞(an − bn) = α− β

を示せ．また証明を暗記せよ．
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§ 2.2 連続性公理

◦ 数列を用いた定式化

定義. 1. 実数列{an}が上に有界であるとは，あるM > 0が存在して任意
のn ∈ Nに対しan ≤ Mが成り立つことである．

2. 実数列{an}が広義単調増加（単調非減少）であるとは，任意のn ∈ N

に対しan ≤ an+1が成り立つことである．
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公理 2.2 (実数の連続性公理).上に有界な広義単調増加実数列は極限を持つ．

注意. 1. 公理という用語にはいくつかの意味があるが，ここでは理論体系
の出発点となるべき「前提」を意味する．実数に対し，四則演算と大小
関係に関する性質，および連続性公理を認めれば，微分積分学のすべて
の定理を導出できる，という意味で連続性公理は重要な前提である．本
講では「実数の連続性公理」を証明なしで認める．

2. この公理は極限の具体的な値や収束の早さについては何も主張しない．
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◦ 連続性公理の応用例

定理 2.3. an =
(
1+

1

n

)n
で与えられる数列{an}は収束する．

定義.上の極限値をNapier数と呼び，e = lim
n→∞

(
1+

1

n

)n
で表す．

証明. 任意のn ≥ 2に対し，

an =
n∑

k=0

(
n

k

)(
1

n

)k [
ただし

(
n

k

)
= nCkは二項係数

]

= 2+
n∑

k=2

n(n− 1) · · · (n− k +1)

k!

(
1

n

)k

= 2+
n∑

k=2

1

k!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·
(
1− k − 1

n

)
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と書けることに注意する．するとこのとき，

an = 2+
n∑

k=2

1

k!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·
(
1− k − 1

n

)

< 2+
n∑

k=2

1

k!

(
1− 1

n+1

)(
1− 2

n+1

)
· · ·
(
1− k − 1

n+1

)

< 2+
n+1∑
k=2

1

k!

(
1− 1

n+1

)(
1− 2

n+1

)
· · ·
(
1− k − 1

n+1

)
= an+1

が成り立つ．また， 1

k!
=

1

k · (k − 1) · · · · · 2 · 1 ≤ 1

2k−1
に注意して，

an < 2+
n∑

k=2

1

2k−1
· 1 · · · · · 1 < 2+ 1 = 3

を得る．したがって実数の連続性公理により{an}は収束する．
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◦ 最大値・最小値と上限・下限

定義. A ⊂ Rとする．α ∈ AがAの最大値であるとは，

∀a ∈ A a ≤ α

が成り立つことである．Aが最大値αを持つとき，これを

α = maxA

で表す．Aの最小値も同様に定義され，minAで表される．

例.明らかに，max[3,9] = 9，min[−2,10] = −2である．

注意.最大値は必ずしも存在しない．実際，区間 [0,1)に対しては，1を最大
値としたいところだが，1 /∈ [0,1)なので，上の定義を満たさない．
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定義. A ⊂ Rとする．

1. α ∈ RがAの上界であるとは，

∀a ∈ A a ≤ α

が成り立つことである．Aが上界を持つとき，上に有界であるという．

2. Aが上に有界なとき，その上限を

supA = min{α ∈ R; αはAの上界}
で定義する．また，Aが上に有界でないときは，（便宜的に）

supA = ∞
と表す．

下界，下に有界であることおよび下限 (inf A) も同様に定義される．
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例.例えば，

sup[0,1] = 1 = max[0,1], sup[2,5) = 5,

sup{x ∈ Q; x <
√
2} =

√
2, sup(1,∞) = ∞,

supZ = ∞, inf(−1,2] = −1

である．これらを定義に基づいて厳密に証明するには少し議論が必要である．
とりあえずここでは直感的に理解しておけば十分である．

注意.一般に，Aが最大値を持つなら，上限はその最大値に一致する．
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上限の存在は次の公理によって保障される．

公理 2.4 (実数の連続性公理).上に有界な実数の部分集合は上限を持つ．

定理 2.5.公理2.2と公理2.4は同値である．

注意.定理 2.5の証明は省略する．実数の連続性公理には，他にもいくつか
の同値な言い換えが存在する．
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§ 2.3 関数の連続性

本小節では，I ⊂ Rを区間とし，f : I → Rを関数とする．

定義. x → aのときf(x)がαに収束するとは，

∀ε > 0 ∃δ > 0 s.t. “0 < |x− a| < δ ⇒ |f(x)− α| < ε”

が成り立つことである．このとき，αをf(x)のx → aにおける極限と呼び，

α = lim
x→a

f(x), または f(x) → α (x → a)

で表す．

注意.右・左極限やx → ∞の場合も同様に定義する．詳細は省略する．
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定義. 1. fが点a ∈ Iにおいて連続であるとは，

lim
x→a

f(x) = f(a)

が成り立つことである．論理式を用いて表現するなら，

∀ε > 0 ∃δ > 0 s.t. “0 < |x− a| < δ ⇒ |f(x)− f(a)| < ε”

が成り立つことである．

2. fが区間I上で連続（またはC0級）であるとは，fが任意のx ∈ Iにお
いて連続となることである．

注意.閉区間の端点では右・左極限を用いる．閉区間の端点の扱いは今後も同
様であるが，いちいち注意しない．
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例.任意のx ∈ Rに対し

f(x) =

⎧⎨⎩0 x ≤ 0のとき,

1 x > 0のとき

と定める．fはx = 0で連続ではない．
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例.任意のx ∈ Rに対し

f(x) =

⎧⎨⎩x x ∈ Qのとき,

0 x /∈ Qのとき

と定める．fはx = 0で連続だが，任意のx �= 0では連続ではない．
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定理 2.6 (中間値の定理). fは [a, b]上で連続で，f(a) ≤ f(b)とする．こ
のとき，任意のγ ∈ [f(a), f(b)]に対しあるc ∈ [a, b]が存在して，

f(c) = γ

が成り立つ．

証明. 証明は省略する．

注意. fが[a, b]上で連続なら，そのグラフは「つながっている」とされる．中
間値の定理はそれを裏付ける状況証拠である．
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定理 2.7 (最大値・最小値の存在). fが閉区間 [a, b]上で連続ならば，

max
x∈[a,b]

f(x), min
x∈[a,b]

f(x)

が存在する．

証明. 証明は省略する．

注意.有界区間上の連続関数であっても，最大値・最小値を持つとは限らな
い．例えば，f(x) = tanx, x ∈ (0, π/2)は最大値も最小値も持たない．
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◦ 一様連続性

定義. fがI上で一様連続であるとは，

∀ε > 0 ∃δ > 0 s.t. ∀x, y ∈ I “|x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < ε”

が成り立つことである．

注意. fがI上で連続であるとは，

∀x ∈ I ∀ε > 0 ∃δ > 0 s.t. ∀y ∈ I “|x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < ε”

が成り立つことであった．上と比較して違いを理解せよ．
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定理 2.8.有界閉区間上の連続関数は一様連続である．

証明. 証明は省略する．

問 15.以下の関数について，R上で一様連続か判定せよ．なお，証明をする
必要はなく，一様連続性の概念を捉えられれば十分である．

1. sinx 2. e−|x| 3. x2

略解. 1. 一様連続である，2. 一様連続である，3. 一様連続ではない．
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第3章 一変数関数の微分法：計算編

§ 3.1 微分の基本的性質

定義. 1. fが点aで微分可能であるとは，極限

lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a

が存在することである．この極限値を

f ′(a), df

dx
(a),

(
df

dx

)
(a),

(
d

dx
f

)
(a)

などで表す．f ′はエフ・プライムと読む．

2. fが区間I上で微分可能であるとは，fが任意のx ∈ Iで微分可能なこと
である．関数f ′ : I → R, x 
→ f ′(x)をfの（1階）導関数と呼ぶ．

3. fが区間I上で連続微分可能またはC1級であるとは，fがI上で微分可
能かつf ′がI上で連続なことである．
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◦ 公式集

覚えておくべき公式：

c′ = 0 (xα)′ = αxα−1 (ex)′ = ex (logx)′ = 1

x

(sinx)′ = cosx (cosx)′ = − sinx (tanx)′ = 1

cos2 x

覚えておくか，必要に応じて即再構成できるとよい公式：

(arcsinx)′ = 1√
1− x2

(arccosx)′ = −1√
1− x2

(arctanx)′ = 1

1+ x2
(sinhx)′ = coshx

(coshx)′ = sinhx (tanhx)′ = 1

cosh2 x
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線形性：(af + bg)′ = af ′ + bg′

積の微分：(fg)′ = f ′g + fg′

商の微分：
(
f

g

)′
=

f ′g − fg′
g2

合成関数の微分：(f(g(x)))′ = f ′(g(x))g′(x)

逆関数の微分：(f−1(x))′ = 1

f ′(f−1(x))

注意.商の微分は積の微分と合成関数の微分から再構成できる．

60

問 16.合成関数の微分は，z = f(y), y = g(x)とおくと，形式的に
dz

dx
=

dz

dy
· dy
dx

と書ける．合成関数の微分公式に（形式的）証明を与え，上の等式と比較せよ．

注意.この表示では，省略されている変数が何であるか注意が必要である．
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問 17.逆関数の微分は，y = f−1(x), x = f(y)とおくと，形式的に
dy

dx
=
(
dx

dy

)−1

と書ける．逆関数の微分公式に（形式的）証明を与え，上の等式と比較せよ．

解. y = f−1(x), b = f−1(a)とおく．x = f(y), a = f(b)に注意して，

(f−1)′(a) = lim
x→a

f−1(x)− f−1(a)

x− a
= lim

y→b

f−1(f(y))− f−1(f(b))

f(y)− f(b)

= lim
y→b

y − b

f(y)− f(b)
= lim

y→b

(
f(y)− f(b)

y − b

)−1

= f ′(b)−1 = f ′(f−1(a))−1

を得る．

注意.ここでも，省略された変数に注意が必要である．以下の問も参照せよ．
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問 18.逆関数の微分公式を用いて，逆三角関数の微分公式を導け．

略解. (arcsinx)′のみを計算する．y = arcsinxとおくと，x = sin yであ
ることから

(arcsinx)′ = dy

dx
=

(
dx

dy

)−1

=
1

(sin y)′
=

1

cos y
(♠)

となる．ここで，y ∈ [−π/2, π/2]よりcos y ≥ 0であることに注意すると，

(arcsinx)′ = 1√
1− sin2 y

=
1√

1− x2

を得る．

注意. (arcsinx)′はxの関数なので，yが残った(♠)を答としてはならない．

63



問 19. 1. 逆関数の微分公式を用いて，逆双曲線関数の微分公式

(arcoshx)′ = 1√
x2 − 1

, (arsinhx)′ = 1√
1+ x2

,

(artanhx)′ = 1

1− x2

を導け．

2. 問 11の逆双曲線関数の表示式を直接微分し，上の公式に一致するか確
かめよ．
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問 20. f(x) = x
√
1− x2 + arcsinxとおく．fの導関数を求めよ．

略解. 直接計算により，f ′(x) = 2
√
1− x2を得る．

問 21. f(x) = arcsin x+ arccosxとおく．

1. 関数fを微分せよ．

2. 関数fを簡単な関数で表せ．

略解. 直接計算により，f ′(x) = 0およびf(x) = π/2が分かる．
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問 22.次の関数の微分を計算せよ．

1. log tan
x

2
2. arctanx+ arctan

1

x

3. arccos(sin x) 4. 2
√
x

略解. 直接計算により，

1.
1

sinx
2. 0 3. − cosx

| cosx| 4.
log2

2
√
x
2
√
x

が分かる．
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◦ 高階微分

定義. 1. fがI上で導関数f ′を持ち，さらにf ′がI上で導関数を持つとき，
それをfの2階導関数と呼び，

f ′′, d2f

dx2
,

d2

dx2
f

などで表す．n階導関数も同様に定義し，記号

f(n),
dnf

dxn
,

dn

dxn
f

などで表す．

2. fがI上でn回連続微分可能またはCn級であるとは，fがI上でn階ま
での導関数を持ち，かつf(n)がI上で連続となることである．

3. fがI上で無限回微分可能またはC∞級であるとは，fがI上で任意階の
導関数を持つことである．
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問 23.次の関数の第n階導関数を求めよ．

1. sinx 2. log(1 + x) 3. cos ax

略解. 直接計算により，

1. sin
(
x+

nπ

2

)
2. (−1)n−1 (n− 1)!

(1 + x)n
3. an cos

(
ax+

nπ

2

)
が分かる．
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定理 3.1 (Leibnizの公式).積fgのn階導関数について，

(fg)(n) =
n∑

k=0

(
n

k

)
f(k)g(n−k)

が成り立つ．ここで，
(
n

k

)
= nCk =

n!

(n− k)!k!
は二項係数である．

注意.第2クォーターで扱う偏微分の記号を用いて，

(f(x)g(x))(n) =
dn

dxn
(f(x)g(x)) =

(
∂

∂x
+

∂

∂y

)n
(f(x)g(y))

∣∣∣∣
y=x

と考えると理解し易いかもしれない．ここで |y=xは偏微分後にy = xを代
入することを意味する．

証明. 帰納法を用いる．n = 0のときは自明である．nのときの結論を仮定
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すると，直接計算により，

(fg)(n+1) =
n∑

k=0

(
n

k

) (
f(k)g(n−k)

)′
=

n∑
k=0

(
n

k

)
f(k+1)g(n−k) +

n∑
k=0

(
n

k

)
f(k)g(n+1−k)

=
n+1∑
l=1

(
n

l − 1

)
f(l)g(n+1−l) +

n∑
k=0

(
n

k

)
f(k)g(n+1−k) [k +1 = l]

= fg(n+1) +
n∑

k=1

[(
n

k − 1

)
+
(
n

k

)]
f(k)g(n+1−k) + f(n+1)g

が分かる．あとは(
n

k − 1

)
+
(
n

k

)
=
(
n+1

k

)
, 1 =

(
n+1

0

)
=
(
n+1

n+1

)
を用いればよい．これらは定義から容易に確かめられる（省略する）．
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問 24.関数x2exのn階導関数を求めよ．

解. Leibnizの公式により

(x2ex)(n) =
n∑

k=0

(
n

k

)
(x2)(k)(ex)(n−k)

=
(
x2 + n · 2x+

n(n− 1)

2
· 2
)
ex

= (x2 + 2nx+ n2 − n)ex

を得る．
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§ 3.2 Taylor展開

定理 3.2 (Taylor展開). fは「自然な関数」とする．このとき，任意の点
aに対し，あるr > 0が存在して，任意のx ∈ (a− r, a+ r)に対し

f(x) =
∞∑

k=0

f(k)(a)

k!
(x− a)k

が成り立つ．

注意. 1. このような関数は，解析的あるいはCω級と呼ばれる．初等関数や
特殊関数はすべて自然な定義域の上でCω級なことが知られている．よっ
て，普通の関数はすべてTaylor展開可能と考えて差し支えない．

2. C∞級だがCω級ではない関数の例を具体的に構成できる．したがって，
Cω級はC∞級よりも真に強い性質である．
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例.以下のTaylor展開が成り立つ（これらは記憶しておくと良い）．

ex =
∞∑

n=0

xn

n!
= 1+ x+

x2

2
+

x3

3!
+

x4

4!
+ · · · (x ∈ R)

cosx =
∞∑

n=0

(−1)nx2n

(2n)!
= 1− x2

2
+

x4

4!
− x6

6!
+ · · · (x ∈ R)

sinx =
∞∑

n=0

(−1)nx2n+1

(2n+1)!
= x− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+ · · · (x ∈ R)

log(1 + x) =
∞∑

n=1

(−1)n−1x
n

n
= x− x2

2
+

x3

3
− · · · (|x| < 1)

1

1− x
=

∞∑
n=0

xn = 1+ x+ x2 + x3 + · · · (|x| < 1)

注意.これらのような，a = 0での展開は特にMaclaurin展開とも呼ばれる．
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exのx = 0における第N次近似多項式のグラフ
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cosxのx = 0における第N次近似多項式のグラフ

77

sinxのx = 0における第N次近似多項式のグラフ

78

log(1 + x)のx = 0における第N次近似多項式のグラフ
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(1− x)−1のx = 0における第N次近似多項式のグラフ
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問 25.上のTaylor展開をすべて暗記せよ．

注意.例えば，以下の特徴に着目すると記憶の助けとなるだろう．

• exは何度微分しても形が変わらず，またe0 = 1であるため，係数には
1/n!しか現れない．

• 指数関数と三角関数の展開はよく似ているが，cosxは偶数次の項，sinx

は奇数次の項だけからなり，符号も各々で正負を交互に繰り返す．

• cosxは偶関数であるため，その展開には偶数次の項しか現れない．同様
に，sinxは奇関数であるため，その展開には奇数次の項しか現れない．

• y = cosxはx = 0で接線y = 1を持つため，その展開は1から始ま
る．同様に，y = sinxはx = 0で接線y = xを持つため，その展開は
xから始まる．
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• logxではなく log(1 + x)を展開しているのは，logxがx = 0では定
義されないからである．

• y = log(1 + x)はx = 0で接線y = xを持つため，その展開はxから
始まる．

• log(1+x)の展開でも係数の符号は正負を交互に繰り返す．ただしn =

1から始まるので，初項の係数を正とするには符号を(−1)n−1とする必
要がある．これをn（n!ではない）で割ったものが係数になる．

• log(1+ x)はx = −1では定義されないため，収束範囲が |x| < 1に制
限される．

• (1−x)−1の展開は等比級数の和の公式に他ならない．収束範囲 |x| < 1

も和の収束条件と整合する．
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さらに次の事実も知識として知っておくとよいだろう．

• log(1 + x)はx ≥ 1でも定義されるが，右辺の級数はx ≥ 1では収束
しない．

• 同様に，(1 − x)−1はすべてのx �= 1で定義されるが，右辺は |x| ≥ 1

では収束しない．

その他，各自で気づいたことを書き留めておくと，より良いだろう．
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◦ Taylor係数の覚え方のヒント

べき級数展開

f(x) =
∞∑

n=0

cn(x− a)n = c0 + c1(x− a) + c2(x− a)2 + · · · (♥)

を仮定すると，係数cnが自動的に決まってしまうことを見ておこう．

まず(♥)にx = aを代入すると

f(a) = c0 ∴ c0 = f(a)

が分かる．次に，(♥)を微分して

f ′(x) = c1 + 2c2(x− a) + 3c3(x− a)2 + · · ·
となったところに，x = aを代入すると

f ′(a) = c1 ∴ c1 = f ′(a)
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が分かる．さらに微分すると

f ′′(x) = 2c2 + 6c3(x− a) + 12c4(x− a)2 + · · ·
となるので，やはりこれにx = aを代入して

f ′′(a) = 2c2 ∴ c2 =
f ′′(a)

2

を得る．一般に(♥)をn回微分すると

f(n)(x) = n!cn +(n+1)!cn+1(x− a)+
(n+2)!

2
cn+2(x− a)2 + · · ·

となるので，これにx = aを代入することで

f(n)(a) = n!cn ∴ cn =
f(n)(a)

n!

が従う．
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◦ Taylor展開の計算問題

問 26.以下の関数に対し，与えられた点の周りでのTaylor展開を計算せよ．

1. ex
2

(x = 0) 2.
x3

1 + x2
(x = 0)

3. e2x (x = 1) 4.
1

1− 2x
(x = −1)

5. log(1 + x) (x = 2) 6.
1

(1− x)2
(x = 0)

7. arctanx (x = 0)

注意.Taylor係数は一般形は重要なので覚えておく必要があるが，具体的な
関数の場合には，既知のTaylor展開を組み合わせて計算した方が良い．
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解. 1. eX =
∞∑

n=0

Xn

n!
にX = x2を代入することで

ex
2
=

∞∑
n=0

x2n

n!

を得る．

2. (1−X)−1 =
∞∑

n=0

Xnに注意して，

x3

1 + x2
= x3

∞∑
n=0

(−x2)n =
∞∑

n=0

(−1)nx2n+3

を得る．
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3. 1,2と同様に考えて，

e2x = e2e2(x−1) = e2
∞∑

n=0

(2(x− 1))n

n!
=

∞∑
n=0

e22n

n!
(x− 1)n

を得る．

注意.先にx = 0の周りで展開して，

e2x =
∞∑

n=0

2n

n!
xn =

∞∑
n=0

2n

n!
((x− 1) + 1)n

=
∞∑

n=0

2n

n!

n∑
k=0

(
n

k

)
(x− 1)k

などとしてはならない．（さらに式変形をすれば，正しい形に持っていくこと
はできるが，見通しは良くない．）
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4. これまでと同様に考えて，
1

1− 2x
=

1

3− 2(x+1)
=

1

3
· 1

1− (2/3)(x+1)

=
1

3

∞∑
n=0

(
2

3

)n
(x+1)n

を得る．

5. これまでと同様に考えて，

log(1 + x) = log(3 + (x− 2)) = log3+ log
(
1+

1

3
(x− 2)

)
= log3+

∞∑
n=1

(−1)n−1

3nn
(x− 2)n

を得る．
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6. (1− x)−1 =
∞∑

n=0

xnの両辺を微分して，

(1− x)−2 =
∞∑

n=1

nxn−1 =
∞∑

n=0

(n+1)xn

を得る．（このような操作を項別微分と呼ぶ．）

7. (1 + t2)−1 =
∞∑

n=0

(−1)nt2nの両辺を tについて0からxまで積分して，

arctanx =
∞∑

n=0

(−1)n

2n+1
x2n+1

を得る．（このような操作を項別積分と呼ぶ．）

注意.級数の項別微分や項別積分では，暗に2つの極限の順序交換を行ってお
り，厳密には条件を確認する必要がある．
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◦ Eulerの公式

exのTaylor展開

ex =
∞∑

n=0

xn

n!
for x ∈ R

において，右辺の級数はxが複素数であっても意味を持つ．このことを逆手
に取って，以下の定義を採用する．

定義.任意のz ∈ Cに対して，指数関数ezを

ez =
∞∑

n=0

zn

n!

によって定義する．

注意.ここでは証明しないが，右辺は任意のz ∈ Cに対して収束する．
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定理 3.3 (Eulerの公式).任意のx ∈ Rに対し

eix = cosx+ i sinx

が成り立つ．

証明. 任意のx ∈ Rに対し，定義に従ってeixを計算すると

eix =
∞∑

k=0

(ix)2k

(2k)!
+

∞∑
k=0

(ix)2k+1

(2k +1)!

=
∞∑

k=0

(−1)kx2k

(2k)!
+ i

∞∑
k=0

(−1)kx2k+1

(2k +1)!

= cosx+ i sinx

を得る．
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問 27. Eulerの公式を用いて，任意のx ∈ Rに対し

cosx =
eix + e−ix

2
, sinx =

eix − e−ix

2i

が成り立つことを確かめよ．

注意.双曲線関数の定義との類似に注意せよ．
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問 28. Eulerの公式と三角関数の加法定理を既知として，任意のx, y ∈ R

に対し

ei(x+y) = eixeiy

が成り立つことを導け．

注意.一般のz, w ∈ Cに対しても，指数法則ez+w = ezewが成り立つ．ま
た，これは加法定理を用いずに示せる．
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§ 3.3 Taylor展開と第n次近似

◦ Landauの記号

定義. 1. x → aの極限において，R(x)が (x − a)nの定数倍以上の早さ
で0に収束するとき，すなわち，ある ε, C > 0が存在して任意のx ∈
(a− ε, a+ ε)に対し

|R(x)| ≤ C|x− a|n
が成り立つとき，R(x) = O((x− a)n)と書く．

2. x → aの極限において，R(x)が(x− a)nより真に早く0に収束すると
き，すなわち，

lim
x→a

R(x)

(x− a)n
= 0

が成り立つとき，R(x) = o((x− a)n)と書く．
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例. 1. x → 0のとき，

10100x3 sin(e1/x) = O(x3) = o(x2) = O(x2)

が成り立つ．

2. x → −2のとき，

5(x+2)3 − (x+2)5 = O((x+2)3)

が成り立つ．

注意.一般に，Landauの記号を含む等式を逆に辿ることはできない．
96

定理 3.4.自然な関数fに対し，x → aのとき，

f(x) =
n∑

k=0

f(k)(a)

k!
(x− a)k +O((x− a)n+1) (♦)

が成り立つ．

証明. Taylor展開の第(n+1)項以降を(x− a)n+1で括ればよい．

注意.例えば，n = 1のときは

f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +O((x− a)2)

となる．これは，x → aのとき，f(x)の挙動を最もよく近似する1次多項式
（第1次近似）が，f(a)+ f ′(a)(x− a)で与えられることを意味する．より
一般に，fのx = aの周りでの第n次近似は(♦)の右辺の和で与えられる．
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◦ 極限計算への応用

問 29.以下の各極限を計算せよ．

1. lim
x→0

ex − 1− x

x2
2. lim

x→0

ex
2 − cosx

x2

解. 1. Taylorの定理より，x → 0のとき
ex − 1− x

x2
= x−2

(
1+ x+

1

2
x2 +O(x3)− 1− x

)
= x−2

(
1

2
x2 +O(x3)

)
=

1

2
+O(x) → 1

2

である．
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2. 近似式

ex
2
= 1+ x2 +O(x4), cosx = 1− x2

2
+O(x4)

に注意して，x → 0のとき

ex
2 − cosx

x2
= x−2

[
1+ x2 +O(x4)−

(
1− x2

2
+O(x4)

)]

= x−2
(
3

2
x2 +O(x4)

)
=

3

2
+O(x2) → 3

2

となる．
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問 30. 1. log cosxのx = 0の周りでの第4次近似多項式を求めよ．

2. 極限 lim
x→0

2 log cosx+ x2

sin4 x
を計算せよ．

解. 1. 既知のTaylor展開を組み合わせることで，

log cosx = log

(
1− x2

2
+

x4

24
+O(x6)

)

=

(
−x2

2
+

x4

24
+O(x6)

)
− 1

2

(
−x2

2
+O(x4)

)2
+O(x6)

= −x2

2
− x4

12
+O(x6)

を得る．

2. 1の結果より−1/6であることが分かる．
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問 31.次の極限値を求めよ．

1. lim
x→0

1− cosx

x2
2. lim

x→0

ex − esinx

x3

3. lim
x→0

(
1

x2
− 1

sin2 x

)
4. lim

x→0

sinx− xex + x2 cosx

x(1− cosx)

5. lim
x→0

tanx− x

x3

略解. Taylorの定理を用いて近似計算することで，

1.
1

2
2.

1

6
3. − 1

3
4. − 4

3
5.

1

3

がわかる．
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◦ 実用的な応用

問 32. 1. α ∈ Rとする．h ≈ 0のとき

(1 + h)α ≈ 1+ αh

であることを示せ．

2. 等式
√
2 =

7

5

√
1+

1

49
と上の近似式より，

√
2の近似値を計算せよ．

解. 1. 定理 3.4をf(x) = xα, a = 1, x = 1+ hに適用すると，h → 0

のとき

(1 + h)α = 1α + α · 1α−1 · (1 + h− 1) +O(h2)

= 1+ αh+O(h2)

である．よって，高次の微小量を無視すれば，示すべき近似式が従う．
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2. まず，直接計算により

√
2 =

√
49

25
· 50
49

=
7

5

√
1+

1

49

が分かる．1で示した近似式をα = 1/2, h = 1/49に対し適用すれば，
√
2 ≈ 7

5

(
1+

1

2
· 1

49

)
= 1.4142857 . . .

を得る．

注意.上の議論は厳密ではないが，真の値
√
2 = 1.4142135 . . .との誤差Δ

は

Δ = 0.0000721 . . .

で，これは確かにh2 = 0.0004 . . .程度のオーダーである．後述の理論を用
いれば，数学的に厳密な精度保証も可能である．
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第4章 一変数関数の微分法：理論編

§ 4.1 平均値の定理と1次近似

定理 4.1 (Rolleの定理). fは [a, b]上で連続かつ(a, b)上で微分可能とし，
さらにf(a) = f(b)とする．このとき，あるc ∈ (a, b)が存在して

f ′(c) = 0

が成り立つ．

証明. 定理 2.7より

m = min
x∈[a,b]

f(x), M = max
x∈[a,b]

f(x)

が存在する．もしm = Mならば，任意のx ∈ [a, b]に対し

m ≤ f(x) ≤ M = m

なので，fは [a, b]上で定数である．よって任意のc ∈ [a, b]に対し

f ′(c) = 0
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が成り立つ．したがってm < Mとしてよい．

(I) f(a) = f(b) < Mの場合，あるc ∈ (a, b)に対しf(c) = Mとなる．こ
のとき，

f ′(c) = lim
x→c+0

f(x)− f(c)

x− c
≤ 0,

f ′(c) = lim
x→c−0

f(x)− f(c)

x− c
≥ 0

である．よってf ′(c) = 0が成り立つ．

(II) m < f(a) = f(b)の場合も(I)と同様に議論できる．よって主張は示さ
れた．

注意.以降でも同様であるが，この種の定理ではcの具体的な取り方は分から
ない．しかし(a, b)内に存在することは保証されており，この事実を不等式
評価に利用できることがある．
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定理 4.2 (平均値の定理). fは [a, b]上で連続かつ(a, b)上で微分可能とす
る．このとき，あるc ∈ (a, b)が存在して

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a

が成り立つ．

証明. 関数Fを

F (x) = f(x)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a)

で定めると，F は [a, b]上で連続かつ (a, b)上で微分可能であり，F (a) =
F (b)を満たす．よってRolleの定理より，あるc ∈ (a, b)が存在して

0 = F ′(c) = f ′(c)− f(b)− f(a)

b− a

が成り立つ．これは定理の主張に他ならない．
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系 4.3. fは(a, b)上で微分可能とする．このとき，

1. 任意のx ∈ (a, b)に対しf ′(x) = 0ならば，fは定数である．

2. 任意のx ∈ (a, b)に対しf ′(x) > 0ならば，fは狭義単調増加である．

3. 任意のx ∈ (a, b)に対しf ′(x) < 0ならば，fは狭義単調減少である．

証明. 1. x, y ∈ (a, b)かつx < yとする．このとき，平均値の定理よりある
c ∈ (x, y)が存在して

0 = f ′(c) =
f(y)− f(x)

y − x
∴ f(x) = f(y)

が成り立つ．これはfが(a, b)上で定数であることを意味する．
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2. x, y ∈ (a, b)かつx < yとする．このとき，平均値の定理よりある c ∈
(x, y)が存在して

0 < f ′(c) =
f(y)− f(x)

y − x
∴ f(x) < f(y)

が成り立つ．これはfが(a, b)上で狭義単調増加であることを意味する．

3. 2と同様に示せるので証明を省略する．
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定理 4.4. fを区間I上のC1級関数とし，a ∈ Iとする．x → aのとき，

f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) + o(x− a)

が成り立つ．

証明. x ∈ Iかつx �= aとすると，あるc ∈ Iがaとxの間に存在して

f(x) = f(a) + f ′(c)(x− a) = f(a) + f ′(a)(x− a) +R(x)

と書ける．ただし，剰余項R(x)を

R(x) = (f ′(c)− f ′(a))(x− a)

で定めた．さてx → aのとき，xを動かすとcも動くが，少なくともaとxの
間にあることは保証されているのでc → aである．よってf ′の連続性より

(x− a)−1R(x) = f ′(c)− f ′(a) → 0 as x → a

であり，R(x) = o(x− a)を得る．
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§ 4.2 Taylorの定理と高次近似

定理 4.5 (Taylorの定理). 1. 関数fが(a, b)上でn回微分可能かつ[a, b]

上で(n− 1)回連続微分可能ならば，あるc ∈ (a, b)が存在して

f(b) =
n−1∑
k=0

f(k)(a)

k!
(b− a)k +

f(n)(c)

n!
(b− a)n

が成り立つ．

2. 関数fが(b, a)上でn回微分可能かつ [b, a]上で(n− 1)回連続微分可能
ならば，あるc ∈ (b, a)が存在して

f(b) =
n−1∑
k=0

f(k)(a)

k!
(b− a)k +

f(n)(c)

n!
(b− a)n

が成り立つ．
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注意. 1. 上の2つの主張はa, bの大小で場合分けしただけで，本質的には同
じである．特にn = 1のとき，これらは平均値の定理に他ならない．

2. 右辺の最後の項は剰余項と呼ばれ，単にRnで表すことがある．cはaと
bの間にあるので，代わりに，あるθ ∈ (0,1)を用いて

Rn =
f(n)(c)

n!
(b− a)n =

f(n)(a+ θ(b− a))

n!
(b− a)n

と表すこともある．a+ θ(b− a)はa, bを端点とする区間のθ : (1− θ)

内分点であることに注意する．

3. Taylorの定理（有限和＋剰余項）とTaylor展開（無限和）は別物なの
で，主張の違いをきちんと理解し，区別した方が良い．
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証明. 主張1,2は同様に示せるので，ここでは1のみを示す．定数A ∈ Rを，

f(b) =
n−1∑
k=0

f(k)(a)

k!
(b− a)k +

A

n!
(b− a)n

を満たすようにとり，関数Fを

F (x) =
n−1∑
k=0

f(k)(x)

k!
(b− x)k +

A

n!
(b− x)n

で定める．するとFは[a, b]上で連続かつ(a, b)上で微分可能であり，さらに

F (a) = f(b) = F (b)
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を満たす．よってRolleの定理より，あるc ∈ (a, b)が存在して

0 = F ′(c)

=
n−1∑
k=0

f(k+1)(c)

k!
(b− c)k −

n−1∑
k=1

f(k)(c)

(k − 1)!
(b− c)k−1

− A

(n− 1)!
(b− c)n−1

=
f(n)(c)

(n− 1)!
(b− c)n−1 − A

(n− 1)!
(b− c)n−1

が成り立つ．これは

A = f(n)(c)

を意味し，よって主張が示された．
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系 4.6. fは区間I上のCn級関数で，a ∈ Iとする．極限x → aにおいて

f(x) =
n∑

k=0

f(k)(a)

k!
(x− a)k + o ((x− a)n)

が成り立つ．

証明. Taylorの定理より，各x ∈ Iに対しあるθ ∈ (0,1)が存在して

f(x) =
n∑

k=0

f(k)(a)

k!
(x− a)k +Rn+1(x)

と書ける．ここで，

Rn+1(x) =
f(n)(a+ θ(x− a))− f(n)(a)

n!
(x− a)n

とおいた．xを動かすとθも動くが，θ ∈ (0,1)は保証されている．よって
f(n)の連続性から，x → aのときRn+1(x) = o((x− a)n)が従う．
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系 4.7 (Taylor展開). fは区間I上でC∞級関数とし，a, x ∈ Iとする．も
しTaylorの定理における第n剰余項Rn(x)が

lim
n→∞Rn(x) = 0 (♠)

を満たすなら，

f(x) =
∞∑

k=0

f(k)(a)

k!
(x− a)k

が成り立つ．

証明. Taylorの定理において，n → ∞とすればよい．

注意. (♠)こそが，C∞級とCω級の差異と特徴付ける条件である．C∞級関
数はこれを必ずしも満たさないが，「自然な関数」はこれを満たす．
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問 33. f(x) = ex，a = 0および任意のx ∈ Rに対し，系 4.7の条件(♠)
を確かめ，exのTaylor展開を求めよ．

解. Taylorの定理より，任意のx ∈ Rに対しあるθ ∈ (0,1)が存在して

ex =
n−1∑
k=0

xk

k!
+Rn(x), Rn(x) =

eθx

n!
xn

と書ける．x ∈ Rは固定されていることに注意して，n → ∞とすると

|Rn(x)| ≤ e|x|
n!

|x|n → 0

が確かに成り立つ．よって

ex =
∞∑

k=0

xk

k!
= 1+ x+

x2

2
+

x3

3!
+

x4

4!
+ · · ·+ xk

k!
+ · · ·

を得る．
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◦ 近似の精度保証

f : I → RはCn級とする．任意のa, a + h ∈ Iに対し，あるθ ∈ (0,1)が
存在して

f(a+ h) =
n−1∑
k=0

f(k)(a)

k!
hk +Rn(a, h); Rn(a, h) =

f(n)(a+ θh)

n!
hn,

と書ける．もしここで

M := sup
x∈I

|f(n)(x)| < ∞

が分かっていれば，剰余項について

|Rn(a, h)| ≤ M

n!
|h|n

が従う．これは近似値の精度保証に利用できる．
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例.問 32で得た
√
2の近似値の精度を評価しよう．関数f(x) = x1/2に対

しx = 1のまわりでTaylorの定理を適用する．このとき，h = 1/49に対
しあるθ ∈ (0,1)が存在して

√
2 =

7

5
(1 + h)1/2 =

7

5

(
1+

1

2
h− 1

8
(1 + θh)−3/2h2

)
が成り立つ．ここでh > 0に注意して多少粗く見積もると

(1 + θh)−3/2 ≤ 1−3/2 = 1

となるので，

|Δ| =
∣∣∣∣√2− 7

5

(
1+

1

2
h

)∣∣∣∣ ≤ 7

5
· 1
8
·
(

1

49

)2
= 0.0000728 . . .

を得る．したがって
√
2 = 1.4142857 . . .± 0.0000728 . . .

が保証される．
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§ 4.3 参考：Cauchyの平均値定理とL’Hôpitalの定理

定理 4.8 (Cauchyの平均値定理). f, gは [a, b]上で連続かつ(a, b)上で微
分可能とし，さらに(a, b)上でg′(x) �= 0とする．このとき，あるc ∈ (a, b)

が存在して

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=

f ′(c)
g′(c)

が成り立つ．

注意.パラメータ曲線(g(t), f(t)), t ∈ [a, b], の点(g(c), f(c))における接
ベクトルが(g′(c), f ′(c))で与えられることを考えると，Cauchyの平均値定
理は通常の平均値の定理と同じ幾何的意味を持つことが分かる．
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証明. まずg(a) �= g(b)であることに注意する．実際，g(a) = g(b)とする
と，Rolleの定理によりある c ∈ (a, b)でg′(c) = 0となって仮定に矛盾す
る．さて今，

F (x) = f(x)− f(a)− f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
(g(x)− g(a))

とおくと，Fは [a, b]上で連続かつ(a, b)上で微分可能であり，

F (a) = F (b) = 0

を満たす．よって再びRolleの定理より，あるc ∈ (a, b)が存在して

0 = F ′(c) = f ′(c)− f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
g′(c)

が成り立つ．
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定理 4.9 (L’Hôpitalの定理). f, gは(a, b)上で微分可能で，g′(x) �= 0と
する．さらに

lim
x→a+0

f(x) = lim
x→a+0

g(x) = 0 or ∞

とする．もし

lim
x→a+0

f ′(x)
g′(x)

が存在すれば，

lim
x→a+0

f(x)

g(x)
= lim

x→a+0

f ′(x)
g′(x)

が成り立つ．

注意.同様の主張はx → b− 0, x → ∞, x → −∞の場合でも成立する．
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証明. ここでは

lim
x→a+0

f(x) = lim
x→a+0

g(x) = 0

の場合のみ示す．f(a) = 0, g(a) = 0と定義すると，f, gは [a, b)上で連続
である．任意のx ∈ (a, b)に対し，[a, x]上でCauchyの平均値定理を適用
すると，あるc ∈ (a, x)に対して

f(x)

g(x)
=

f ′(c)
g′(c)

が成り立つ．ここでx → a + 0とするとc → a + 0となるので，右辺の極
限が存在すれば左辺の極限も存在して，両者は一致する．

注意.例えばx → ∞の場合については，変数変換 t = 1/xによりx → +0

の場合に帰着される．
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問 34.以下の極限値を求めよ．

lim
x→0

1− cosx

x2 cosx

解. x → 0のとき，
f(x)

g(x)
=

1− cosx

x2 cosx
→ 0

0
,

f ′(x)
g′(x)

=
sinx

2x cosx− x2 sinx
→ 0

0
,

f ′′(x)
g′′(x)

=
cosx

2cosx− 4x sinx− x2 cosx
→ 1

2
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なので，

lim
x→0

1− cosx

x2 cosx
=

1

2

を得る．

注意. 1. L’Hôpitalの定理は適用条件を確認せずに使うと誤った結果を導
くことがあるので，注意が必要である．例えば，上の問で3階微分まで
計算してから，分母分子をxで割って極限をとると

f ′′′(x)
g′′′(x)

=
− sinx

−6 sinx− 6x cosx+ x2 sinx
→ 1

12

となってしまう．

2. ほとんどの場合，Taylorの定理でも極限を計算することができ，その方
が計算量も少なくて済む．上の問でもそうである．
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第5章 多変数関数

§ 5.1 多変数関数のグラフ

定義. n ∈ Nとする．n次元実数空間を

Rn = R× · · · ×R︸ ︷︷ ︸
n個

= {(x1, . . . , xn); x1, . . . , xn ∈ R}

で定める．Rn上の関数f : Rn → Rをn変数関数と呼ぶ．

例. 2つの変数x, yを持つ数式f(x, y)は2変数関数である．例えば，

f(x, y) = x2 + y, f(x, y) = ex+y sin(xy)

などは2変数関数である．
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◦ 1変数関数のグラフの復習

R上の関数fとは，各点x ∈ Rに数f(x) ∈ Rを割り当てる対応のことだっ
た．これは，直線Rのxの位置に数f(x)が載っている，と見ることができる．
例えば，直線上にfによって指定された重みの密度分布が載っている，と想
像することもできるだろう．この状況をより視覚的に捉えるために，x軸と
は別に新しくy軸を描き加え，x軸上に載っている数f(x)をy軸方向への高
さと読み換えよう，というのがグラフの考え方である．

正確に言えば，関数fのグラフとはR2の部分集合

Γf =
{
(x, f(x)) ∈ R2; x ∈ R

}
のことである．実用上はこれを単にy = f(x)で表すことが多い．
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◦ グラフ

定義. n変数関数f : Rn → Rに対し，そのグラフを

Γf =
{
(x, f(x)) ∈ Rn+1; x ∈ Rn

}
で定める．

注意. 1. 2変数関数のグラフは，曲面となることが分かるだろう．グラフを
与える関係式z = f(x, y)自体を曲面と呼ぶことも多い．

2. 3変数以上の関数のグラフは超曲面となるが，定義域の変数の個数を退
化させない限り，可視化はできない．（3変数関数のグラフなら4次元時
空間内に描くこともできるが，あまり実用的ではない．）

3. グラフ以外にも，多変数関数を密度分布として想像する方法もある．ま
た2変数関数，3変数関数は，それぞれ等高線，等高面でも可視化できる．
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問 35.以下の2変数関数のグラフの概形を想像せよ．

1. f(x, y) = sinx 2. f(x, y) =
1

3
|x+ y| − 1

3. f(x, y) = e−x2−y2 4. f(x, y) = cos(2
√
x2 + y2)
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§ 5.2 R3内の基本的な曲面

◦ 平面

問 36.R3内の平面で，点(1,0,−1)を通りベクトル(2,3,1)に垂直なもの
を表す方程式を求めよ．

解. x = (x, y, z), x0 = (1,0,−1), n = (2,3,1)とおく．同値変形に
より，

xが求める平面上にある
⇐⇒ (x− x0) ⊥ n

⇐⇒ 0 = n · (x− x0) = 2(x− 1) + 3y + (z +1)

⇐⇒ 2x+3y + z − 1 = 0

が成り立つ．よって求める方程式は2x+3y + z − 1 = 0である．
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問 37.方程式3x− 2y − z +5 = 0が与えるR3内の図形は何か述べよ．

解. 与えられた方程式を満たす(x, y, z)の組を一組とる．例えば，

3 · 1− 2 · 1− 6+ 5 = 0

である．これと与えられた方程式の差をとると

3(x− 1)− 2(y − 1)− (z − 6) = 0

となる．前項の問と同様の同値変形を逆にたどれば，3x− 2y − z +5 = 0

は(1,1,6)を通り(3,−2,−1)に垂直な平面であることがわかる．

注意.「与えられた方程式を満たす(x, y, z)の組」は何でも良い．
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上の議論より，平面の方程式の一般形は

ax+ by + cz + d = 0; (a, b, c) �= (0,0,0),

であることが分かる．逆にこのような方程式が与えられたら，

a(x− x0) + b(y − y0) + c(z − z0) = 0

と書きかえることで，これはx0 = (x0, y0, z0)を通りn = (a, b, c)に垂直
な平面であることが分かる．このようなnを平面の法ベクトルと呼ぶ．

注意. c �= 0ならば，

z = −a

c
x− b

c
y − d

c

と変形できるので，与えられた平面は2変数関数のグラフとして書ける．も
ちろん，z軸に平行な平面は，(x, y)を変数とする2変数関数のグラフとして
表示することはできない．
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問 38. 1. 点(0,0,1)を通り，(1,2,3)と(−3,0,4)を接ベクトルに持つ
平面をパラメータ表示せよ．また，パラメータを消去することでこの平
面の方程式表示を求め，法ベクトルを一つ求めよ．

2. 平面−x+ 3y − z + 5 = 0をパラメータ表示し，法ベクトルを一つ求
めよ．

注意.空間内の図形の表示方法として，グラフ表示，方程式表示，パラメー
タ表示の3つがあることを押さえておくと良いだろう．第7.1節も参照せよ．
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問 39.点(x0, y0, z0)を通りベクトル(a, b, c) �= (0,0,0)に平行な直線は，

(x, y, z) = (x0 + at, y0 + bt, z0 + ct), t ∈ R,

とパラメータ表示され，特にabc �= 0のときには，
x− x0

a
=

y − y0
b

=
z − z0

c

と方程式表示される．これらはいつでも一方から他方へ移れることを確かめ
よ．またabc = 0のとき，後者はどのように修正されるか考えよ．
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◦ 楕円放物面

定義. ab > 0とする．R3において，

z = ax2 + by2 (♠)

の定める曲面を楕円放物面と呼ぶ．

例えば，a, b > 0の場合を考える．X =
√
ax, Y =

√
byとスケールすると

z = X2 + Y 2 = r2, ただし r =
√
X2 + Y 2,

となる．これは，XY z空間において，原点を頂点としz軸を軸とする放物線
を，z軸の周りに回転させてできる曲面（回転放物面）である．よってxyz空
間において(♠)は，回転放物面をx軸方向に1/

√
a倍，y軸方向に1/

√
b倍だ

けスケールしたものである．
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証明. I. a �= 0のとき，xについて平方完成すると

z = a

(
x+

b

a
y

)2
+

ac− b2

a
y2 =: aX2 +

ac− b2

a
Y 2

となる．よって，a > 0かつac − b2 > 0なら下に凸な楕円放物面，a < 0

かつac − b2 > 0なら上に凸な楕円放物面，ac − b2 < 0なら双曲放物面，
ac− b2 = 0なら放物線柱面である．

II. c �= 0のとき，Iと同様に議論できる．

III. a = c = 0のとき，b �= 0に注意して，

z =
b

2

{
(x+ y)2 − (x− y)2

}
=:

b

2
X2 − b

2
Y 2

と書ける．よって与えられた曲面は双曲放物面である．
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注意.与えられた2次式は，行列を用いると

ax2 + 2bxy + cy2 = (x y)
(

a b
b c

)(
x
y

)
のように書ける．ここで任意の実対称行列は必ずある直交行列で対角化でき
ることを既知とすると，定理5.1の可逆行列変換は直交行列変換（直交座標
変換）にまで強められる．実際，ある直交行列Pが存在して

tP

(
a b
b c

)
P =

(
α 0
0 β

)
となることに注意すると，

ax2 + 2bxy + cy2 = αX2 + βY 2,

(
x
y

)
= P

(
X
Y

)
,

と書ける．定理5.1の主張は，線形代数では，行列の(1,1)成分aと行列式
ac− b2から固有値α, βの符号判定ができる，という事実に対応する．
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問 43.以下の2次式の曲面に対し，直交座標系 (x, y)を適当な斜交座標系
(X,Y )に変換して，z = αX2 + βY 2, α, β ∈ R, の形に書き換えよ．さ
らに，楕円放物面，双曲放物面，放物線柱面のいずれであるかを判定せよ．

1. z = 2x2 − 8xy +11y2 2. z = −x2 + 2xy +4y2

解. 1. 一方の変数に関して平方完成することで，

z = 2(x− 2y)2 + 3y2 = 2X2 + 3Y 2

と書ける．よってこれは楕円放物面である．

2. 一方の変数に関して平方完成することで，

z = −(x− y)2 + 5y2 = −X2 + 5Y 2

と書ける．よってこれは双曲放物面である．
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§ 5.3 Rnの距離と位相

◦ 距離

定義. 1. x = (x1, . . . , xn) ∈ Rnとy = (y1, . . . , yn) ∈ Rnの間の距離を

d(x,y) = ‖x− y‖ =
[
(x1 − y1)

2 + · · ·+ (xn − yn)
2
]1/2

で定義する．

2. x ∈ Rnを中心とする半径r > 0の球体を

Br(x) = B(x, r) =
{
y ∈ Rn; ‖x− y‖ < r

}
で定義する．これはxのr近傍とも呼ばれる．
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◦ 位相

定義. D ⊂ Rnとする．

1. Dが開集合であるとは，任意のx ∈ Dに対しあるε > 0が存在して

Bε(x) ⊂ D

が成り立つことである．

2. Dが閉集合であるとは，その補集合Dcが開集合となることである．

3. Dの境界とは，x ∈ Rnで任意のε > 0に対し

Bε(x) ∩D �= ∅ かつ Bε(x) ∩ (Dc) �= ∅
を満たすもの全体の集合である．Dの境界を∂Dで表す．

4. Dの閉包とは，和集合D = D ∪ ∂Dのことである．
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問 44.以下の各集合に対し，開集合か，閉集合かまたはそのいずれでもな
いかを判定し，さらに境界を求めよ．証明についても考えてみよ．

1. {(x, y) ∈ R2; x2 + y2 < 1}
2. {(x, y) ∈ R2; x2 + y2 ≤ 1}
3. {(x, y) ∈ R2; |x| ≤ 1, |y| < 1}
4. {(x, y) ∈ R2; x, y ∈ Q}
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注意.直感的には，開集合は縁を含まない集合，閉集合は縁を含む集合であ
る．

問 45 (余力があれば).任意のD ⊂ Rnに対し，その閉包Dは必ず閉集合
となることを定義に従って示せ．
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定義. D ⊂ Rnとする．

1. D内の連続曲線とは，写像

x : [a, b] → D, t 
→ x(t) = (x1(t), . . . , xn(t))

ですべての j = 1, . . . , nに対しxjが連続となるもののことである．こ
のとき，x(a),x(b)をそれぞれこの曲線の始点，終点と呼ぶ．

2. Dが弧状連結であるとは，任意のx,y ∈ Dに対しそれらをそれぞれ始
点，終点とするD内の連続曲線が存在することである．

3. Dが弧状連結な開集合のとき，Dを領域と呼ぶ．

4. Dが有界であるとは，あるr > 0が存在してD ⊂ Br(0)となることで
ある．

注意.領域は厳密には上のように定義されているが，しばしば単に部分集合
の意味で使われることもある．
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§ 5.4 連続関数

定義. D ⊂ Rnを領域とし，f : D → Rを関数とする．

1. fがa ∈ Dにおいて連続であるとは，

lim
x→a

f(x) = f(a)

が成り立つこと，すなわち，

∀ε > 0 ∃δ > 0 s.t. “‖x− a‖ < δ ⇒ |f(x)− f(a)| < ε”

が成り立つことである．

2. fがD上で連続（またはC0級）であるとは，fが任意のx ∈ Dにおい
て連続となることである．

注意.多次元空間では点の近づけ方が無数にあることに注意せよ．
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問 46.次の極限は存在するか．存在するならばその極限値を求めよ．

1. lim
(x,y)→(0,0)

x√
x2 + y2

2. lim
(x,y)→(0,0)

x2y

x2 + y2

解. 1. (x, y) = (r cos θ, r sin θ)とおけば，(x, y) → (0,0)はθを固定せ
ずにr → +0とすることに対応する．このとき，

x√
x2 + y2

= cos θ

はθに応じて [−1,1]の任意の値をとれる．よって極限は存在しない．

2. 1と同様に考えると，r → +0のとき，θによらずに

x2y

x2 + y2
= r cos2 θ sin θ → 0

である．
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定理 5.2 (中間値の定理). D ⊂ Rnは弧状連結，f : D → Rは連続とし，
a, b ∈ Dかつf(a) ≤ f(b)とする．このとき，任意のγ ∈ [f(a), f(b)]に
対しあるc ∈ Dが存在して

f(c) = γ

が成り立つ．

証明. a, bを結ぶD内の連続曲線x(t) (t ∈ [a, b]) をとって

F (t) = f(x(t)), t ∈ [a, b],

と定めれば，1変数関数に対する中間値の定理に帰着される．
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定理 5.3 (最大値・最小値の存在). fが有界閉集合D上で連続なら，

max
x∈D f(x), min

x∈D f(x)

が存在する．

証明. 証明は省略する．
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定理 5.4.有界閉集合D上の連続関数fは一様連続である，すなわち，

∀ε > 0 ∃δ > 0 s.t. “x,y ∈ D, ‖x− y‖ < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < ε”

が成り立つ．

証明. 証明は省略する．
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問 47 (余力があれば).任意の連続関数g : R2 → Rに対し，集合

A =
{
(x, y) ∈ R2; g(x, y) = 0

}
は閉集合であることを定義に従って示せ．

解. 補集合Acが開集合であることを示せばよい．任意の(a, b) ∈ Acをとる．
Aの定義から，g(a, b) �= 0に注意する．すると，gが連続であることから，
ε = |g(a, b)|/2 > 0に対しあるδ > 0が存在して，

(x, y) ∈ Bδ(a, b) ⇒ |g(x, y)− g(a, b)| < ε

が成り立つ．三角不等式より，これは任意の(x, y) ∈ Bδ(a, b)に対し

|g(x, y)| ≥ |g(a, b)| − ε =
1

2
|g(a, b)| > 0

が成り立つことを意味する．したがってBε(a, b) ⊂ Acであり，Acは確かに
開集合である．
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第6章 偏微分法

§ 6.1 偏微分

簡単のため，本章では主に2変数関数f : R2 → Rを考えるが，n変数関数
への一般化は容易である．

定義. 1. fが点(a, b) ∈ R2においてx偏微分可能であるとは，極限

lim
x→a

f(x, b)− f(a, b)

x− a

が存在することである．この極限値をfの(a, b)におけるx偏微分と呼び，

fx(a, b),
∂f

∂x
(a, b),

(
∂f

∂x

)
(a, b),

(
∂

∂x
f

)
(a, b)

などで表す．領域上でのx偏微分可能性やx偏導関数なども，1変数関数
のときと同様に定義する．さらに，y変数についても同様に定義する．
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2. fxがx偏導関数を持つとき，それを

fxx,
∂2f

∂x2
,

∂2

∂x2
f

などで表す．また，fxがy偏導関数を持つとき，それを

fxy,
∂2f

∂y∂x
,

∂2

∂y∂x
f

などで表す．高階偏導関数について同様に定義する．

3. fがR2上でCn級であるとは，fのn階までのすべての偏導関数が存在
し，それらがすべて連続となることである．

4. fがR2上でC∞級であるとは，fの任意の階数の偏導関数が存在し，そ
れらがすべて連続となることである．

注意.偏微分と区別するために，1変数関数の微分を常微分と呼ぶこともある．
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問 48.以下の式で与えられる関数に対し，2階偏導関数をすべて計算せよ．

1. x3 + xy2 + y 2. ex sin y 3. arctan
y

x

略解. 1のみ解答を与える．z = x3 + xy2 + yとおくと

zx = 3x2 + y2, zy = 2xy +1

なので，

zxx = 6x, zxy = 2y, zyx = 2y, zyy = 2x,

を得る．
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問 49.以下の各等式を満たす2変数関数fを求めよ．

1. fxy = 3y2 2. fxxx = 0

解. 1. 与えられた等式をyで積分すると，任意関数C(x)を用いて

fx = y3 + C(x)

と書ける．これをさらにxで積分して

f = xy3 +
∫

C(x) dx+D(y) = xy3 + C̃(x) +D(y)

を得る．

2. 1と同様にxで3回積分すると，一般的に

f = C(y)x2 +D(y)x+ E(y)

の形に書ける．
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定理 6.1. fがC2級ならば，

fxy = fyx

が成り立つ．

注意.このことから特に，Cn級関数のn階までの任意の偏導関数は，偏微分
する変数の順序に依存しないことが分かる．実際，例えばn = 3のときには

fxxy = (fx)xy = (fx)yx = fxyx = (fxy)x = (fyx)x = fyxx

が成り立つ．一般には隣り合う偏微分を一組ずつ入れ替えていくことで，任
意の順序の偏微導関数に等式変形できる．
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証明. 任意の(a, b) ∈ R2を固定する．任意の(s, t) ∈ R2でst �= 0となる
ものに対し

F (s, t) = f(a+ s, b+ t)− f(a, b+ t)− f(a+ s, b) + f(a, b)

とおく．まず，g(y) = f(a+ s, y)− f(a, y)とおいて，これを

F (s, t) = g(b+ t)− g(b)

のように書き換え，平均値の定理を2度用いる．すると，あるθ, θ′ ∈ (0,1)

が存在して

F (s, t) = tg′(b+ θt)

= t
(
fy(a+ s, b+ θt)− fy(a, b+ θt)

)
= tsfyx(a+ θ′s, b+ θt)
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となる．一方，h(x) = f(x, b+ t)− f(x, b)とおけば，

F (s, t) = h(a+ s)− h(a)

のようにも書ける．同様に議論すると，あるρ, ρ′ ∈ (0,1)に対し

F (s, t) = stfxy(a+ ρs, b+ ρ′t)

となる．したがって，

fyx(a+ θ′s, b+ θt) = fxy(a+ ρs, b+ ρ′t)

であり，ここでst �= 0としながら(s, t) → (0,0)とすれば，fxy, fyxの連続
性から

fyx(a, b) = fxy(a, b)

を得る．
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問 50.関数f : R2 → Rを

f(x, y) =

⎧⎪⎨⎪⎩ xy
x2 − y2

x2 + y2
x �= yのとき，

0 x = yのとき．
で定める．このとき，

fxy(0,0) = −1 �= 1 = fyx(0,0)

を確かめよ．
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§ 6.2 全微分と接平面

定義. f : R2 → Rが(a, b)において全微分可能であるとは，あるA,B ∈ R

が存在して，(x, y) → (a, b)のとき

f(x, y) = f(a, b)+A(x− a)+B(y− b)+ o

(√
(x− a)2 + (y − b)2

)
,

すなわち

lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y)− f(a, b)−A(x− a)−B(y − b)√
(x− a)2 + (y − b)2

= 0

が成り立つことである．このとき，平面z = f(a, b)+A(x−a)+B(y−b)

を曲面z = f(x, y)の点(a, b, f(a, b)) ∈ R3における接平面と呼ぶ．

注意.全微分可能性とは1次近似可能性に他ならない．また，接平面とは曲面
z = f(x, y)の点(a, b, f(a, b))の近くでの1次近似のことである．
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定理 6.2. 1. fがC1級なら，fは任意の(a, b) ∈ R2で全微分可能である．

2. fが(a, b) ∈ R2で全微分可能なら，fは(a, b)で連続かつx,y偏微分可
能であり，さらに(x, y) → (a, b)のとき

f(x, y) = f(a, b) + fx(a, b)(x− a) + fy(a, b)(y − b)

+ o

(√
(x− a)2 + (y − b)2

)
が成り立つ．

注意. 1. 特に，接平面の公式は

z = f(a, b) + fx(a, b)(x− a) + fy(a, b)(y − b)

で与えられ，その法ベクトルは(fx(a, b), fy(a, b),−1)である．
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2. 粗くまとめると，

C1級 ⇒ 全微分可能 ⇒ 連続かつx,y偏微分可能
である．x, y偏微分は特定の方向しか考えないため，x, y偏微分可能性だ
けでは全微分可能性には不十分なことに注意する．なお，実用上は「C1

級でない全微分可能な関数」が現れることはないので，C1級なら1次近
似可能なことと，接平面の公式を覚えておけばよい．

3. fが全微分可能なら，

f(x+Δx, y +Δy)− f(x, y)

= fx(x, y)Δx+ fy(x, y)Δy + o
(√

(Δx)2 + (Δy)2
)

と書ける．これを形式的に

df = fx dx+ fy dy

と書いて，dfをfの全微分と呼ぶ．
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証明. 1. 任意の(a, b) ∈ R2を固定し，任意の(x, y) ∈ R2に対して

f(x, y)− f(a, b) = f(x, y)− f(a, y) + f(a, y)− f(a, b)

と書く．fを第1,2変数それぞれに関して1変数関数と見て平均値の定理を
適用すると，あるθ, θ′ ∈ (0,1)が存在して

f(x, y)− f(a, b)

= fx(a+ θ(x− a), y)(x− a) + fy(a, b+ θ′(y − b))(y − b)

となる．ここで，fx, fyの連続性を用いると，(x, y) → (a, b)のとき

f(x, y)− f(a, b)

=
(
fx(a, b) + o(1)

)
(x− a) +

(
fy(a, b) + o(1)

)
(y − b)

= fx(a, b)(x− a) + fy(a, b)(y − b) + o(x− a) + o(y − b)

が成り立つ．これから主張が従う．
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2. fが(a, b)で全微分可能とすると，あるA,B ∈ Rが存在して

f(x, y) = f(a, b) +A(x− a) +B(y − b) + o

(√
(x− a)2 + (y − b)2

)
が成り立つ．この表示から，

f(x, b)− f(a, b)

x− a
=

A(x− a) + o(x− a)

x− a
= A+ o(1)

となるので，fの(a, b)におけるx偏微分可能性と

A = fx(a, b)

が従う．y偏微分についても同様である．残りの主張も明らかである．
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問 51.以下の曲面に対し，与えられた点における接平面とその法ベクトル
を求めよ．

1. z = x3 + y2, (1,2,5) 2. z = x2 + 2y2, (−2,0,4)

3. z = xy, (a, b, ab)

略解. 1のみ解答を与える．定理 6.2により，接平面の方程式は

z = 5+ 3(x− 1) + 4(y − 2) ∴ z = 3x+4y − 6

で与えらる．また，法ベクトルとして(3,4,−1)がとれる．
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§ 6.3 連鎖律 (chain rule)

定理 6.3. f(x, y), φ(t), ψ(t)はC1級とする．合成f(φ(t), ψ(t))は tの関
数としてC1級であり，さらに

d

dt
[f(φ(t), ψ(t))]

=
dφ

dt
(t) ·

(
∂f

∂x

)
(φ(t), ψ(t)) +

dψ

dt
(t) ·

(
∂f

∂y

)
(φ(t), ψ(t))

が成り立つ．

注意. z = f(x, y), x = φ(t), y = ψ(t)とおいて，
dz

dt
=

dx

dt

∂z

∂x
+

dy

dt

∂z

∂y
, あるいは単に d

dt
=

dx

dt

∂

∂x
+

dy

dt

∂

∂y

のように略記されることがある．省略されている変数に注意せよ．これは形
式的には全微分dz = zx dx+ zy dyをdtで割ったものに一致する．
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証明. まず，任意の tを固定して，極限

lim
h→0

h−1
[
f(φ(t+ h), ψ(t+ h))− f(φ(t), ψ(t))

]
を計算する．記号を簡単にするため，各h �= 0に対して

φ(t) = φ, φ(t+ h) = φ+Δφ, ψ(t) = ψ, ψ(t+ h) = ψ +Δψ

とおく．すると定理 6.2より

f(φ+Δφ, ψ +Δψ)− f(φ, ψ)

= fx(φ, ψ) · (Δφ) + fy(φ, ψ) · (Δψ) + o

(√
(Δφ)2 + (Δψ)2

)
と書ける．φ, ψがC1級であったことから，h → 0のとき

Δφ = φ′(t)h+ o(h) = O(h), Δψ = ψ′(t)h+ o(h) = O(h)
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であり，これらを代入することで

f(φ+Δφ, ψ +Δψ)− f(φ, ψ)

=
[
fx(φ(t), ψ(t)) · φ′(t) + fy(φ(t), ψ(t)) · ψ′(t)

]
h+ o(h)

を得る．よって結局，

lim
h→0

h−1
[
f(φ+Δφ, ψ +Δψ)− f(φ, ψ)

]
= fx(φ(t), ψ(t)) · φ′(t) + fy(φ(t), ψ(t)) · ψ′(t)

が従う．

tは任意であったから，f(φ(t), ψ(t))は定義域の上で微分可能である．また，
その導関数は与えられた表示公式と仮定から定義域の上で連続である．した
がって，f(φ(t), ψ(t))は確かにC1級である．
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定理 6.4. z = f(x, y), x = φ(u, v), y = ψ(u, v)はC1級とする．合成
z = f(φ(u, v), ψ(u, v))は(u, v)の関数としてC1級であり，さらに

∂z

∂u
=

∂x

∂u

∂z

∂x
+

∂y

∂u

∂z

∂y
,

∂z

∂v
=

∂x

∂v

∂z

∂x
+

∂y

∂v

∂z

∂y

が成り立つ．

注意.式が長いため，略記法を用いた．例えば，第1式は
∂

∂u
[f(φ(u, v), ψ(u, v))] =

∂φ

∂u
(u, v) ·

(
∂f

∂x

)
(φ(u, v), ψ(u, v))

+
∂ψ

∂u
(u, v) ·

(
∂f

∂y

)
(φ(u, v), ψ(u, v))

を意味する．第2式についても同様である．

証明. u, vの一方を固定すれば，1変数の場合（定理 6.3）に帰着する．
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問 52. C1級関数f : R2 → Rを極座標表示したものを，

g(r, θ) = f(r cos θ, r sin θ)

とおく．gr, gθをfx, fyを用いて表せ．

解. 連鎖律を用いて計算する．x = r cos θ, y = r sin θに注意して，

gr(r, θ) =
∂f

∂x

∂x

∂r
+

∂f

∂y

∂y

∂r

= fx(r cos θ, r sin θ) cos θ + fy(r cos θ, r sin θ) sin θ,

および

gθ(r, θ) =
∂f

∂x

∂x

∂θ
+

∂f

∂y

∂y

∂θ

= −fx(r cos θ, r sin θ)r sin θ + fy(r cos θ, r sin θ)r cos θ

を得る．
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注意. f(r cos θ, r sin θ)を単にf(r, θ)で表すこともあるが，これはf(x, y)

に(x, y) = (r, θ)を代入したものと区別できない．慣れるまでは，別の記号
g(r, θ)を導入した方が誤解が無く，理解も早い．同様に，gr, gθを単にfr, fθ
で表すこともあるが，どの変数について考えているか注意が必要である．

問 53. C1級関数f : R2 → Rに対して

g(s, t) = f(s, sin(s2 + t2))

とおく．gs, gtをfx, fyを用いて表せ．
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§ 6.4 Laplace作用素

定義. n ∈ Nとする．Rn上の2階偏微分作用素

Δ =
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22
+ · · ·+ ∂2

∂x2n

をLaplace作用素またはラプラシアンと呼ぶ．

注意. Laplace作用素は，物理学や工学における多くのモデル方程式（偏微
分方程式）に現れる重要な作用素である．考えている問題の対称性に応じて，
曲線座標系での表示公式が必要となることがあり，それは連鎖律により計算
される．
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例. 1. 温度分布または拡散物質密度u = u(t, x, y, z)は，熱・拡散方程式
∂u

∂t
= DΔu

を満たす．ここで，D > 0は熱伝導または拡散の強さを表す係数である．

2. 波動を伝える媒質の元の位置からの変位u = u(t, x, y, z)は，波動方程式

∂2u

∂t2
= c2Δu

を満たす．ここで，c > 0は波動の（位相）速度を表す．

3. 質量mの量子論的粒子がポテンシャルV の下で運動するとき，その波動
関数u = u(t, x, y, z)は，Schrödinger方程式

i�
∂u

∂t
= − �

2

2m
Δu+ V u

を満たす．ここで，�は換算Planck定数，iは虚数単位である．
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◦ R2上のLaplace作用素の極座標表示

問 54.R2の極座標(x, y) = (r cos θ, r sin θ)に関して，

Δ =
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂θ2

を確かめよ．正確に述べるなら，任意のC2級関数f : R2 → Rに対し

g(r, θ) = f(r cos θ, r sin θ)

とおいたとき，等式

fxx + fyy = grr +
1

r
gr +

1

r2
gθθ

が成り立つことを確かめよ．

解. 連鎖律を用いて計算する．まず

gr = fx cos θ + fy sin θ, gθ = −fxr sin θ + fyr cos θ
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であり，さらに計算することで

grr = fxx cos
2 θ +2fxy sin θ cos θ + fyy sin

2 θ,

gθθ = fxxr
2 sin2 θ − 2fxyr

2 sin θ cos θ + fyyr
2 cos2 θ

− fxr cos θ − fyr sin θ

となる．最後の2式およびgrの表示式を用いると，

grr +
1

r2
gθθ = fxx + fyy − 1

r
gr

を得る．
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◦ R3上のLaplace作用素の球面座標表示

定義.R3の任意の点(x, y, z)は，r ≥ 0, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ φ < 2πを用いて

(x, y, z) = (r sin θ cosφ, r sin θ sinφ, r cos θ)

のように表示できる．このような(r, θ, φ)をR3の球面座標系と呼ぶ．

問 55.R3の球面座標系(r, θ, φ)に関して，

Δ =
1

r2
∂

∂r

(
r2

∂

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂φ2

であることを確かめよ．
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注意.左辺から計算を始めるとは結構大変なことになる．
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問 56.R2上のC2級関数u = u(t, x)は，1次元波動方程式

∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2

を満たすとする．ただし，c > 0は正定数とする．

1. v(ξ, η) = u

(
ξ − η

2c
,
ξ + η

2

)
とおく． ∂2v

∂ξ∂η
を求めよ．

2. ある1変数関数F (ξ), G(η)が存在して，

u(t, x) = F (x+ ct) +G(x− ct)

と書けることを示せ．
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解. 1. 連鎖律を用いて順次計算する．uが波動方程式を満たすことを用いて

vη = − 1

2c
ut +

1

2
ux, vηξ = − 1

4c2
utt − 1

4c
utx +

1

4c
uxt +

1

4
uxx = 0

を得る．

2. (vη)ξ = 0なので，あるH(η)が存在して

vη(ξ, η) = H(η)

と書ける．GをHの原始関数とすると(v − G)η = 0なので，あるF (ξ)が
存在して

v(ξ, η)−G(η) = F (ξ)

と書ける．よって，vの定義と変数変換ξ = x+ ct, η = x− ctにより

u(t, x) = v(ξ, η) = F (x+ ct) +G(x− ct)

を得る．
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注意. t = 0における初期条件

u(0, x) = f(x),
∂u

∂t
(0, x) = g(x)

が与えられたとすると，

F (x) +G(x) = f(x), cF ′(x)− cG′(x) = g(x)

でなければならない．後者の等式より

F (x)−G(x) = F (0)−G(0) +
1

c

∫ x

0
g(ξ) dξ

であり，これを前者と合わせれば，F,Gをf, gで表すことができる．少し計
算すると，d’Alembertの公式

u(t, x) =
1

2

(
f(x+ ct) + f(x− ct)

)
+

1

2c

∫ x+ct

x−ct
g(ξ) dξ

が得られる．
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§ 6.5 勾配ベクトル場

定義.R2上のベクトル場とは，ベクトル値関数R2 → R2のことである．こ
れはR2上の2つの関数f, gを用いて

(f, g): R2 → R2, (x, y) 
→ (f(x, y), g(x, y))

のように書ける．あるいは，R2の元をボールド体で表すことにして，

f : R2 → R2, x 
→ f(x)

のようにも書ける．

注意. R2上のベクトル場は，各点x ∈ R2に矢印f(x)を描くことで可視化
できる．グラフと同様の方法ではR4を考えることになり，うまくいかない．

例.流体の各点での流速がなす場や重力場，電場，磁場などがある．
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ベクトル場(x, y)および(−y, x)の概形
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定義. C1級関数f : R2 → Rに対し，その勾配ベクトル場を

R2 → R2, (x, y) 
→ (fx(x, y), fy(x, y))

で定義する．fの勾配ベクトル場をgrad fで表す．

定理 6.5. f : R2 → RはC1級とし，(a, b) ∈ R2，grad f(a, b) �= (0,0)

とする．このとき，以下が成り立つ．

1. grad f(a, b)は等高線f(x, y) = f(a, b)の(a, b)における法ベクトルで
ある．

2. grad f(a, b)は(a, b)から見て，fの値が最も増大する向きを指す．

3. ‖grad f(a, b)‖は(a, b)からgrad f(a, b)の向きへのfの値の増大度（傾
きの大きさ，あるいは等高線群の詰まり具合）を与える．
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関数x2 + 2y2およびx2 − y2の等高線群と勾配ベクトル場
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証明. 1. (a, b)を通る等高線f(x, y) = f(a, b)を，(a, b)の近くでパラメー
タ表示したものを(x(t), y(t))とする．パラメータ付けを適当に取り直して，

(x(0), y(0)) = (a, b)

として良い．（後述の陰関数定理により，このようなパラメータ表示が存在す
る．）このとき，任意の tに対して

f(x(t), y(t)) = f(a, b)

であり，両辺を t = 0で微分すると

fx(a, b)x
′(0) + fy(a, b)y

′(0) = 0

を得る．(x′(0), y′(0))は等高線f(x, y) = f(a, b)の(a, b)における接ベク
トルを与えるので，主張1が従う．
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2,3. 点(a, b)において，x軸に対して角度θ方向へのfの値の増大度は，

k(θ) =
∂

∂t

(
f(a+ t cos θ, b+ t sin θ)

)∣∣∣∣∣
t=0

=
[
fx(a+ t cos θ, b+ t sin θ) cos θ

+ fy(a+ t cos θ, b+ t sin θ) sin θ
]∣∣∣
t=0

= fx(a, b) cos θ + fy(a, b) sin θ

= (grad f(a, b)) · (cos θ, sin θ)

で与えられる．‖(cos θ, sin θ)‖ = 1に注意すると，k(θ)が最大となるのは

(cos θ, sin θ) = ‖grad f(a, b)‖−1 grad f(a, b)

のときであり，このとき，

k(θ) = ‖grad f(a, b)‖
である．よって主張2,3が示された．
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問 57.R2において，以下で与えられるベクトル場を勾配ベクトル場に持つ
関数は存在するか．もし存在するならそれを求めよ．

1. (y2 cosx,2y sinx− 4) 2. (2xy, x2) 3. (2exy, cosxy)

略解. 1. grad f(x, y) = (y2 cosx,2y sinx− 4)とする．第1成分を比較
することで，f(x, y) = y2 sinx + g(y)と書けることが分かる．これを用
いて初めの等式の第2成分を計算すると g′(y) = −4となる．したがって，
f(x, y) = y2 sinx− 4y + C (Cは定数) を得る．

2. 1と同様にして，f(x, y) = x2y + C (Cは定数) を得る．

3. もしgrad f(x, y) = (2exy, cosxy)とすれば，2xexy = fxy(x, y) =

fyx(x, y) = −y sinxyでなければならないが，これは不合理である．よって
条件を満たす関数は存在しない．
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§ 6.6 多変数関数に対するTaylorの定理

定理 6.6. fはCn級とし，(a, b) ∈ R2とする．このとき，任意の(h, k) ∈
R2に対しあるθ ∈ (0,1)が存在して，

f(a+ h, b+ k) =
n−1∑
j=0

1

j!

[(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)j
f

]
(a, b)

+
1

n!

[(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)n
f

]
(a+ θh, b+ θk)

が成り立つ．特に(h, k) → (0,0)のとき，

f(a+ h, b+ k) =
n∑

j=0

1

j!

[(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)j
f

]
(a, b) + o

(
(h2 + k2)n/2

)
が成り立つ．
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注意.微分作用素のべきは二項展開を用いて計算する．具体的には，(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)j
f =

∑
l+m=j

j!

l!m!
hlkm

∂l+mf

∂xl∂ym

である．

証明. 任意の(a, b) ∈ R2と(h, k) ∈ R2を固定して，

F (t) = f(a+ th, b+ tk), t ∈ R,

とおくと，F (t)はtのCn級関数である．ゆえにTaylorの定理により，ある
θ ∈ (0,1)が存在して

f(a+ h, b+ k) = F (1) =
n−1∑
j=0

F (j)(0)

j!
+

F (n)(θ)

n!
(♣)
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が成り立つ．ここで連鎖律を用いて直接計算すれば，

F (j)(t) =
dj

dtj
f(a+ th, b+ tk)

=
dj−1

dtj−1

[(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)
f

]
(a+ th, b+ tk)

= · · · =
[(

h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)j
f

]
(a+ th, b+ tk)

となるので，これを(♣)に代入すれば前者の表示が得られる．後者について
は，前者の表示の剰余項（を展開したものの各項）に対して，

∂l+mf

∂xl∂ym
(a+ θh, b+ θk) =

∂l+mf

∂xl∂ym
(a, b) + o(1)

であることと，h = O
(√

h2 + k2
)
およびk = O

(√
h2 + k2

)
を用いれば

よい．
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系 6.7.特にn = 2のとき，

f(a+ h, b+ k)

= f(a, b) + hfx(a, b) + kfy(a, b)

+
1

2

[
h2fxx(a, b) + 2hkfxy(a, b) + k2fyy(a, b)

]
+ o(h2 + k2)

が成り立つ．

証明. 定理 6.6からすぐに従う．

注意. (h, k)に関する1次近似は，全微分に他ならない．なお，2次近似に現
れる係数行列

Hess f =
(

fxx fyx
fxy fyy

)
は，Hesse行列と呼ばれる．
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問 58. f(x, y) =
√
x2 + y2に対し，(1,0)の周りでの2次近似を求めよ．

解. 系 6.7より，

f(1 + h, k) = 1+ h+
1

2
k2 + o(h2 + k2)

を得る．
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§ 6.7 極値問題

定義. 1. fが(a, b) ∈ R2で極大値をとるとは，あるδ > 0が存在して任意
の(x, y) ∈ Bδ(a, b)に対し

f(x, y) ≤ f(a, b)

が成り立つことである．このような(a, b)を極大点と呼ぶ．

2. fが (a, b) ∈ R2で極小値をとるとは，ある δ > 0が存在して任意の
(x, y) ∈ Bδ(a, b)に対し

f(x, y) ≥ f(a, b)

が成り立つことである．このような(a, b)を極小点と呼ぶ．

3. 極大値と極小値を合わせて極値，極大点と極小点を合わせて極値点と呼
ぶ．
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◦ 極値であるための必要条件

定理 6.8. fはC1級とする．もしfが(a, b)で極値をとるならば，

fx(a, b) = fy(a, b) = 0

が成り立つ．

証明. 極大の場合のみを示す．極大値の定義より，十分小さなh > 0に対して
f(a+ h, b)− f(a, b)

h
≤ 0,

f(a− h, b)− f(a, b)

−h
≥ 0

が成り立つ．よってh → +0とすれば，fx(a, b) = 0が従う．fy(a, b) = 0
も同様に示せる．

注意.上の定理は，極値において，接平面がxy平面に平行になることを主張
している．なお，逆は必ずしも成立しない．例えば，鞍点を考えよ．
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◦ 極値であるための十分条件

定理 6.9. fはC2級とし，(a, b) ∈ R2において

fx(a, b) = fy(a, b) = 0

とする．このとき，

A = fxx(a, b), B = fxy(a, b), C = fyy(a, b)

とおくと，以下が成立する．

1. AC −B2 > 0かつA > 0ならば，fは(a, b)で極小値をとる．

2. AC −B2 > 0かつA < 0ならば，fは(a, b)で極大値をとる．

3. AC −B2 < 0ならば，(a, b)はfの鞍点である．特に，fは(a, b)で極
値をとらない．
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注意. 1. この定理では，fの(a, b)の周りでの第2次近似を用いて，極値判
定を行っている．系 6.7と定理 5.1も参照せよ．

2. AC−B2 = 0の場合は，2次近似では極値判定不能である．3次以上の
近似を調べることになるが，これは一般には難しい．

3. 以下では，まずいくつかの演習問題を見て，その後に定理 6.9の証明を
概要のみ与える．以下の別解の流れを覚えておけば，判定条件を復元でき
ることに注意する．（もちろん判定条件を覚える方が計算は簡単である．）
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問 59.関数f(x, y) = 6x2 + 6xy +3y2 − 2x3の極値をすべて求めよ．

解. Step 1. ［まず1次近似を見て，極値の候補を絞る］

もしfが(x, y)で極値をとるならば，

fx(x, y) = 12x+6y − 6x2 = 0, fy(x, y) = 6x+6y = 0

でなければならない．これを解くと

(x, y) = (0,0), (1,−1)

となる．
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Step 2. ［次に各極値候補の周りで2次近似を調べ，極値判定を行う］
fの2階偏導関数は

fxx = 12− 12x, fxy = 6, fyy = 6

で与えられることに注意しておく．

(I) (x, y) = (0,0)においては，

AC −B2 = 36 > 0, A = 12 > 0

なので，fは(0,0)で極小値f(0,0) = 0をとる．

(II) x = (1,−1)においては，

AC −B2 = −36 < 0

なので，(1,−1)はfの鞍点であり，fは(1,−1)で極値をとらない．

注意.少し長くなるが，上の(I)と(II)は以下で差し替えることもできる．
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別解. (I) fの(0,0)の近くでの2次近似を計算すると

f(h, k) = 6h2 + 6hk +3k2 + o(h2 + k2)

となる．一方の変数について平方完成し，変数変換すると

f(h, k) = 6
(
h+

k

2

)2
+

3

2
k2 + o(h2 + k2)

= 6H2 +
3

2
K2 + o(H2 +K2)

となる．ただし，H = h + k/2, K = kとおいた．最後の表示から，fは
(0,0)で極小値f(0,0) = 0をとることがわかる．

注意. 2次部分が正係数のみなので，(H,K)が(0,0)からどの向きに動いて
も，fの値は増大することが分かる．なお，極値判定には2次の部分のみを
見ればよいことに注意する．実際，高位の微少量の項は(H,K)が十分(0,0)
に近ければ，2次部分に完全に飲まれてしまい，fの増減には影響を与えるこ
とができないからである．
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(II) fの(1,−1)の近くでの2次近似を計算すると

f(1 + h,−1+ k) = 1+ 6hk +3k2 + o(h2 + k2)

となる．一方の変数について平方完成を行い，適当に変数変換すると

f(1 + h,−1+ k) = 1+ 3(k + h)2 − 3h2 + o(h2 + k2)

= 1+ 3K2 − 3H2 + o(H2 +K2)

となる．よって，(1,−1)はfの鞍点であり，fは(1,−1)で極値をとらない．

注意. 2次部分が正負の係数を持つことから，(H,K)の動く方向に応じて，f
の値は増大も減少もする．先ほどと同様に，高位の微少量の項は無視できる
ため，このような点は極値にはなり得ない．
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問 60.関数f(x, y) = x2 + 2xy + y2 − x4 − y4の極値をすべて求めよ．

解(？). Step 1.［1次近似を見て，極値の候補を絞る］
もしfが(x, y)で極値をとるならば，

fx(x, y) = 2x+2y − 4x3 = 0, fy(x, y) = 2x+2y − 4y3 = 0

でなければならない．これを解くと

(x, y) = (0,0), (1,1), (−1,−1)

となる．

Step 2.［各極値候補の周りで2次近似を調べ，極値判定を行う］
fの2階偏導関数は

fxx = 2− 12x2, fxy = 2, fyy = 2− 12y2

で与えられることに注意しておく．
212

(I) x = (0,0)においては

AC −B2 = 0

となることから，これは定理 6.9では極値判定できないケースである．例え
ば，fの(0,0)の周りでの2次近似を計算してみると，

f(h, k) = h2 + 2hk + k2 + o(h2 + k2)

= (h+ k)2 + o(h2 + k2)

となる．もし(h, k)がh = −kを満たしながら(0,0)の周りを動くと，主要
部分(h+ k)2が0なので，fの増減はo(h2 + k2)の項の挙動に依存するこ
とが分かる．

(II), (III) 残りの候補の点(x, y) = (±1,±1)（複合同順）において，直前
の問と同様に議論すると，定理 6.9が適用でき，極大値2を取ることが分か
る．詳細は省略する．
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定理 6.9の証明の概要. 上の問の解における議論を抽象化する．条件より，

f(a+ h, b+ k) = f(a, b) +
1

2

[
Ah2 + 2Bhk + Ck2

]
+ o(h2 + k2)

が成り立つ．主張の場合分けから，(A,B,C) �= (0,0,0)としてよい．

I. A �= 0のとき，上の右辺の2次部分は

A

2

(
h+

B

A
k

)2
+

AC −B2

2A
k2

と書けるので，(a, b)は，A > 0かつAC − B2 > 0ならば極小値，A < 0
かつAC −B2 > 0ならば極大値，AC −B2 < 0ならば鞍点を与える．

II. C �= 0のときは Iと同様に議論できる．

III. A = C = 0かつB �= 0のとき，fは(a, b)の近くで増減の両方があり，
極値をとらない．
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問 61.次の関数の極値をすべて求めよ．

1. f(x, y) = x3 + y3 − 3xy 2. f(x, y) = x2 + y2 − x2y2

解. 1. もし点(x, y)で極値を取るならば

fx = 3x2 − 3y = 0, fy = 3y2 − 3x = 0

でなければならず，これより(x, y) = (0,0)または(1,1)が必要である．

(I) (x, y) = (0,0)では

AC −B2 = −9 < 0

なので，(0,0)はfの鞍点である．

(II) (x, y) = (1,1)では

AC −B2 = 27 > 0, A = 6 > 0

なので，fは(1,1)において極小値−1をとる．
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別解. (I) (x, y) = (0,0)のまわりでの2次近似を計算すると，

f(h, k) = −3hk + o(h2 + k2)

= −3

4
(h+ k)2 +

3

4
(h− k)2 + o(h2 + k2)

となる．よって，(0,0)はfの鞍点である．

(II) (x, y) = (1,1)のまわりでの2次近似を計算すると，

f(1 + h,1+ k) = −1+ 3h2 − 3hk +3k2 + o(h2 + k2)

= −1+ 3
(
h− k

2

)2
+

9

4
k2 + o(h2 + k2)

となる．よって，fは(1,1)において極小値−1をとる．
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2. もし点(x, y)で極値を取るならば

fx = 2x− 2xy2 = 0, fy = 2y − 2x2y = 0

でなければならず，これより

(x, y) = (0,0), (±1,±1)（複合任意）
が必要である．

(I) (x, y) = (0,0)では

AC −B2 = 4 > 0, A = 2 > 0

なので，fは(0,0)において極小値0をとる．

(II) (x, y) = (±1,±1)（複合任意）では

AC −B2 = −16 < 0

なので，(±1,±1)はfの鞍点である．
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別解. (I) (x, y) = (0,0)のまわりでの2次近似を計算すると，

f(h, k) = h2 + k2 + o(h2 + k2)

となる．よって，fは(x, y) = (0,0)で極小値0をとる．

(II) (x, y) = (±1,±1)（複合同順）のまわりでの2次近似を計算すると，

f(±1+ h,±1+ k) = 1− 4hk + o(h2 + k2)

= 1− (h+ k)2 + (h− k)2 + o(h2 + k2)

となる．よって，(x, y) = (±1,±1)は鞍点を与える．

(III) 同様に，(x, y) = (±1,∓1)（複合同順）も鞍点を与える（計算は省略
する）．
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第7章 陰関数定理



§ 7.1 陰関数定理

◦ 曲線の表現方法

R2内の曲線の表示方法として，主に以下の3つが知られている．

陽関数表示： y = f(x) (例えば，y = x2)

陰関数表示： F (x, y) = 0 (例えば，x2 + y2 − 1 = 0)

パラメータ表示： (x, y) = (φ(t), ψ(t)) (例えば，(x, y) = (cos t, sin t))

注意.陰関数表示F (x, y) = 0は，曲面z = F (x, y)の平面z = 0による切
り口に現れる図形と見てもよい．
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陽関数表示から陰関数表示への移行は常に可能である．実際，y = f(x)が
与えられたとき，

F (x, y) = f(x)− y

を考えればよい．しかし，陰関数表示から陽関数表示への移行は必ずしも可
能ではない．例えば，

x2 + y2 − 1 = 0

を陽関数表示しようとしても，

y = ±
√
1− x2

は多価関数となってしまう．また，仮に局所的に考えたとしても，(1,0)の
近傍はxの関数のグラフで表示できない．

以下に述べる陰関数定理は，陰関数表示で与えられた図形が，考えている点
の近くで陽関数表示できるための十分条件を与える．
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定理 7.1 (陰関数定理). F : R2 → RはC1級とし，(a, b) ∈ R2で

F (a, b) = 0, Fy(a, b) �= 0

となるとする．このとき，あるε, δ > 0が存在して，任意のx ∈ (a−ε, a+ε)

に対しあるf(x) ∈ (b− δ, b+ δ)が一意的に存在して

F (x, f(x)) = 0 (♥)

が成り立つ．さらに，このように定められた関数

f : (a− ε, a+ ε) → (b− δ, b+ δ) ⊂ R

はC1級であり，その導関数は

f ′(x) = −Fx(x, f(x))

Fy(x, f(x))
(♦)

を満たす．
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注意. 1. 条件F (a, b) = 0は点(a, b)が図形F (x, y) = 0の上にあること
を意味する．また，条件Fy(a, b) �= 0は，xyz空間において曲面z =

F (x, y)の(a, b,0)における接平面が，「y方向に傾き0ではない」ことを
意味する．（どのような幾何的状況か，次の結論と合わせて想像してみよ．）

2. 等式(♥)は，曲線y = f(x)がF (x, y) = 0の上にあることを意味する．
さらに，f(x)には一意性があることから，長方形領域 |x− a| < ε, |y −
b| < δ内では，F (x, y) = 0は曲線y = f(x)に完全に一致する．

3. 陰関数定理は陰関数fの局所存在を保証してくれるが，これは理論上の
話であり，その具体的な形までは分からない．ただし，fの導関数に関
する情報は(♦)が与えてくれる．なお(♦)は，(♥)を連鎖律を用いてx

で微分すれば得られるので，わざわざ覚える必要はない．

4. 陰関数定理は一次近似で形状が判別できる場合のみを扱っている．
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証明. Step 1. まず主張のような ε, δ > 0を適切に選んで，fを構成する．
必要ならFを−Fに取り直すことで，Fy(a, b) > 0としてよい．まずFyの
連続性から，ε, δ > 0を十分小さく取れば，任意の(x, y) ∈ [a− ε, a+ ε]×
[b− δ, b+ δ]に対し

Fy(x, y) > 0 (♣)

が成り立つ．すると，F (a, y)はy ∈ [b− δ, b+ δ]について狭義単調増加で
あり，F (a, b) = 0より

F (a, b− δ) < 0 < F (a, b+ δ)

となる．Fの連続性から，必要ならε > 0をより小さく取り直すことで，任
意のx ∈ (a− ε, a+ ε)に対して

F (x, b− δ) < 0 < F (x, b+ δ) (♠)

224

としてよい．さて，任意のx ∈ (a − ε, a + ε)をとる．このとき，(♣)より
F (x, y)はy ∈ (b− δ, b+ δ)に関して単調増加かつ(♠)を満たすので，中間
値の定理より，あるf(x) ∈ (b− δ, b+ δ)が一意的に存在して

F (x, f(x)) = 0

が成り立つ．これにより(♥)を満たすような

f : (a− ε, a+ ε) → (b− δ, b+ δ) ⊂ R

が構成された．

Step 2. 上のfが(a− ε, a+ ε)上で連続なことを示す．まず，Taylorの定
理により，任意の(x, y)と(x′, y′)に対し，あるθ ∈ (0,1)が存在して

F (x′, y′) = F (x, y) + (x′ − x)Fx

(
x+ θ(x′ − x), y + θ(y′ − y)

)
+ (y′ − y)Fy

(
x+ θ(x′ − x), y + θ(y′ − y)

)
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が成り立つことに注意する．これを任意のx, x′ ∈ (a− ε, a+ ε)に対しy =

f(x), y′ = f(x′)として適用すると，あるθ ∈ (0,1)が存在して

0 = Fx

(
x+ θ(x′ − x), f(x) + θ(f(x′)− f(x))

)
(x′ − x)

+ Fy

(
x+ θ(x′ − x), f(x) + θ(f(x′)− f(x))

)
(f(x′)− f(x))

が成り立つ．ここで定理 5.3と(♣)より，[a− ε, a+ ε]× [b− δ, b+ δ]上で

M := max |Fx(x, y)| < ∞, m := min |Fy(x, y)| > 0

であることに注意すると

|f(x′)− f(x)| ≤ M

m
|x′ − x|

が従う．よってfは(a− ε, a+ ε)上で連続である．
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Step 3. 最後にfが(a− ε, a+ ε)上でC1級なことを示す．Step 2の等式
から，任意のx, x+ h ∈ (a− ε, a+ ε)に対しあるθ ∈ (0,1)が存在して

f(x+ h)− f(x)

h
= −Fx(x+ θh, f(x) + θ(f(x+ h)− f(x)))

Fy(x+ θh, f(x) + θ(f(x+ h)− f(x)))

と書ける．ここでh → 0とすれば，fの連続性より

f ′(x) = −Fx(x, f(x))

Fy(x, f(x))

が従う．よってfは(a− ε, a+ ε)上で微分可能であり，さらにこの表示式か
らC1級であることも分かる．よって主張が示された．
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定理 7.2の証明の前に，実際の適用の流れを見ておく．

問 62の解. f(x, y) = xy, g(x, y) = x2 + xy + y2 − 1とおく．

Step 0.［曲線g(x, y) = 0の有界性（本講では省略可）］
√
x2 + y2 → ∞

のとき，

g(x, y) =
1

2
x2 +

1

2
y2 +

1

2
(x+ y)2 − 1 ≥ 1

2
(x2 + y2)− 1 → ∞

なので，曲線g(x, y) = 0は有界である．

注意.あるいは，少し粗いが，

g(x, y) =
(
x+

1

2
y

)2
+

3

4
y2 − 1 = X2 +

3

4
Y 2 − 1 → ∞

としても良い．
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Step 1.［曲線g(x, y) = 0の特異点］g(x, y) = 0が特異点を持つなら，そ
こでは

gx(x, y) = 2x+ y = 0, gy(x, y) = x+2y = 0

が成り立つ．これらを解くとx = y = 0となるが，g(0,0) = −1 �= 0な
ので，g(x, y) = 0は特異点を持たない．

Step 2.［特異点以外の候補］(x, y)をfの条件g(x, y) = 0の下での最大・
最小点とする．g(x, y) = 0に特異点はないから，Lagrangeの未定乗数法
より，あるλ ∈ Rが存在して

y − λ(2x+ y) = 0, x− λ(x+2y) = 0

が成り立つ．2式を辺々加えて，

(1− 3λ)(x+ y) = 0 ∴ λ =
1

3
or x+ y = 0

となる．
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(i) λ =
1

3
のとき，g(x, y) = 0と合わせて解くと，

x = y = ± 1√
3
であり，このとき f

(
± 1√

3
,± 1√

3

)
=

1

3

となる．

(ii) x+ y = 0のとき，g(x, y) = 0と合わせて解くと，

x = −y = ±1 であり，このとき f(±1,∓1) = −1

となる．

Step 3.［得られた候補の大小比較］以上より，

最大値：f

(
± 1√

3
,± 1√

3

)
=

1

3
, 最小値：f(±1,∓1) = −1

が分かる．
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定理 7.2の証明. 仮定と gの連続性から g(x, y) = 0は有界閉集合となる
（問 47参照）ので，定理 5.3より最大・最小点(a, b)が存在する．

gx(a, b) = gy(a, b) = 0でないとする．x, y変数の対称性から，gy(a, b) �=
0としてよい．すると陰関数定理より，x = aの近くで定義されたあるC1級
関数φが存在して，

φ(a) = b, g(x, φ(x)) = 0

が成り立つ．F (x) := f(x, φ(x))はx = aで極値をとることから，

0 = F ′(a) = fx(a, φ(a)) + fy(a, φ(a))φ
′(a)

である．さてここで，φ′(a) = −gx(a, b)/gy(a, b)を代入すると，

0 = fx(a, φ(a))− fy(a, φ(a))

gy(a, b)
gx(a, b)

となる．よってλ = fy(a, b)/gy(a, b)とおけばよい．
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問 63.条件2x2 + xy +2y2 = 1の下で，x2 + y2の最大値，最小値を求
めよ．

解. f(x, y) = x2 + y2, g(x, y) = 2x2 + xy +2y2 − 1とおく．R2の無
限遠方において

g(x, y) =
3

2
(x2 + y2) +

1

2
(x+ y)2 − 1 ≥ 3

2
(x2 + y2)− 1 → ∞

となるので，曲線g(x, y) = 0は有界である．

I. まず，

gx(x, y) = 4x+ y = 0, gy(x, y) = x+4y = 0

とすると，(x, y) = (0,0)であるが，g(0,0) = −1 �= 0なので，曲線
g(x, y) = 0上に特異点はない．
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II. λ ∈ RをLagrangeの未定乗数として，

2x− λ(4x+ y) = 0, 2y − λ(x+4y) = 0

とする．これをg(x, y) = 0と合わせて解くと，極値を与える点(x, y)の候
補として

(x, y) =

(
± 1√

5
,± 1√

5

)
,

(
± 1√

3
,∓ 1√

3

)
（複合同順）

が得られる．よって

最大値： f

(
± 1√

3
,∓ 1√

3

)
=

2

3
, 最小値： f

(
± 1√

5
,± 1√

5

)
=

2

5

である．
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問 64.条件x4 + y4 = 2の下で，x2 + y2の最大値，最小値を求めよ．

解. f(x, y) = x2 + y2, g(x, y) = x4 + y4 − 2とおく．R2の無限遠方に
おいて

g(x, y) =
1

2
(x2 + y2)2 +

1

2
(x2 − y2)2 − 2 ≥ 1

2
(x2 + y2)2 − 2 → ∞

となるので，曲線g(x, y) = 0は有界である．

I. まず，

gx(x, y) = 4x3 = 0, gy(x, y) = 4y3 = 0

とすると，(x, y) = (0,0)であるが，g(0,0) = −2 �= 0なので，曲線
g(x, y) = 0上に特異点はない．
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II. λ ∈ RをLagrangeの未定乗数として，

2x− 4λx3 = 0, 2y − 4λy3 = 0

とする．これをg(x, y) = 0と合わせて解くと，極値を与える点(x, y)の候
補として

(x, y) = (± 4√2,0), (0,± 4√2), (±1,±1) （複合任意）

が得られる．よって

最大値： f(±1,±1) = 2, 最小値： f(± 4√2,0) = f(0,± 4√2) =
√
2

である．
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◦ 3変数関数に対するLagrangeの未定乗数法

問 65. x2+y2+ z2 = 1の下で，x+2y+3zの最大値，最小値を求めよ．

略解. f(x, y, z) = x+ 2y + 3z, g(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 1とおく．
曲面g(x, y, z) = 0は明らかに有界である．

I. g = 0, gx = 0, gy = 0, gz = 0を同時に満たす点は存在しないので，
曲面g = 0に特異点はない．

II. g = 0, fx− λgx = 0, fy − λgy = 0, fz − λgz = 0を解いて，得られ
た点におけるfの値を大小比較すると

最大値： f
(
1/

√
14,2/

√
14,3/

√
14
)
=

√
14,

最小値： f
(
−1/

√
14,−2/

√
14,−3/

√
14
)
= −

√
14

を得る．
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◦ 参考：Lagrangeの未定乗数法の別の表現

文献によっては別の形のLagrangeの未定乗数法が掲載されていることもあ
るので，参考のため，次の2つを紹介しておく．証明はいずれも定理 7.2と
同様なので省略する．定理 7.3が最も一般的な形であり，定理 7.4はその
系，定理 7.2はさらにその系と見ることができる．

定理 7.3 (Lagrangeの未定乗数法). f, g : R2 → RをC1級とする．条
件g(x, y) = 0の下でfが点(a, b) ∈ R2において極値をとるなら，

1. gx(a, b) = gy(a, b) = 0，

2. ∃λ ∈ R s.t. fx(a, b)− λgx(a, b) = 0, fy(a, b)− λgy(a, b) = 0

の少なくとも一方が成り立つ．
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定理 7.4 (Lagrangeの未定乗数法). D ⊂ R2を有界領域とし，

f, g : D → R

はC0級かつD上でC1級とする．ここでDはDの閉包である．このとき，f

はD内で条件g(x, y) = 0の下で最大値と最小値を持つ．さらに，そのよう
な最大・最小点(a, b)では，

1. (a, b) ∈ ∂D，

2. gx(a, b) = gy(a, b) = 0，

3. ∃λ ∈ R s.t. fx(a, b)− λgx(a, b) = 0, fy(a, b)− λgy(a, b) = 0

の少なくとも一つが成り立つ．
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§ 7.3 逆写像定理

定義. 1. 各(x, y) ∈ R2にただ一つの点φ(x, y) ∈ R2を対応させる対応φ

を，R2からR2への写像と呼び，

φ : R2 → R2, (x, y) 
→ φ(x, y)

で表す．これは2つの2変数関数f, gの組に他ならず，

φ(x, y) = (f(x, y), g(x, y))

の様に成分表示できる．

2. 上の写像φ = (f, g)がCk級であるとは，その成分f, gが共にCk級関
数となることである．

注意. φをベクトル場と見ることもできるが，ここではそのようにはしない．
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例. 1. φ(x, y) = (ax+ by, cx+ dy)（ただし，a, b, c, d ∈ Rとする．）

2. φ(x, y) = (x cos y, x sin y)

注意. y, xを固定して得られるx曲線，y曲線の族で写像を可視化できる．
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定義. C1級写像φ = (f, g): R2 → R2に対し，そのJacobi行列および
Jacobi行列式（ヤコビアン）を，それぞれ

φ′ =
(

fx fy
gx gy

)
, Jφ =

∂(f, g)

∂(x, y)
= detφ′

で定義する．

注意. Jacobi行列は，写像φの考えている点の周りでの1次近似を与える．
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問 66.以下で与えられる写像に対し，それぞれJacobi行列式を計算せよ．

1. φ(x, y) = (ax+ by, cx+ dy) （ただし，a, b, c, d ∈ Rとする）

2. φ(r, θ) = (r cos θ, r sin θ)

3. φ(r, θ, φ) = (r sin θ cosφ, r sin θ sinφ, r cos θ)

略解. それぞれ，ad− bc，r，r2 sin θとなる．

注意.R3からR3への写像とそのJacobi行列，Jacobi行列式はまだ定義し
ていないが，R2の場合と同様である．第8章で一般次元での定義を与える．
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定理 7.5 (逆写像定理). φ : R2 → R2はC1級で，(a, b) ∈ R2において

Jφ(a, b) �= 0

を満たすとする．このとき，(a, b)を含むある開集合Uとφ(a, b)を含むある
開集合V が存在して，φはUからV への全単射となる．さらに，V 上で定義
されるφの逆写像φ−1はC1級であり，任意の(u, v) ∈ V に対して

(φ−1)′(u, v) = φ′(φ−1(u, v))−1

が成り立つ．（右辺の最後の−1は逆行列を表す．）

注意. 1. φの1次近似が点(a, b)で退化していなければ，φは(a, b)の周り
で局所的な逆写像を持つことを主張している．

2. 本講では証明を省略するが，陰関数定理から逆写像定理を導くこと，あ
るいはその逆は，比較的容易である．
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第8章 参考：多変数への一般化

§ 8.1 写像とその微分

定義. 1. 各x ∈ Rnにただ一つの点f(x) ∈ Rmを対応させる対応fを，
RnからRmへの写像と呼び，

f : Rn → Rm, x 
→ f(x)

で表す．これはm個のn変数関数f1, . . . , fmの組に他ならず，

f(x) = (f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn))

の様に成分表示できる．

2. 写像f : Rn → RmがCk級であるとは，その成分f1, . . . , fmがすべて
Ck級関数となることである．
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定義. 1. C1級写像f : Rn → Rmに対し，そのJacobi行列を

f ′ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∂f1
∂x1

. . .
∂f1
∂xn... . . . ...

∂fm

∂x1
. . .

∂fm

∂xn

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
で定義する．

2. C1級写像f : Rn → Rnに対し，そのJacobi行列式（ヤコビアン）を

Jf = det f ′

で定義する．これは，成分表示f = (f1, . . . , fn)を用いて，

∂f

∂x
,

∂(f1, . . . , fn)

∂(x1, . . . , xn)

などで表されることもある．
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§ 8.2 連鎖律の多変数形

定理 8.1. f : Rn → Rmおよびg : Rm → RlはともにC1級とする．この
とき，合成g ◦ f : Rn → RlはC1級で，

(g ◦ f)′(x) = g′(f(x)) · f ′(x)
が成り立つ．ここで右辺の · は行列の積を意味する．あるいは，

z = g(y), y = f(x)

とおいて，これを成分表示すれば，各j = 1, . . . , lとk = 1, . . . , nに対し
∂zj

∂xk
=

∂zj

∂y1

∂y1
∂xk

+ · · ·+ ∂zj

∂ym

∂ym

∂xk
,

となる．

証明. 各成分において，微分に関係ない変数を固定すれば，定理 6.3に帰着
する．
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§ 8.3 陰関数定理の多変数形

定理 8.2 (陰関数定理). F : Rn+1 → RはC1級とし，(a, b) ∈ Rn+1は

F (a, b) = 0, Fy(a, b) �= 0

を満たすとする．このとき，あるε, δ > 0が存在して，任意のx ∈ Bε(a)に
対しあるf(x) ∈ (b− δ, b+ δ)が一意的に存在して

F (x, f(x)) = 0

が成り立つ．さらに，このように定められた関数f : Bε(a) → RはC1級で
あり，任意のj = 1, . . . , nに対しそのxj偏導関数は

fxj(x) = −Fxj(x, f(x))

Fy(x, f(x))

を満たす．
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定理 8.3 (陰関数定理). F : Rn+k → RkはC1級とし，(a, b) ∈ Rn+kは

F (a, b) = 0,
∂F

∂y
(a, b) �= 0

を満たすとする．このとき，あるε, δ > 0が存在して，任意のx ∈ Bε(a)に
対しあるf(x) ∈ Bδ(b)が一意的に存在して

F (x,f(x)) = 0

が成り立つ．さらに，このように定められた写像f : Bε(a) → RkはC1級
であり，その各成分の1階偏導関数は

Fx(x,f(x)) + Fy(x,f(x)) · f ′(x) = 0, j = 1, . . . , k,

の解として一意に定まる．ここで，Fx,FyはそれぞれF = F (x,y)のx,y

変数に関するJacobi行列である．
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§ 8.4 逆写像定理の多変数形

定理 8.4 (逆写像定理). f : Rn → RnはC1級で，a ∈ Rnにおいて

Jf(a) �= 0

とする．このとき，aを含むある開集合Uとf(a)を含むある開集合V が存
在して，fはUからV への全単射となる．さらに，V 上で定義されるfの逆
写像f−1はC1級であり，任意のy ∈ V に対して

(f−1)′(y) = (f ′(f−1(y)))−1

が成り立つ．
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§ 8.5 Lagrangeの未定乗数法の多変数形

定理 8.5 (Lagrangeの未定乗数法). f, g : Rn → RはC1級とする．条
件g(x) = 0の下でfがa ∈ Rnにおいて極値をとるなら，

1. grad g(a) = 0，

2. ∃λ ∈ R s.t. grad f(a)− λgrad g(a) = 0

の少なくとも一方が成り立つ．

注意. 1. C1級関数f : Rn → Rに対し，その勾配ベクトル場は

grad f = (fx1, . . . , fxn)

で定義される．

2. 定理 7.4や定理 7.2のような主張も成り立つ．次についても同様である．
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定理 8.6 (Lagrangeの未定乗数法). k < nとし，f : Rn → Rおよび
g : Rn → RkはともにC1級とする．条件g(x) = 0の下でfがa ∈ Rnに
おいて極値をとるなら，以下の少なくとも一方が成り立つ．

1. rank(g′(a)) < kである．

2. あるλ1, . . . , λk ∈ Rが存在して

grad f(a)−
k∑

j=1

λj grad gj(a) = 0

が成り立つ．
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