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WKB解
1次元 Schrödinger方程式(

η−2 d
2

dx2
−Q(x)

)
ψ = 0

のようなパラメタ η を含む方程式の形式解

ψ(x, η) = eηy(x)
∞∑

k=0

ψk(x)η
−k−α

構成では, 次も用いられる

ψ(x, η) = η−α exp

∫ x

S(x, η)dx, S(x, η) = S−1(x)η + S0(x) + · · ·
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Borel総和法
形式級数

f(η) = eηs
∞∑

k=0

fkη
−k−α

が Borel総和可能であるとは

Borel変換 Bf(y) =
∞∑

k=0

fk
Γ(k + α)

(y + s)k+α−1 は次で (多価)正則

函数を定める
{y ∈ C | y = −s+ r, r > 0} \ {y = 0}

Borel和 F (η) = L0Bf(η) =
∫ ∞

−s

e−ηyBf(y)dy が十分大きな η > 0

に対して定まる

性質
f(η)が収束しているとすると, その Borel和 F (η)が定まり, f(η) = F (η)

f(η)の Borel和 F (η)に対し, F (η) ∼ f(η) (η → ∞)

WKB解 ψ(x, η)の Borel和 Ψ(x, η)はもとの方程式の解析的な解
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例
超幾何方程式{

x(1− x)
d2

dx2
+ (c− (a+ b+ 1)x)

d

dx
− ab

}
ψ = 0

に a = α0 + α1η, b = β0 + β1η, c = γ0 + γ1η を代入して得られる方程式
のWKB解を考える
積分表示解は ∫

Γ±(x)

eηF (t,x)a(t, x)dt

である
ただし

F (t, x) = log tα1(1− t)γ1−α1(1− xt)−β1

a(t, x) = tα0−1(1− t)γ0−α0−1(1− xt)−β0

Γ±(x): F (t, x)の tについての臨界点 t±(x)に対応する Lefschetz

thimble

積分表示解の η → ∞での漸近展開を考える (Aomoto-Kitaの第 4章)
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例 (続き)

漸近展開は, Laplace型の積分に書きかえ, Watsonの補題より得られる∫
Γ±(x)

eηF (t,x)a(t, x)dt

=

∫ ∞

−y±(x)

e−ηyψB
±(x, y)dy (y±(x) = F (t±(x), x))

=

∫ ∞

−y±(x)

e−ηy
∞∑

k=0

ψB
±,k(x)(y + y±(x))

k− 1
2 dy

∼eηy±(x)
∞∑

k=0

Γ

(
k +

1

2

)
ψB

±,k(x)η
−k− 1

2 (η → ∞)

以上で得られた

ψ±(x, η) = eηy±(x)
∞∑

k=0

Γ

(
k +

1

2

)
ψB

±,k(x)η
−k− 1

2

がWKB解であり, その Borel変換, Borel和はそれぞれ
ψB

±(x, y),

∫
Γ±(x)

eηF (t,x)a(t, x)dt

ここで
y+(x) = y−(x)を満たす xが変わり点
ℑy+(x) = ℑy−(x)を満たす xの集合が Stokes集合 (Stokes曲
線)(Aomoto-Kitaの仮定 3.9.1を満たさない xの集合) 5 / 15



性質
適切な仮定を満たす函数 F (t, x) = F (t1, t2, . . . , tm, x1, x2, . . . , xn)に対
する振動積分 ∫

eηF (t,x)dt, dt = dt1 ∧ dt2 ∧ · · · ∧ dtm

の満たす微分方程式M とすると次が成り立つ
Lefschetz thimbleを積分路とした振動積分の η → ∞での漸近展開
はM のWKB解
Lefschetz thimbleを積分路とした振動積分はM のWKB解の
Borel和

これを用いると次が得られる
M のWKB解の Borel総和可能性は Stokes集合 S で記述できる
(Koike-Schäfkeの結果の類似)
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仮定としては, 例えば
∫
δ(y + F (t, x))dtの満たす微分方程式系 (Gauss-Manin

系)について議論した次における仮定を用いる
Noumi, M.: Expansion of the Solutions of a Gauss-Manin Systems at a
Point Infinity, Tokyo J. Math., 7, No.1, 1-60 (1984)

振動積分との関係は∫
eηF (t,x)dt =

∫∫
e−ηyδ(y + F (t, x))dydt =

∫
e−ηy

∫
δ(y + F (t, x))dtdy

例えば, 単純特異点を持つ多項式の普遍開折は仮定を満たす
An : F (t, x) = tn+1

1 + t22 + · · ·+ t2m

+ xn−1t
n−1
1 + · · ·+ x2t

2
1 + x1t1

Dn : F (t, x) = tn−1
1 + t1t

2
2 + t23 + · · ·+ t2m

+ xn−1t
n−2
1 + · · ·+ x3t

2
1 + x2t2 + x1t1

E6 : F (t, x) = t41 + t32 + t23 + · · ·+ t2m

+ x5t
2
1t2 + x4t1t2 + x3t

2
1 + x2t2 + x1t1

E7 : F (t, x) = t31t2 + t32 + t23 + · · ·+ t2m

+ x6t1t2 + x5t
4
1 + x4t

3
1 + x3t

2
1 + x2t2 + x1t1

E8 : F (t, x) = t51 + t32 + t23 + · · ·+ t2m

+ x7t
3
1t2 + x6t

2
1t2 + x5t1t2 + x4t

3
1 + x3t

2
1 + x2t2 + x1t1 7 / 15



対応表

完全WKB解析 振動積分の解析
微分方程式系 振動積分が満たす微分方程式系

WKB解 振動積分の漸近展開
WKB解の Borel変換 Gauss-Manin系の解
WKB解の Borel和 振動積分
変わり点の集合 分岐集合

仮想的変わり点の集合 Maxwell集合
微分方程式の Stokes集合 振動積分の Stokes集合
Voros係数 (Wronskian) ?

ここで振動積分の Stokes集合は
F (t, x)の tについての臨界値の虚部は全て異なる (Aomoto-Kitaの仮定
3.9.1)を満たさない xの集合

この対応を用いれば, 例えば振動積分の解析接続を
1. 振動積分が満たす微分方程式を求め,

2. 微分方程式の変わり点と Stokes集合を (計算機を用いて)調べ,

3. Stokes集合での接続公式を用いる
を行うことにより調べられる
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このことを踏まえ, 高次留数形式 (Saito)の振動積分表示 (Pham)を考える

KF (ω1, ω2) =

µ∑
i=1

(∫
Γ+
i (x)

eηF (t,x)ω1(t, x, η)

)

×

(∫
Γ−
i (x)

e−ηF (t,x)ω2(t, x,−η)

)

ただし
µ: F (t, x)の tについての臨界点の個数 (M の階数)

Γ±
i (x): ±F (t, x)の tについての臨界点 ti(x)に対応する Lefschetz

thimble

ωj = ωj(t, x, η) =

∞∑
k=0

{ωj,k(t, x)dt} η−k−αj (正確には, フィルター付き

de Rhamコホモロジー群の要素)

ここでの設定とは異なるが, 次においてコホモロジー交点形式は高次留数形式と
類似の性質を持つことが述べられている

Matsubara-Heo, S.-J.: Localization formulas of cohomology intersection
numbers, J. Math. Soc. Japan, 75, No.3, 909-940 (2023)
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以下では ∂x = (∂x1 , ∂x2 , . . . , ∂xn) =
(

∂
∂x1

, ∂
∂x2

, . . . , ∂
∂xn

)
とし, xについての

多項式を係数とする微分作用素環を DX として

DX((η−1)) =

{
∞∑

k=0

η−k−αPk

∣∣∣∣∣ Pk ∈ DX , α ∈ Z

}

F (t, x)は次を満たすと仮定
任意の ω(t, x, η)に対し, 次を満たす Qω(x, η, ∂x) ∈ DX((η−1))が存在∫

eηF (t,x)ω(t, x, η) = Qω(x, ∂x, η)

∫
eηF (t,x)dt

例えば ∫
eη(t

4+x2t
2+x1t)tdt = η−1∂x1

∫
eη(t

4+x2t
2+x1t)dt

性質 ∫
Γ+
i (x)

eηF (t,x)dtの η → ∞とした漸近展開から得られるWKB解を

ψint
i (x, η)とすると∫
Γ+
i (x)

eηF (t,x)dt = (L0Bψint
i )(x, η),

∫
Γ−
i (x)

e−ηF (t,x)dt = (LπBψint
i )(x,−η)
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これより

KF (ω1, ω2) =

µ∑
i=1

(∫
Γ+
i (x)

eηF (t,x)ω1(t, x, η)

)

×

(∫
Γ−
i (x)

e−ηF (t,x)ω2(t, x,−η)

)

=

µ∑
i=1

(
Qω1(x, ∂x, η)

∫
Γ+
i (x)

eηF (t,x)dt

)

×

(
Qω2(x, ∂x,−η)

∫
Γ−
i (x)

e−ηF (t,x)dt

)

=

µ∑
i=1

Qω1(x, ∂x, η)(L
0Bψint

i )(x, η)

×Qω2(x, ∂x,−η)(L
πBψint

i )(x,−η)

この最後の表示は (Borel総和可能な)WKB解が構成できる微分方程式に対して
意味を持つ
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階数 µの微分方程式
M : P1(x, ∂x, η)ψ = 0, . . . , PN (x, ∂x, η)ψ = 0,

に対し, 次を考える

KM (Q1, Q2) =

µ∑
i=1

Q1(x, ∂x, η)(L0Bψi)(x, η)

×Q2(x, ∂x,−η)(LπBψi)(x,−η)
ただし

ψi(x, η) (i = 1, 2, . . . , µ): M のWKB解
Qj(x, ∂x, η) ∈ DX((η−1)) (j = 1, 2)

性質
Q1, Q

′
1, Q2, Q

′
2 ∈ DX((η−1))が

Q1 −Q′
1, Q2 −Q′

2 ∈ DX((η−1))P1 +DX((η−1))P2 + · · ·+DX((η−1))PN

を満たすとすると
KM (Q1, Q2) = KM (Q′

1, Q
′
2)

従って, KM は DX((η−1))加群
DX((η−1))/DX((η−1))P1 + DX((η−1))P2 + · · ·+ DX((η−1))PN

上の双線形形式を定める
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1次元 Schrödinger方程式
M : Pψ = 0, P = η−2∂2

x −Q(x)

の場合に, 適切に正規化されたWKB解 ψ±(x, η)から定まる次を考える
KM (Q1, Q2) =Q1(x, ∂x, η)(L0Bψ+)(x, η)Q2(x, ∂x,−η)(LπBψ+)(x,−η)

+Q1(x, ∂x, η)(L0Bψ−)(x, η)Q2(x, ∂x,−η)(LπBψ−)(x,−η)

このとき
[a1(x, η)∂x + b1(x, η)] , [a2(x, η)∂x + b2(x, η)] ∈ DX((η−1))/DX((η−1))P

に対して
KM ([a1(x, η)∂x + b1(x, η)] , [a2(x, η)∂x + b2(x, η)])

=
2√
−1

{a1(x, η)b2(x,−η)− b1(x, η)a2(x,−η)}
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例
Airy方程式を考える

M :

(
η−2 d

2

dx2
− x

)
ψ = 0

F (t, x) = −1

3
t3 + xtの tについての臨界点 t±(x) = ±x

1
2 に対応する

Lefschetz thimbleΓ±(x)を積分路とする Airy積分∫
Γ±(x)

eη(−
1
3
t3+xt)dt

の漸近展開から得られるWKB解から定まる KM に対し

KM

(
1,

d

dx

)
= − 2√

−1

を考えると{∫
Γ+(x)

eη(−
1
3
t3+xt)dt

}{
d

dx

∫
Γ−(x)

eη(−
1
3
t3+xt)dt

}

−

{∫
Γ−(x)

eη(−
1
3
t3+xt)dt

}{
d

dx

∫
Γ+(x)

eη(−
1
3
t3+xt)dt

}
= − 2π√

−1

ここで右辺の π はWKB解の正規化に関係する定数
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まとめとコメント
振動積分 ∫

eηF (t,x)dt

が満たす微分方程式のWKB解と振動積分の関係について述べた
これを用いると完全WKB解析と振動積分の解析を互いに翻訳できるが,
まだ不明な部分もある
例えば, Voros係数, あるいは単純楕円型特異点から定まる振動積分の接続
公式で完全WKB解析において対応物が見つかっていない (と思われる)
ものがある
高次留数形式をWKB解の Borel和で表示し, これにより (Borel総和可能
な)WKB解が構成できる方程式に対して高次留数形式の類似物を定義でき
ることを述べた
高次留数形式の類似物は{

η−2 d
2

dx2
− (x3 + b1x+ b0)

}
ψ = 0

のような (積分表示解を持たない)微分方程式や q シフト作用素
σqψ(x) = ψ(qx)を

σq =

∞∑
k=0

1

k!
η−k

(
x
d

dx

)k

, η =
1

log q

と考えた線形 q-差分方程式などで (形式的に)考えることができるが, その
性質を調べることは今後の課題である 15 / 15


